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为 了 适应 广大 在 职 人 员 和 社会 青年 自学 成 才 的 需要 ， 根 据 
国家 建立 高 等 教育 自学 考试 制度 的 精神 ， 以 满足 学 员 自 学 教 村 
的 要 求 ， 由 辽宁 大 民 出 版 社 出 版 一 套 太 学 数学 系 自 学 丛书 。 

本 从 书 是 由 东北 炳 范 大 学 数学 系 ， 根 据 教育 部 规定 的 普通 
高 等 院 校本 科 必 修 课 现行 教学 计划 和 教学 大 网 编写 的 。 教 村 内 
容 系 统 ， 数 据 充实 ， 条 理 清晰 ， 深 入 浅 出 ! 每 章 均 有 学 习 指导 
和 习题 解答， 便于 自学 。 经 过 刻 营 自学 ， 即 可 无 师 自 通 ， 达 到 
本 科 毕 业 水 平 。 

KARY: SERAL, TERR., AFAM. AEN 
H ERATE, REBI, OERA, ZARAD, AA 
几何 、 计 算 机 与 算法 语言 BASIC ， 概 率 论 与 数理 统计 、 计 算 广 
法 等 。 本 从 书 既 可 供 自 学 应 斌 之 用 ， 也 可 供 大 专 院 校 的 本 科 在 
校生 和 函授 生 及 了 业 全 大 学 学 生 使 用 。 

本 从 节 册 于 永 平 所 限 ， 不 当 之 处 在 所 难免 ， 我 们 热诚 着 望 
广 夫 自学 读者 批评 指正 。 
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上 # 公理 法 与 几何 学 


本 编 主 要 讲 几 何 学 公理 法 {演绎 法 ), 将 从 它 的 发 展 历 史 、 
它 的 原理 、 遵 循 的 辟 辑 原则 和 具体 运用 等 方面 来 阐明 ， 以 期 达 
到 对 公理 法 有 一 个 较 全 面 的 认识 同时 通过 第 三 章 用 公理 法 对 
欧 几 里 得 (Euclid) 几 柯 学 及 罗 巴 切 兴 斯 基 (Lobachevysky) 几何 
尝 的 建立 ， 了 解 酚 种 几何 的 基本 内 容 、 罗 辑 结 构 和 相关 性 ， 

儿 何 学 公理 法 共通 过 公理 建立 几 和 何 学 ， 可 以 看 作 是 用 静 的 
驶 后 研究 几何 ， 而 下 一 编 所 讲 的 几何 学 群 论 原 则 是 通过 变换 群 
建立 几何 学 ， 可 以 看 作 是 用 动 的 观点 研究 几何 。 这 两 个 理论 和 
方法 是 几何 学 发 展 中 两 个 突出 的 成 果 ， 是 对 几何 学 的 研究 和 发 
展 有 深远 影响 的 基本 理论 和 方法 。 


第 一 章 ”几何 学 的 公理 方法 概述 


本 章 言 先 介绍 了 几何 学 公理 方法 的 发 展 历史 ， 主 要 是 在 党 
多 的 历史 材料 中 ， 抓 住 了 几 个 重 炎 事件 ， 从 中 理 出 一 条 线索 展 
开 的 ， 借 以 说 明 公理 法 产生 的 必然 福 和 重要 性 。 其 次 概 插 地 提 
出 了 公理 法 的 构造 和 原理 ， 使 我 们 对 几何 公理 法 有 个 整体 的 认 
识 ， 为 后 两 章 的 具体 运用 作 准 备 。 


3 1 几何 学 的 发 展 与 公理 法 


中 学 几何 教科 书 或 其 它 好 辑 结构 比较 严密 的 初等 几何 学 书 
籍 ， 开 头 总 是 先 提出 一 些 不 加 定义 的 原始 慨 念 ， 例 如 原始 对 象 
“ 碟 ”、“ 直 线 ”、“ 平 面 ” ， 以 及 原始 对 象 之 间 的 原始 关系 ， 
如 “成 在 直线 上 ”、“ 叉 4 在 轧 B、C 之 间 ”、“ 两 直线 重合 ” 
"其 次 就 是 以 昧 恕 概念 为 基础 建立 起 米 的 一 系列 定义 :， 青 
次 肛 是 作为 该 几何 学 基础 的 一 系列 公理 ; 青 其 次 就 是 推 号 出 来 
BJ EE HR 3k 38 a SKY ES Egg. k ER R y” t E 
则 和 本 里 的 内 在 联系 排列 起 来 的 概念 定义} 、 公 理 和 定理 ， 
就 形成 了 一 门 有 系统 的 几何 学 。 这 种 从 少数 公理 出 发 ， 遵 循 严 
格 的 录 辑 原则 建立 几何 学 演绎 体系 的 方法 ， 称 为 公理 法 或 演绎 
法 . 

公元 前 三 世纪 ， 矢 腊 著 名 的 几何 学 家 欧 几 里 得 的 名 著 《 开 
何 原 本 了》 是 首先 用 不 完善 的 公理 方法 建立 的 演绎 体系 ， 他 所 胰 
用 的 方法 称 为 古典 公理 法 。 后 来 经 过 不 靳 地 神 充 和 改进 ， 直 到 
十 九 世 纪 末 ， 德 国 数 学 家 项 尔 伯 特 在 前 人 大 量 工作 的 基础 上 ， 


. Z A 


写 出 了 《几何 基础 》 一 书 ， 用 完善 的 公理 方法 建立 本 欧 几 里 得 
几何 学 ， 这 种 公理 方法 称 为 近代 公理 法 ， 

公理 法 是 随 着 几何 学 的 发 展 而 产生 ， 并 且 逐 步 得 到 完善 
的 。 几 何 学 产生 于 上 证 时 期 ， 人 人 们 在 生产 实践 中 不 断 地 积累 了 
几何 知识 ， 并 随 着 生活 和 生产 的 发 展 和 党 要 丰富 起 来 ， 当 经 验 
儿 何 学 积累 了 庞大 数量 的 铬 识 材料 以 后 ， 有 系统 地 把 这 些 材料 
加 以 整理 ， 就 简直 成 为 不 可 避免 章 了 ， 建 立 各 个 知识 领域 互相 
间 的 正确 联系 ， 也 同样 成 为 不 可 避免 的 了 。 因 此 ， 几 和 何 学 便 走 
进 了 理论 的 领域 。 这 时 ， 经 验 的 方法 就 不 中 用 了 ， 而 是 要 既 过 
理性 思维 ， 将 站 官 的 材料 加 以 去 粗 取 精 , 去 俯 存 真 .由 此 及 彼 ， 
由 胡 及 里 的 改造 制作 工夫 ， 造 成 概念 和 理论 的 系统 。 儿 何 学 的 
公理 方法 就 是 在 几何 学 的 整理 和 研究 中 创造 出 来 的 科学 方法 之 
一 。 它 从 开始 到 形成 ,大 体 上 经 历 了 ， 欧 儿 里 得 以 前 的 工作 , 包 
括 儿 何 起 源 、 积 累 和 大 量 的 整理 工作 ;网 几 里 得 本 人 的 工作 , 主 
要 是 他 在 前 人 工作 的 基础 上 写 出 了 《几何 原本 3》 一 - 书 ， 况 定 了 
古典 的 公理 方法 ， 欧 几 里 得以 后 的 工作 ， 主 要 对 《几何 原本 
中 提出 的 古典 的 公理 方法 加 以 补充 和 改进 ， 其 中 包括 对 欧 几 里 
得 第 五 公设 的 讨论 、 非 欧 几 何 的 产生 、 对 欧 儿 里 得 公理 系统 的 
改进 等 等 ， 直 到 十 九 莉 纪 末 近代 公理 法 的 形成 ， 

为 了 更 好 地 认识 会 理 方法 的 产生 和 形成 ， 下 面 就 来 谈 一 谈 
公理 法 发 展 的 简单 房 史 . 

1° 1 几何 学 的 起 源 和 最 初 的 积累 

从 历史 的 资料 可 以 看 出 ， 有 着 古老 文化 的 中 国 、 埃 及 、 巴 
比 伦 以 及 印度 都 是 几何 学 的 重要 发 源 地 ， 

在 中 国 ， 十 代劳 动人 民 在 生活 和 生产 实践 中 逐步 形成 了 图 
ER. MELEAR RAAF, A CEASAR 
JLE TL: 1921F [B hà Wa H Lñ SR S ESE AA 
6000 年 左右 ) ， 上 面 通 有 规则 的 几何 条 纹 : 1954 到 1957 年 在 西 
安 半 坡 桂 由 考证 发 据 的 夏 代 以 前 的 原始 部 藩 遗址、 有 图形 和正 
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方形 的 房屋 基地 ，; PA BEOEIH-FE6ES Eshu, Hhh S T yB o 8 35 Ju 
JE; <A>) HRT RAAK, “AEH, AA 
E7 EAN: BARRARA “E” W “HR? AF, WAR 
HECE -L Hb iñ Et rh 2 HT RE2y TA A Da MH hl E py #w 
策 ， 不 但 形状 美观 ， 而 且 末 有 各 种 几何 图 案 。 这 些 事实 说 明 ， 
当 讨 人 们 已 经 初步 认识 了 某 些 图 形 ， 

当 农 牧 业 、 手 工业 、 洼 术 建 筑 有 了 新 的 发 展 ， 人 人 和 们 为 了 解 
决 生 产 中 过 到 的 测 晤 、 建 筑 、 天 文 等 问题 时 ， 需 要 探讨 各 种 图 
形 的 性 质 和 相 二 联系 ， 因 而 在 实践 中 不 断 地 发 现 了 几 柯 图 形 的 
规律 性 。 关 于 最 初 记 载 几 何 知 识 的 资料 大 部 分 已 经 失传 了 。 我 
H TRER GTE: (ARAA) ERR) 《孙子 算 
经 KERS) (ARTA 5 EEE H 25 ¿T # % 
R GRED HARA M Hra S, hii 
多 内 容 是 关于 几何 方面 的 . APREA (ARAZ 5ST 
公元 前 400 年 前 ?记载 着 劳动 人 民 发 现 的 数学 各 天文 知识 。 如 书 
中 记载 有 周公 ( 约 生 手 从 元 前 1100 年 ) 与 商 高 的 问答 ， 商 高 较 
详细 地 讲 了 有 关 勾 般 问 题 和 一些 结 果 。 商 高 说 :， “数学 的 一 种 
方法 是 研究 一 些 阅 形 和 方形 的 ， 圆 形 是 由 方形 产生 的 ， 方 形 屎 
是 由 和 抢 尺 〈 折 成 直角 的 尺 ) 产生 的 ， 而 矩 又 出 于 乘 方 和 和 开 方 的 
AH., EESE 《直角 三 角形 中 ) dh, WRA GSE E fa 
M) EZ, J G-A) ABH, Wz GRD 是 五 . ” 商 
高 不 忆 扣 出 了 色 裔 定理 这 个 特例 ， 而 且 他 还 指出 了 一 般 的 勾 有 最 
”定理 ， 以 及 用 勾 股 形 和 勾 股 定理 测量 不 可 到 达 对 象 凶 的 距离 的 
一 些 方法 和 道理 . 

SARAS) ECR: MAR TH HABE ApH 
所 图 形 的 比例 关系 ， 推 算 过 地 球 与 太阳 的 距 商 以 及 太阳 的 直 
f, 
Eih RHEE -PR a Sk y 22 A P: 1 89 JL #J 
知识 ， 达 到 较 高 的 水 六 ，《 墅 经》 就 是 一 全 ,黑子 ( 约 公 元 前 
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478 一 392 年 ) ， 战 国 时 代 的 其 名 是 想 家 ， 以 他 为 代表 药 墨 家 以 
及 后 期 的 墨家 ， 研 究 和 探讨 了 思维 的 形式 和 和 规律， 创立 了 我 国 
古代 逮 辑 学 ; 结合 光学 、 天 文学 的 实际 研究 ， 总 结 了 几何 方面 
的 一 些 原 理 和 方法 。 在 亿 们 著述 的 《 墨 经 >》 中 有 丰富 的 几何 学 
内 容 ， 其 中 不 仅 有 定义、 公理 、 定 理 ， 而 且 有 无 限 大 、 极 限 和 
集合 论 的 思想 。 例 如 《 墅 经 》 上 说 ，“ 平 , 同 高 也 ” , 指 两 平行 
鸣 百 钱 或 两 平面 的 距 启 处 处 相等 5 “ 闻 长 ， 久 正 相 尽 也 ”， 指 
RARER BHAGA: “ 圈 ， 一 中 亲 长 也”， 指 加 或 球 的 中 
Ds PP i] Jak pk mi F fff s, SB PIPER K FE, “K. 2y T% 
也 ”， 是 说 个 体 是 整体 的 一 部 分 :“ 穷 ， 或 有 前 ， 不 容 尺 也 *， 
指 有 边界 的 域 ， 从 一 端 到 另 一 端 用 尺 可 以 量 尽 ，“ 庙 ， 体 之 无 
厚 面 最 前 者 也 ”， 指 感 是 形体 的 尖端 ， 愉 有 位 置 而 没 大 小， 
“ 方 ， 粕 联 四 识 也 ”， 指 矩形 的 四 边 是 直 的 ， 四 角 都 是 直 前 ; 
“EERS EAD, MERL HE o, MEADER, 
夺 困 次 截取 它 的 一 半 ， 长 此 继续 下 去 ， 达 于 极限 时 ， 就 不 能 再 
分 了 ， 最 后 留 下 一 个 不 动 的 一 上 成。 现存 的 《 墨 经 》 分 经 上 经 下 
两 卷 ， 共 一 下 七 十 妃 条 是 黑子 本 人 所 著 ， 在 经 文 各 条 下 ， 各 附 
有 经 说 ， 这 是 黑子 讲 经 时 由 已 的 学 生 笔录 的 。 以 上 仅 举 几 例 并 
作 忆 粗浅 的 解释 ， 是 奋 准 确 ， 尚 须 进 一 步 探讨 ，《 绥 经 》 中 几 
何 学 的 主要 特点 是 联系 实际 ， 立 论 精 腑 ， 思 想 深 刻 ， 
我 国 古 伐 ， 对 面积 和 体积 的 研究 ， 有 着 光辉 的 成 就 ,在 
《 轧 章 算术 》、K《& 孙子 算 经 》、《 张 丘 建 算 经 》、&4 五 草 算 经 》 、 
《里 侯 阳 算 经 》 中 都 有 记载 。《 妃 章 算 术 》”( 约 写 于 公元 前 400 
年 ) 系统 地 总 结 了 我 国 上 古 至 先秦 两 汉 时 期 劳动 人 民 在 生产 实 
践 中 积累 起 来 的 数学 禾 识 ， 其 中 第 一 章 “ 方 田 》， 主 要 是 关子 
园田 面积 的 计算 ; 第 五 姨 “ 商 功 ” 是 各 种 土建 工程 、 容 器 测量 
等 有 关 的 体积 计算 。 书 中 提出 了 各 种 面积 和 体积 的 计算 公式 ， 
其 中 正方 形 、 长 方形 、 王 前 形 、 梯 形 、 图 形 等 面积 公式， 以 及 
BE EH, Beo., AHE . 沿 锥 、 圆 台 等 体积 公 式 都 是 正确 的 ， 
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有 些 近 似 公 式 也 达到 了 一 定 的 准确 程度 ， 例 如， 续 形 和 球 的 近 


DE GM AR S-I AN, ARAK): 

R OD 体积 多 = D (也 为 直径 ) 等 等 ， 但 是 这 些 公 
式 都 没有 证 明 ， 后 人 在 对 上 述 的 算 经 的 注释 中 采用 了 分 、 合 、 
移 、 社 等 方法 ， 证 明了 这 些 面 积 和 体积 公式 ， 

以 上 列举 的 事实 ， 仅 是 我 国人 民 创造 的 大 量 几 何 知识 的 一 
部 分 ， 但 足以 说 明 我 国 是 重要 的 儿 何 发 源 地 ， 

在 埃及 ， 儿 何 知 识 也 是 由 于 淹 量 土地 、 土 木 建 筑 、 和 手工 业 
以 及 天 文 靠 的 需要 而 产生 和 积 黑 起 来 的 。 古 代 埃 及 的 尼罗河 经 
常 泛滥 ， 劳 动人 民 为 了 计算 尼罗河 水 的 涨 落 期 的 需要 ， 产 生 了 
埃及 的 天 文学 。 而 天 文学 是 需要 几何 学 和 数学 的 。 再 者 ， 尼 罗 
河 每 年 涨 水 后 需要 重新 丈量 土地 的 边界 ， 更 是 直 按 需要 几何 学 
知识， 从 而 就 产生 和 发 展 了 几何 学 ， 

记载 埃及 人 数学 知识 较 嘻 的 文字 材料 ， 主 要 是 两 批 草 片 文 
书 ( 公 元 前 2000 一 1700 年 左右 ) ，-- 批 是 现存 莫斯科 的 《 杂 
录 》， 一 批 是 现存 英 甸 博物 馆 ， 由 英国 人 兰 德 (Rhind)》 于 1858 
年 在 埃及 发 现 的 《 阿 梅 斯 (Ahmes) 杂 录 》。 其 中 记载 有 数学 问 
题 和 人 解答 。 在 几何 学 方 而 有 有 计算 耕地 面积 、 人 党 仓 容积 、 以 及 建 
造 金字 塔 的 有 关 问 题 。 有 的 计算 面积 、 体 积 的 公式 ， 达 到 了 相 
当 准确 的 程度 例如 “ 国 的 面积 等 于 边 长 为 其 直径 -的 正方 形 
面积 ”这 一 近似 公式 中 ,实际 上 已 知 圆周 率 等 于 3,1605, 又 如 计 
算 以 正方 形 为 土 下 后 的 楼 人 台 体 积 公式 ， 用 现代 的 记号 表示 就 是 

V = Lhat ab + b2) 

其 中 a, b 是 两 说 的 边 长 ，h 是 楼 人 台 的 高 。 这 是 完全 正确 的 公 
式 ， 开 网 埃 及 上 和 何 学 发 展 的 水 平 也 是 相当 高 的 。 

在 巴 比 化 ， 由 于 撒 烙 里 斯 和 幼发拉底 两 河流 域 的 美 过 不 达 
REFE, LEER ALERTER, Er TRL MK 
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学 的 发 展 ， 巴 比 伦 的 劳动 人 民 在 生产 实践 中 结合 天 文 观测 发 现 
了 不 少 几 何 知 识 。 例 如 ， 在 较 早 的 一 些 泥 版 文书 中 曾 记 载 着 贺 


的 面积 S -55 《其 中 C 是 圆周 长 ) ， 这 相当 于 知道 了 圆周 率 等 


于 3。 而 在 计算 正六 边 形 与 其 外 接 贺 周 长 之 比 时 ， 又 进一步 采 
用 了 -作为 们 .此 外 把 加 分 为 3604 度 是 巴比伦 天 文学 家 在 公 
元 前 -世纪 首创 的 。 

几何 学 是 入 们 对 现实 世界 空间 形式 的 一 种 认识 ， 这 种 认识 
主要 地 依赖 寺 劳 动人 民 的 生产 实践 。 中 国 、 埃 及 、 巴 比 伦 等 文 
有 明证 国 ， 在 几何 党 方面 所 作出 的 重大 贡献 ， 说 明了 这 一 道理 ， 

1.2 网 几 里 得 的 《几何 原本 》 

几何 学 会 理 法 的 产生 与 希腊 人 的 工作 分 不 开 ， 特 别 是 欧 上 [ 
里 得 《几何 原本 》 的 产生 ， 标 志 着 古典 公理 法 的 产后 ， 

在 百 希腊， 劳动 人 民间 样 在 生产 实践 中 积累 了 许多 几何 知 
识 ， 特 列 基 册 于 阐 业 贸易 的 需要 ， 推 动 交 通航 海事 业 的 发 展 ， 
扩大 了 埃及 、 巴 比 伦 和 希腊 的 详 化 交流 。 到 了 公元 前 七 楷 纪 ， 
埃 玻 和 巴比伦 的 几何 知识 侍 到 希腊 ， 被 应 用 于 实践 。 于 时 ， 希 
腊 的 社会 生产 有 了 很 夫 发 展 ， 农 业 、 手 工业 、 高 业 、 土 木 建 筑 
和 变通 航海 等 迅速 发 展 起 来 ， 因 而 推动 了 天 文学 、 力 学 和 几何 
学 的 进一步 发 展 。 这 时 对 已 有 的 论 大 的 几何 知识 进行 整理 、 概 
揪 和 系统 化 ， 成 为 一 项 重要 工作 ， 逢 肛 的 许多 自然 科学 工作 者 
参与 了 这 一 工作 。 

# BRA (Thales ,公元 前 639 一 548 年 ) 被 称 为 希腊 的 几何 学 
蜡 祖 ， 他 兽 到 埃及 和 巴比伦 研究 几何 学， 并 在 那里 应 用 相似 形 
理论 测量 了 人 金字塔 的 高 度 。 他 回国 后 ， 通 过 建立 学 校 和 学 派 ， 
大 力 传 播 挨 及 和 巴 出 伦 的 几何 扼 识 。 他 和 他 的 学 生 曾 闪 铺 出 半 
Ba Bl E h, = BJ ria e as. 

A lB JUD s; EARME (Pythagoras, AJ BE 569—500 
年 ) 和 他 创立 的 毕 达 哥 拉 斯 学 派 ， 对 几何 学 的 概念 的 定义 ， 定 
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理 的 证 明 等 几何 学 方法 进行 过 探讨 ， 这 个 学 派 提 出 了 著名 的 毕 
达 哥 拉 斯 定理 HAREM EARLI, FTR, 
多 边 形 、 圆 、 球 等 某 些 定理 ， 特 别 是 知道 “三 角形 内 和 和 等 于 
二 直角 ”， 以 及 “黄金 分 割 ” 的 作 图 ， 正 多 面体 的 定理 等 ,他 
的 学 生 希 派 苏 斯 tHippasus) 曾 研究 过 “不 可 公 度 量 ” 等 理论 问 
题 ， 

随感， 让 希腊 首都 雅典 出 现 了 著名 的 柏拉图 (Plato 公元 
前 427 一 347 年 ) 学 派 。 柏 拉 图 虽然 不 是 数学 家 ， 但 他 热心 这 门 
科学 ， 特 别 是 几 知 学 。 他 认为 知识 有 加 以 演绎 束 理 的 必要 。 他 
是 第 一 个 把 严密 推理 法 则 加 了 到 系 统 化 的 人 ， 因 面 他 的 门人 曾 按 
逻辑 次 序 轿 理 了 定理 。 这 个 学 派 的 著名 数学 家 和 希 波 克拉 特 
《Hippocrates， 公 元 前 五 世纪 ) 就 曾 写 过 一 本 叫 航 《几何 原 
本 》 的 书 ， 据 说 用 符号 代替 “点 ?2 和 “前线 ?”， 把 定理 挨 一 定 
的 逻辑 关系 来 排 先 后 次 序 ， 是 他 最 时 实行 的 ， 他 还 研究 过 新 月 
形 面 积 以 及 所 史上 有 名 的 兰 大 难题 中 的 4 立方 倍 积 ?问题 和 “ 低 
圆 为 方 ” 问 题 。 这 个 学 派 中 的 数学 家 欧 道 克 斯 (Eudoxus， 公 
元 前 408 一 355 年 ) 用 “ 取 尽 法 ” (极限 思想 ) 获得 柱 、 锥 ， 球 
体积 的 计算 方法 ， 系 统 地 研究 过 比例 的 理论 等 等 ， 

被 恩格斯 称 为 古 希 腊 思 想 家 的 亚 里 士 多 德 (AristotIe， 公 
元 前 384 一 322 年 ) ， 对 许多 知识 领域 进行 过 探讨 ， 从 中 概括 了 
思维 的 形式 和 规律 ， 系 统 地 提出 形式 避 辑 的 有 关 理 论 问题 ， 葛 
诗 了 性 辑 学 的 初步 基础 ， 为 几何 学 提供 了 远 辑 方法 .他 主张 任 
何 一 种 严 器 的 科学 体系 是 从 一 些 不 能 证 明 的 原理 开始 和 的， 而 不 
证 明 的 诛 理 分 成 两 类 ， 即 公理 和 公设 。 他 还 主张 几 和 对象 要 如 
以 符 义 ， 解 释 它 们 的 特性 ， 而 为 了 定义 这 些 对 象 ， 要 有 -一些 不 
能 定义 的 基本 对 象 ， 加 以 默认 ， 

”公元 前 三 世纪 ， 希 腊 著名 数学 家 欧 几 虽 得 (公元 前 330 一 
275 年 左右 )， 在 泰勒 斯 、 毕 达 保 拉 斯 、 柏 拉 图 等 学 派 的 工作 基 
山上 ， 运 用 了 下 里 士 多 德 提 供 的 逻辑 方法 ， 写 出 了 光 朵 的 著作 
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几何 原本 》， 这 是 历史 上 第 一 本 体系 比较 完整 的 数学 理论 著 
IE. 他 把 几 佣 学 建立 在 定义 、 公 设 、 公 理 等 几 个 最 初 的 假设 
上 以 这 些 息 设 为 基础 ， 运 用 逮 辑 的 定义 和 推理 方法 导出 后 面 
的 一 切 定 兴 和 定理 ,把 历史 上 积累 的 庇 大 而 又 分 散 的 几何 知识 ， 
用 逻辑 的 “链子 ”编排 成 为 一 个 比较 系统 的 概念 和 理论 BU W 
R. 他 示范 性 地 规定 了 几何 证 明 方 法 ， 例 如 分 析 法 。 综 合法 和 
归 店 法 等 《几何 原本 3》 被 认为 是 由 古典 公理 法 建立 的 几何 学 ， 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 全 书 共 十 三 卷 , 除 其 中 第 五 ,七 、 
八 、 九 、 士 卷 是 用 几 和 何方 法 讲述 比例 和 算术 理论 ， 其 余 各 着 纯 
E DE JU PJ R. 

B- S IJ 18 Hi RFF, AE, YIEE s SE FB HI DE 
明 ， 第 二 卷 主 要 是 讨论 几何 学 中 的 代数 法 上 第 三 着 讨论 圆 的 有 
关 定 理 ; 第 四 着 讨论 图 的 内 接 与 外 切 多 边 形 定理 第 六 卷 讨 论 
帆 似 形 理论 ， 最 后 三 卷 主事 是 立体 几何 。 这些 内 容 几 乎 包括 了 
现在 中 学 课本 的 全 部 内 容 ，. 

几何 原本 》 第 一 状 首 先 提 出 二 十 三 个 定义 ， 毅 七 个 定义 

(1》 扣 是 没有 部 分 的 ， 

(2) 线 有 长 度 没 有 宽度 、 

(3) 线 的 界 是 点 ， 

(4) EREN PHARA MSR. 

(5) 面具 有 长 度 和 宽度 ， 

C6) 商 的 界 是 线 ， 

(7) 平面 是 与 其 查 线 看 齐 的 面 ， 

(23) 平行 直线 是 这 样 的 直线 ， 它 们 在 同一 平面 上 ，, 面 且 
往 两 全 方 铅 无 限 延 长 时 ， 在 两 个 方向 上 都 不 会 相交 ， 

接着 钦 几 里 得 列 测 五 条 公设 和 五 条 公理 。 忆 采用 了 亚 里 十 
多 德 对 公设 和 公理 的 区 分 ， 把 公理 看 成 是 适用 半 一 切 科 学 的 直 
理 ， 而 公设 则 外 谱 用 于 几 柯 ， 这 些 公设 和 公理 当 敌 是 一 茹 逻辑 
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证 明 的 依据 ， 

(1) 从 任意 点 到 另 一 点 可 以 作 直 线 ， 

(2) 直 钱 可 以 无 限 延 长 。 

《3》 以 任意 点 为 中 心 ， 可 用 任意 长 度 为 半径 作 圆 。 

(4) MARAR HY, 

(5) 如 果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 所 构 志 的 同 侧 内 
衣 的 和 小 于 两 个 直角 ， 则 这 两 条 直线 在 这 一 侧 相 交 ， 

(1) 等 于 同一 量 的 量 相等 。 

(2)》 等 量 加 等 量 ， 其 和 相等 。 

(3) SERTE, HAW, 

(4) HARRE HS, 

(5) 全 体 大 于 部 分 ， 

几何 原本 》 的 出 现 ， 标 志 着 古 希 腊 几 何 学 发 展 到 了 一 个 
重要 历史 芥 段 ， 这 部 伟大 的 著作 在 世界 上 得 到 很 高 评价 ， 

《几何 原本 了》 为 公理 法 商定 了 基础 ， 成 为 现代 公理 法 的 概 
源 。 《几何 原本 问世 以 后 ， 被 当 艇 是 传播 几何 知识 和 培 菲 
逻辑 思维 的 好 书 , 论 界 上 许多 民族 剖 用 自己 的 河 言 翻译 了 《几何 
RE, 我 国 最 时 的 译本 是 明代 徐光启 译 出 的 。 

t*3 欧 几 里 得 第 五 公设 问题 

《几何 原本 3》 所 创立 的 古典 公理 方法 仍然 存在 不 少 的 缺 
点 ， 
首先 ， 欧 几 里 得 在 他 的 《几何 原本 》 中 企图 对 每 个 概念 都 
加 以 定义 ， 因 此 一 些 定义 不 能 成 为 正确 的 数学 定义 。 Pó: jE 
义 1、2、5、68 等 不 过 是 对 点 、 线 、 面 等 几何 对 象 的 直观 描述 ; 
定义 4 的 意 愉 售 寓 不 清 , 等 等 ， 因 此 ,它们 在 以 后 的 论证 中 不 起 
作用 。 

Hr, GLARE) 中 的 公设 和 会 理 基 不 人 通用 的 。 例 如 没 
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AMF, ssp. EAFA, We, GLARE» Hire 
RH PU u, JOB S. AAR AETR EA 
人 旬 许 的 ,任何 一 个 几何 事实 ， ASS Jt Z LUH, MOI S 
包括 在 公理 里 ， 部 要 可 以 证 明 。 二 为 一 个 直观 明 玛 事实 ， 我 们 
判断 全 和 带 澡 吾 有 主观 片面 性 ， 可 能 得 出 不 正确 的 秆 论 。 例 如 ， 
从 前 大 们 在 很 长 暑 间 里 ， 认 为 地 球 是 不 动 的 ， 太 阳 绕 着 地球 运 
行 ， 后 来 才 得 澡 与 此 相反 的 结论 。 这 一 上 后 足以 说 明 直 观 显然 几 
不 是 建立 科学 的 依据 ， 

但 是 ,研究 欧 几 里 得 《几何 原本 》 的 古代 学 者 中 ， 只 有 少 
数 人 注意 到 上 述 的 人 缺点， 试图 对 《几何 床 本 》 的 定 Et 
E, HAREA EHHE., KZRA ARANEA E A k i 
题 , 原因 是 : 第 一 , 《几何 原本 》 中 前 四 个 公设 含义 十 分 简单 ， 
上 有 直观 的 显然 性 ， 而 第 五 公设 比较 复杂 ， 看 洲 很 象 一 个 定 
理 ; 第 二 ， PAARE LARE? PMAR, KLEIE 
前 28 个 命题 的 证 明 中 ， 都 避免 使 用 它 ， 只 在 第 29 个 命题 中 才 第 
一 试用 到 。 固 此， 百代 许多 数学 家 认为 欧 几 里 得 第 五 公设 是 -- 
条 定理 ， 由 计 他 没 能 证 明 ， 才 不 得 不 把 它 齐 为 第 五 个 公设 。 
这 样 ， 许 名 学 省 就 企图 用 《几何 原本 》 中 其 余 的 公设 和 公理 
来 证 明 它 ， 以 便 消 除 他 和 们 认为 是 《几何 原本 》 中 的 这 个 * 沪 
点 2” , 

从 欧 几 里 得 时 代 起 ， 直 到 二 元 店 纪 初 斯， 在 大 约 两 千年 漫 
长 的 时 间 里 ， 许 和 多 学 者 对 第 五 公设 站 作出 种 种 证 了 明 。 其 中 著名 
HAHP m fs. (Proclus, Zy3ë410—475 Œ, ARAO, MEH 
(Waltis， 公 元 1816 一 1703 年 ， 英 国人 >》， 萨 开 里 (Saccheri, 
公元 1667 一 1733 F, ÆR HAO , = 48 f (Lambert, 公元 
1728—1777; WRAD, Hilt (Legendre, Z#3G1752—1833 
年 ， 法 国人 ) $4, ERMA EPIER, JRA AETR, BAF 
盎 分 析 后 ， 就 会 此 现 他 们 在 证 明 中 ， 或 是 不 知 不 党 地 利用 了 站 
观 有 明显 性 ， 或 是 利用 了 与 第 五 公设 等 价 的 命题 ( 见 第 三 章 S 2， 
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2,3)， 国 此 ， 所 有 这 些 证 明 ， 实 质 上 都 是 无 效 的 ， 

下 曾 举 儿 个 这 种 证 明 的 例子 ， 

1。 薄 罗 克 鲁 的 证 明 ， 

已 各 直线 a, b 与 直线 c 相 
Z, 在 家 线 c BJ— W| EJ pk i fi e, 
B ,Ha+Bp<2d (dab n RUB) , 

求证 & 与 五 在 这 一 侧 相交 ， 

证 明 iH Z&b 5 c BJ 3 Ka 
B 作 直线 b'， 合 直线 b' 与 直线 6 Hisl 
构成 的 角 a' 等 于 a, MER 5 a AE A 21), 

因为 e +B=w+tB<24， 所 以 b' 与 5 不同, 5 在 0 的 
BIAK, 

在 直线 b ELR- C, 并 使 C 在 4 、b ZE. EACE 
H b AMGA BARS, MACH b 的 距离 CD El sx C 
远离 了 而 连续 地 无 限 增 大 ， 因 为 距离 CD GREA CHET 
位 置 等 于 直线 9 与 5 间 的 距离 ， 所 以 直线 4 5 b 33 A C 8 
这 个 位 置 ， | 

这 个 证 明 在 什么 地 方 有 漏洞 呢 ? Da jk E 3B532 sa S fE uk BH rE 
Hz TE, “WEHR a Bb PAZ, METAR E S e 
有 限 的 ， 并 有 这 个 焉 离 处 处 相 竹 ,2? 而 这 个 命题 是 与 第 五 公 谱 等 
WEL TREERE IARAM EER, BE, xi 
HE H ETA, 

2, WEAH. 

已 所 条 忻 和 求证 结论 与 前 例 相 问 ， 


证 明 如 图 12 ,从 版 如 ca? 
作 直 线 a PJ Pr SR ER BH, 得 , Ç —— - 
WH A AHB, — T: a i 4, 


因为 三 角形 内 前 各 等 于 图 1 = 2 
2d, a+ B<2d, WELZ HBb<d, 
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MEEHE, WEA a R AA. HA = HB, FEB As, 
使 AA = ABSE, MERETE, HAURA A n PAA 
“A, B. EAB, AB, BA.. 

因为 人 B84 是 等 腰 三 角形 ， 它 的 内 角 和 等 于 248， 所 以 十 
底 佣 相等 且 等 于 -> d, XARABA A WESE = AÉ, 而 三 
角形 外 角 等 于 它 的 不 相 邻 的 丙 内 角 和 , DETRAN ET A d 
逐次 继续 下 去 ， 最 后 的 等 腰 作 BA,_, A, 的 谨 角 等 于 起 d， 由 此 
得 到 ZHBA,- d— Sd. 

EZ HBb-d- £, 这 里 e 守 9， 如果 取 充分 大 的 有 R， 必 能 使 
jrd<s, 于 是 CHBb-、 ZHBA,, Xij, Hi b EARBA, i 
一 个 角 人 HB84. HAM, Eik, b 必 与 它 的 第 三 边 HA, WME, 
也 就 是 直线 4 与 相交 ， 

勒 让 德 的 证 明 是 根据 下 面 的 命题 ，* 二 角形 的 内 
角 和 等 于 二 直角 ”而 这 个 命题 也 与 第 五 公设 等 价 ， 必 须 
当 第 五 公设 成 立时 它 才 成 立 。 轴 此 ， 邱 的 证 骨 也 是 无 
ABU, 

3。 萨 并 里 和 兰 伯 特 的 工作 p F " 

Jt HL & EIL BLS IEE 32 UE BR SEA 
E. 已 给 出 了 四 边 形 ABCD, Z A= ZB 
=d, AD = BC，EF 蚌 中 点 线 {图 1'3)， 

蕊 开 里 首先 证 明了 EF 局 时 垂直 于 
AB RED, UJ Z C = ZD (以 EF 为 SERE 
轴 ， 左 边 的 四 边 形 可 以 戎 转 菏 到 右边 的 四 边 形 上 )》 

其 次 他 乌 出 三 个 假设 ， ZD=d, D>4, 和 Z D<4, 

他 得到， 如 果 一 DP = 起 则 存在 算 形 ， 干 是 第 五 公设 成 立 ， 
因此 ， 只 需 否 定 邹 角 和 锐角 假设 ， 就 证 明了 第 五 公设 。 萨 开 里 
四 完全 正确 的 推理 把 钝 角 假 设 引 坷 了 矛盾。 但 是 ， 在 他 认 锁 和 角 假 
证 出 发 企图 引 贞 隆 盾 的 时 候 ， 得 到 一 系列 的 命题 ， 其 中 疫 有 一 
个 是 与 绝对 命题 CAREA AFM, Rawy 
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33 俞 题 时 , 电 于 他 引用 了 一 全 错误 的 结论 , 才 否 定 了 锐 节 假说 ， 
这 仿 证 明 当 然 是 无 交 的 。 萨 开 里 所 时 出 的 这 些 新 命题 ， 实 际 上 
就 是 非 欧 儿 何 的 部 分 内 容 ， 

兰 伯 特 是 德国 几何 学 家 ， 他 的 证 法 与 萨 开 里 的 讨论 非常 接 
近 。 他 研究 了 具有 三 个 直角 的 四 边 形 ， 并 给 出 第 四 个 角 以 三 种 
假设 ， 即 等 于 直角 、 大 于 直角 、 小 于 直角 。 他 证 明了 第 四 个 前 
如 果 等 于 直角 ， 则 第 五 公设 成 立 。 他 用 正确 的 推导 否定 了 铁 前 
假设 ， 但 无 法 否定 锐角 假设 . 

兰 怕 特 从 锐角 假设 获得 的 一 系 询 推论 ， 例 如 “三 角形 内 角 
和 小 于 二 直角 ”、，、“ 八 4BC 面 积 与 角 亏 5=x 一 人 人 A- 人 B- 人 人 C 
成 比例 ”等 等 。 实际 上 也 是 非 欧 几 柯 的 部 分 内 容 ， 

对 第 五 公设 的 研究 ， 经 历 了 二 千年 漫长 的 了 时间， 泪 过 了 一 
条 曲 护 的 道路 . 但是， 通过 第 五 公设 的 种 种 试 证 ， 逐 步 认 消 了 
第 五 公设 在 《几何 原本 》 中 的 特殊 地 位 ， 明 确 了 第 五 公设 与 一 
些 命题 的 等 价 关 系 ， 获 得 一 系列 非 欧 几何 的 内 容 ， 这 就 使 几何 
公理 方法 的 研究 又 向 前 推进 了 一 步 ， 同 时 为 非 欧 几 柯 的 出 现 创 
造 了 必要 的 条 件 ， 

14 非 欧 几何 的 发 现 

P EJ] RR 3E (HH'nodadeBcKR 责 ， 公 元 17 提 一 1856 年 ， 
起 国人 试图 用 反 证 法 证 明 第 五 公设 。 他 保留 欧 几 里 得 第 五 公 
设 以 外 的 一 切 公设 与 公理 ， 并 且 否 定 了 第 五 公设， 从 假设 ， 
“a A RAE RMA ATD EMR RETA, MER 
现 牙 盾 , 就 证 明了 第 五 公设 。 罗 巴 切 夫 斯 基 推 出 一 连 囊 的 命题 ， 
形成 了 一 个 严密 完善 的 新 体系 ， 而 没有 发 现任 柯 矛盾 。 因 此， 
罗马 切 夫 斯 基 认 为 这 个 新 的 公理 系统 所 建立 起 来 的 几何 体系 代 
袁 闭 一 种 新 的 几何 茸 ， 并 把 它 称 为 “上 庶 几 何 学 2 ， 于 1826 年 2 
月 23 日 在 嘉和 村 大学 物理 数学 系 的 会 议 上 宣讲 了 他 的 关于 《 庶 几 
何 学 》 的 论文 ，1829 年 又 在 但 首 次 发 表 的 著作 《关于 几何 原 
理 》 中 ， 阅 明了 第 五 公设 不 能 从 其 余 的 公设 与 公理 推出 ， 理 由 
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HE “EJAZ” BFE, 

PERIE “EJL”, E ARHAR 3 2 
ME, BARTA FRIE 28 8 28 — H A 22 EK JL BE E YL E E 
一 可 能 的 ,而 新 几何 的 许多 命题 与 传统 观念 相 违 缘 . 但 罗 巴 切 夫 
斯 基 井 未 因此 灰心 ， 继 续 新 几何 的 研究 ， 相 继 发 表 了 《新 几 伍 
原理 与 平行 钱 理 论 》、《 哈 几何 尝 对 于 积分 的 应 用 》、《 证 几 
何 学 》 等 等 ， 并 试图 在 实践 中 验证 .。 

高 斯 (Gauss， 公 元 1777 一 1855 年 ， 德 国人 ) 323 + #ü HE 

《J Bolyai, 257G 1892 一 1860 年 ， 和 铭 牙 利 人 》 在 闻 一 时 期 也 曾 
分 别 独 立地 建立 了 同样 的 非 欧 几何 ， 但 高 斯 生前 未 发 类 ， 

当 罗 已 切 去 期 基 发 表 《 虚 几何 学 》 的 二 十 八 年 后 ， 德 国 著 
名 数学 家 获 澡 Riemann、 公 元 1826- 一 1866 年 ) 叉 提出 了 既 不 
是 网 拓 叉 不 是 罗 于 的 黎 曼 几何 学 。 黎 上 破 几 何 没 有 平行 线 ， 丙 采 
用 公章 ,“ 同 一 平面 上 的 任何 两 条 直线 一 定 相交 ”。 在 这 种 几何 
里 ， 三 角形 内 角 积 大 于 二 直角 ， 

非 欧 几 和 何 的 产生 进一步 说 明了 公理 方法 的 重要 作用 。 它 的 
产生 ， 格 六 解 决 了 第 五 公设 问题 ， 肯 定 了 第 五 公设 不 基 歌 氏 其 
RAMAGE: 扩大 了 几何 学 的 内 容 和 意义 ,扩展 了 空 阿 观念 ， 
解放 了 人 们 的 思想 ， 这 对 数学 的 发 展 有 深远 的 影响 ， 

如 果 说 欧 几 里 得 《几何 原本 》 是 用 公理 法 建立 几何 林 系 的 
雏 型 ， 那 末 罗 巴 切 兴 斯 基 的 非 欧 几何 体系 则 是 用 公理 法 建立 几 
何 学 的 又 一 个 和 尝试， 推动 了 公理 法 的 发 展 。 

1:5 近代 公理 法 的 形成 

公理 法 述 到 完善 的 地 步 是 在 十 九 忆 纪 末 ， 由 德国 数学 家 希 
HIRR 《Hilbert， 公 元 1862 一 1943 年 ) 最 后 完成 的 ， 

公理 法 的 发 展 和 完成 ， 同 对 《几何 原本 》 公 理 体 系 进行 补 
序 与 改进 工作 分 不 开 的 ， 关 于 第 五 公设 的 研究 仅 是 这 一 工作 的 
一 部 分 ， 下面 举 册 几 个 有 突出 贡献 的 数学 家 ， 

箱 腊 狐 学 家 阿 基 米 德 (Arehimnedes， 公 元 前 297 一 212 年 ) 
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ERRER GLARE: 中 公理 不 足 的 少数 学 者 之 一 。 在 他 的 
著作 《4 球 和 柱 体 的 理论 》 中 曾经 提出 五 条 公理 ， 企 图 对 《几何 
原本 》 的 公理 不 足 加 以 补充 。 其 中 第 五 条 就 是 现在 作为 连续 公 
理 之 一 的 阿 基 米 德 公理 . 

著名 的 欧 儿 里 得 几何 评论 家 配 开 里、 兰 伯 特 、 勤 让 德 等 ， 
在 亿 们 的 著作 《 袁 清 污点 的 欧 儿 里 得 》、《 平 行 线 理论 ` CL 
何 学 原理 》 中 都 和 曾 对 《几何 原本 》 的 定义 ,公设 .公理 作 过 不 少 
改造 的 尝试 

在 几何 公理 研 究 中 ， 第 一 个 取得 重大 成 就 的 是 德国 数学 家 
HHE (Pasch， 公 元 1843 一 1930 年 ;， 在 他 的 著作 《新 几何 学 讲 
LI 中 ， 比 较 完 善 地 提出 欧 氏 疙 和 何 的 公理 系统 。 帖 土 试 为 ， 疙 
何 基本 命题 应 从 实验 得 来 ， 厕 几何 体系 前 展开 应 按 则 辑 准 理 的 
途径 进行 ， 他 提出 的 前 十 二 个 公理 ， 后 来 被 希 尔 伯 特 适 当地 改 
造 后 列 为 他 的 会 理 系统 中 的 前 两 组 公理 , 

希 尔 全 特 于 1899 笠 发 表 了 著名 的 车 作 《并 何 基础 》， 这 部 
书 被 看 作 是 区 何某 础 研究 的 经 典 著 作 。 希 尔 伯 特 首先 提出 作为 
欧 氏 几何 学 的 原始 元 素 和 原始 关系 ， 根 据 这 些 元 素 和 关系 成 功 
地 建立 了 欧 氏 几何 学 的 公理 系统 ， 并 按照 不 同 的 作用 把 它们 分 
为 五 组 ， 结 合 公 理 、 顺 序 公理 、 合 同 公理 、 平 行 公理 和 连续 公 
理 ， 他 还 从 这 五 组 公理 出 发 进行 严格 的 逻辑 推理 ， 建 立 了 欧 肛 
刀 何 的 逻辑 结构 ， 使 其 成 为 一 个 非常 完善 而 严谨 的 科学 体系 . 
此 外 ， 和 希 尔 们 特色 提出 而 且 解 决 了 公理 系统 的 基本 疝 题 ， 如 从 
理 的 相 窜 性 、 独 立 性 和 完备 性 ， 因 而 得 到 明确 的 构成 公理 系统 
的 原则 .这样 ， 并 和 何 公 理 法 最 后 达到 了 极其 完善 的 地 步 ， 被 称 
为 近代 会 理 法 。 

公理 法 虽然 是 从 研究 志 何 学 中 发 展 和 完成 的 ， 但 很 快 就 成 
为 研究 和 整理 自然 科学 的 一 种 重要 方法 ， 特 别 是 渗透 到 许多 数 
学 分 科 之 中 ， 例 如 代数 学 、 泪 数论、 集合 论 、 概 率 论 、 拓 盾 学 
等 等 学 科 。 但 是 ， 必 须 指 出 ， 公 理化 的 方法 ， 上 内 有 在 人 们 的 实 
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器 中 不 断 的 积累 大 量 的 数学 或 其 他 科学 知识 的 前 提 下 才能 发 挥 
作用 ， 从 而 使 菜 种 科学 的 材料 理论 化 、 系 统 化 。 在 数学 的 研究 
工作 由， 如果 设 有 新 的 观念 ， 新 的 方向 ， 新 的 材料 的 创建 ， 而 
只 着 眼 于 公理 化 ， 数 学 将 变 成 只 对 旧 的 内 容 的 重新 排列 和 严格 
化 ， 而 失去 其 活力 ， 那 将 队 碍 数学 的 发 展 ， 


Y 2 公理 法 的 构造 和 原理 


我 们 常 说 的 初等 几何 学 是 属于 欧 几 里 得 几何 学 范畴 的 ， 它 
们 都 是 用 严格 (近代 公理 法 ) 或 不 严格 ORARE) KARS 
法 建立 的 演绎 体系 ,这 种 体系 的 特点 就 得 本 书 开头 讲 过 的 那 
样 ， 是 由 一 连 串 的 原始 概念 、 公 理 、 定 义 ， 定 理 和 证 明 ， 按 着 
严格 的 逻辑 原则 和 关系 ， 有 次 序 排列 起 来 的 系统 。 由 公理 和 定 
义 确定 的 几何 图 形 概念 以 及 自 公 理 和 定理 所 肯定 下 米 的 图 形 性 
质 ， 是 这 门 几何 学 前 内容， 而 建立 这 门 几何 学 的 基础 GUR 
统 ) ， 以 及 公理 、 定 义 、 定 理 等 之 间 的 逻辑 关系 ， 则 构成 了 这 
门 用 何 学 的 逻辑 结构 。 用 公理 法 建立 的 几何 学 的 演绎 体系 ， 是 
这 种 几何 学 的 内 容 和 逻辑 结构 的 统一 ， | 

例如 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 是 从 不 完全 的 五 条 公 没 和 五 
条 公理 志 发 建立 的 演绎 体系 ， 而 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》 第 一 
章 所 建立 的 欧 氏 几何 学 ， 是 由 五 组 公理 ,结合 (关联 ) 公理 
L- WAEL- o SHAME- PEAAN, ESAM 
Vi: 共 20 条 公理 建立 的 演绎 体系 。 其 中 前 者 是 用 不 严格 的 公 
理 法 ， 而 后 省 用 的 是 严格 的 公理 法 . 

由 于 作为 初等 几何 学 基础 的 公理 条 文 不 一 致 例如， 本 书 
第 三 组 公理 选用 运动 公理 ， 而 希 尔 伯 特 选用 的 是 合同 公理 ) ， 
公理 提出 的 先后 次 序 不 一 致 例如， 一些 教材 很 早 就 提 由 了 六 
行 公 理 ， 希 尔 伯 特 是 作为 第 四 组 公理 ， 而 本 书 最 后 才 提 出 平行 
公理 ) ， 固 此， 作为 该 公理 系统 推论 的 定理 以 及 定义 ， 旭 出 的 
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先后 顺序 也 就 不 一 致 ， 即 罗 辑 结构 不 同 ， 这 样 一 来 ， 同 是 初等 
几何 的 演绎 体系 ， 但 却 有 很 大 的 差别 。 可 是 ， 用 来 建立 初等 几 
何 的 公理 法 的 构造 和 原理 是 一 致 的 ， 所 遵 针 的 逻辑 原则 和 方法 
是 一 致 的 。 本 书 所 要 着 腿 研究 的 也 就 是 这 样 的 原理 . 

概括 地 说 ， 用 公理 法 建立 几何 学 演绎 体系 时 ， 由 以 下 四 个 
方面 组 成 ， 

1。 原 始 概念 的 列举 ; 

2。 是 艾 的 叙述 

3。 人 公理 的 列举 ; 

4， 定 理 的 叙述 和 证 明 . | 

下 面 分 别 说 明 各 组 成 部 分 的 意义 、 作 用 和 所 遵循 的 原则 。 

I。 原 始 概念 的 列举 

原始 概念 是 不 定义 的 慨 念 , 它 是 一 切 定 义 的 基础 。“ 原 始 ” 
是 相对 一 个 几何 体系 而 言 的 。 原 始 概念 也 称 基 本 概念 ， 

原始 概念 包括 “原始 元 素 ” 和 “原始 关系 >” 。 例如 ， 欧 氏 
几何 的 原始 元 素 是 “点 ” 、“ 直 线 ” 和 “平面 > ， 原 始 关 系 有 
“结合 关系 ”、“ 顺 序 关系 、“ 运 动 关系 ”等 等 ,可 以 用 “点 
在 直线 上 ”、,“ 点 在 … 荫 点 之 闻 ”、“ 香 合 ” 锋 等 来 表达 这 些 
关系 ， 

某 些 课 本 中 常常 对 原始 概念 加 以 具体 的 工 述 ， 如 “点 没 大 
小 ” 、“ 线 有 长 度 没有 宽度 ”等 ， 其 目的 是 给 学 生 造 成 喜 观 的 
认识 ， 这 些 都 不 是 定义 。 

为 什么 要 列举 一 些 不 定义 的 《原始 概念 ” 呢 ， 这 是 因为 按 
照 逮 辑 的 原则 ， 在 定义 一 个 概念 时 ， 必 须根 据 前 面 已 知 的 概 
念 ， 面 这 些 已 知 慨 念 ， 又 是 根据 它们 以 前 的 概念 来 定义 等 等 ， 
这 样 妃 湖上 去 ， 闪 有 上 几 个 开头 的 概念 不 能 再 下 定义 ， 所 以 最 初 
需要 选择 少数 不 加 定义 的 原始 概念 作为 基础 ， 用 它们 来 定义 所 
有 其 余 的 概念 ， 

原始 概念 虽然 不 定义 ， 但 它们 所 具有 的 本 质 属性 是 通过 公 
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理 来 确定 的 ， 可 以 认为 原始 概念 是 通过 公理 间接 “定义 的 ”， 
版 、 直 线 、 平 面 等 元 素 都 是 抽象 的 概念 ， 书 本 上 所 画 的 直观 图 
卢 愉 不 过 是 它们 的 具体 模型 之 一 。 我们 用 铁丝 或 线 强 作成 的 教 
县, 也 只 是 它们 的 基体 模型 。 从 公理 法 的 角度 来 看 , A. HA, 
平面 的 模型 有 无 穷 多 种 ， 就 是 说 坊 是 满足 公理 系统 中 规定 的 基 
机 属性 的 事物 ， 都 可 以 看 成 是 该 几何 学 的 模型 或 解释 。 这 样 ， 
几何 学 的 对 和 象 就 有 了 更 加 广泛 的 意义 和 内 容 ， 从 而 也 就 有 了 至 
加 广泛 碰 用 的 可 能 . 

儿 何 学 性 系 的 建立 ， 一 般 是 队 原 始 概 念 开 始 的 、 

2, W VB A u: 

定义 是 换 示 某 个 概念 的 本 质 属性 ， 以 区 别 于 其 它 概 念 的 一 
Fhym 3 rik. 开头 列举 出 一 些 原始 娄 念 以 后 ， 就 可 以 用 来 定义 
其 它 一 些 新 概念 。 例 如 “有 一 个 公共 点 的 两 条 直线 昌黎 相交 直 
线 ” 等 等 ， 

在 严格 的 演绎 体系 里 ， 除 了 原始 概念 以 外 ， 其 余 的 概念 都 
必须 通过 定义 给 出 ， 

3。 公 理 的 列举 

有 了 有 展 韦 的 一 些 概 您 以 后 ， 紧 跟著 就 是 陆续 提出 建立 该 几 
何 学 的 公理 系统 。 几 何 学 的 公理 可 以 简单 地 说 成 ， 作 为 迎 辑 论 
证 的 基础 而 本 身 不 加 证 明 的 命题 。 

所 以 要 列举 一 些 公 理 ， 是 因为 每 一 新 定理 都 要 根据 前 面 的 
已 知 和 至 证 明 后 才 成 立 ， 们 是 前 面 的 已 各 定理 又 是 根据 更 前 面 
外 证 理 证 明 后 才 成 立 的 ， 这 样 追 溯 上 去 ， 开 头 总 有 上 几 个 命题 不 
能 证 明 。 因 此 必须 采用 一 些 不 加 证 明 的 原始 命题 作为 证 明 后 面 
其 他 命题 的 基础 。 

公理 是 军 样 得 来 的 呢 ? 有 的 是 从 历史 上 延续 下 来 的 、 一 直 
被 人 们 所 公认 的 、 上 有 具 有 不 证 自明 的 显然 事实 ， 便 如 欧 包 几何 里 
的 某 些 公理 ;有 的 就 是 为 了 其 些 理论 上 的 需要 ， 作 为 出 发 点 而 
窒 规 定 玉 来 的 ， 其 中 有 些 是 暂时 不 易 被 人 接受 的 ， 例 如 罗氏 平 
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行 公理 就 是 如 此 。 人 但是， 公理 的 来 源 一 般 地 是 以 实践 作为 基础 
的 ， 而 规定 的 公理 正确 与 否 ， 最 终 必 须 经 过 实 眶 的 验证 ， 

用 作 理 方法 建 芯 一 个 几何 体系 上 时， 最 重要 和 最 根本 的 问题 
是 确定 该 几何 的 公理 系统 . 

不 同 的 公理 系统 可 以 建立 不 同 的 儿 和 何 学 ， 甚 至 是 互相 对 立 
的 几何 体系 ， 欧 氏 、 协 氏 和 歼 氏 三 种 几何 学 就 是 很 典型 的 例 
子 。 从 这 个 观点 来 看 ， 几 何 学 的 种 类 可 以 多 至 无 穷 . 

同一 种 几何 学 的 公理 系统 ， 人 允许 选取 不 同 的 条 文 ( 命 题 )， 
有 前 选取 这 一 组 ， 有 的 选取 另 一 组 ， 有 的 多 些 ， 有 的 少 些 。 
合 如 欧 氏 儿 何 学 的 公理 系统 就 有 欧 几 里 得 的 选 法 ， 希 尔 伯 等 的 
选 法 以 及 其 他 选 法 等 等 ， 就 拿 欧 氏 平 行 公理 来 说 ， 量 早 是 欧 几 
里 得 的 第 五 公设 ,现在 的 初等 几何 一 般 采 罚 普 雷 菲 尔 (Playfair， 
公元 1748 一 1819 年 ) 命题 : “通过 直线 外 一 点 ， 最 党 有 一 条 直 
线 与 已 知 直线 不 相交 。 ”作为 平行 公理 。 实际 上 凡是 与 第 五 公 
说 等 价 的 命题 都 可 以 取代 它 作 为 平行 公理 ， 这 样 的 命题 可 以 有 
FE., Hi: 

三 角形 内 和 角 和 等 于 二 直角 ， 

— JL 25 RU 3 SR dn 8] sk EHE. 

通过 平面 上 和 任意 三 个 不 汞 直线 的 点 ， 一 定 存在 外 接 圆 。 

三 角形 三 条 边 上 的 高 交 于 一 点 . 

平面 上 有 三 个 点 到 一 直线 的 距离 相等 ， 且 在 直线 的 同 侧 ， 
则 这 三 个 点 在 一 直线 上 ， 

存在 相似 三 角形 ， 

通过 一 个 帮 内 部 的 任意 点 ， 总 可 以 作 和 和 角 的 两 迪 都 相交 的 
W, 

上 述 命题 都 与 第 五 公设 等 价 。 等 价 的 意思 是 说 用 这 一 条 从 
理 取 代 第 五 公设 后 ， 加 工 欧 氏 从 理 体 标的 其 余 公 理 ， 仿 然 可 以 
导出 欧 氏 几何 的 全 部 定理 ， 

万 外 ， 和 名 尔 伯 特 还 提出 了 关于 从 理 系统 的 无 矛盾 性 、 独 立 
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性 各 完 和 顷 性 ， 这 三 性 称 为 公理 系统 的 基本 问题 《将 在 第 三 章 最 
后 介绍 】， 

d. 江 理 的 搬 述 和 证 其 

定理 是 其 正确 性 已 被 证 明 的 命题 ,而 证 明 是 陈述 一 个 兰 断 
的 充足 理由 ， 即 借助 主 一 些 真 实 性 已 经 确定 的 命题 (Ew. Zx 
理 、 定 理 ) ， 求 肯定 某 一 命题 附 真 实 性 的 推 现 过 程 。 用 公理 方 
法 建立 几何 体系 时 ， 除 了 公理 以 和 外， 每 个 定理 都 需要 证 明 才 能 
R. 这 样 ， 只 要 公理 经 得 住 客观 检验 ， 每 一 定理 又 在 逻辑 证 
明 时 无 误 ， 那 么 这 些 定 理 的 真实 性 就 不 会 使 我 们 怀疑 ， 这 灿 是 
公理 方法 的 作用 之 一 ， 在 同一 种 几何 学 里 ， 由 于 公理 系统 中 的 
具体 条 文 不 同 ， 或 固 作者 对 条 文 的 编排 不 同 ， 定 理 的 排列 师 序 
可 以 有 所 不 同 ， 

上 用 公理 法 建立 的 几 条 学 其 有 严密 的 还 辑 绪 构 ， 公 理 系 统 是 
该 几 和 局 学 的 基础 ， 满 足 公 理 系 统 的 世 何 元 素 的 混合 称 为 玫 何 空 
间 ， 这 种 抽象 空间 的 观念 ， 使 得 几何 学 脱离 了 直观 性 的 约束， 
脱离 了 古典 敬 氏 几何 的 传统 观念 的 约束 ， 更 显示 出 它 的 抽象 性 
和 应 用 的 广泛 性 ， 从 而 商定 了 现代 数学 的 发 展 途 径 ， 
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i， 流行 么 说 几何 党 的 产生 和 发 展 是 由 生产 决定 的 ? 
2。 建 立 系 统 严明 的 几何 学 为 秆 么 必须 选 定 原始 概念 和 从 
理 ? 
， 公 理 法 前 结构 是 什么 ? 
。 试 论 非 欧 世 何 的 产生 和 它 的 重大 意义 ， 
， 试 论 希 尔 伯 特 对 公理 法 的 贡献 
分 析 现 行 中 学 几何 教材 的 还 辑 针 构 。 
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第 二 章 ”几何 学 中 的 逻辑 原则 和 方法 


本 章 讨 论 示 辑 学 的 原理 和 方法 在 几何 学 中 的 应 用 ， 如 讨论 
几何 学 中 的 概念 和 定义 ， 淹 断 与 数学 命题 ， 推 理 与 证 BH 等 原 
则 、 方 法 。 这 些 原则 和 方法 是 几何 公理 法 所 要 严格 遵循 的 ， 也 
是 整个 数学 所 要 遵循 的 ， 


3 1 概念 与 定义 


本 节 先 讨论 概念 的 意义 、 内 涵 和 和 外延、 种 和 属 等 ， 然 后 进 
一 步 研 究 儿 柯 学 中 常用 的 定 久 方法 和 规则 ， 

1 "t+ 概念 

概念 是 反映 窜 观 事物 本 质 属 性 的 思维 形式 ， 

禾 学 概念 和 其 他 概念 一 样 ， 玫 是 从 现实 世界 中 抽象 出 来 
的 加点, 鲁 , 面 ， 体 是 从 物体 占有 的 空间 形式 中 抽象 出 来 的 ， 
自然 数 、 分 数 、 有 理 数 、 无 理 数 等 都 是 从 事物 间 数 量 关 系 中 抽 
象 出 来 的 ， 

概念 的 抽象 性 主要 表现 在 它 已 经 不 是 事物 的 现象 ， 不 是 事 
物 的 各 个 片面 ， 不 是 它们 的 外 部 联系 ， 而 是 抓 住 了 事物 的 本 原 
和 内 部 联 系 了 。 这 种 对 事物 所 达到 的 本 质 和 普遍 的 认识 ， 正 是 
科学 抽象 有 所 具有 的 重要 意义 . 

在 事物 的 属性 之 中 有 “本 质 属 性 ” (或 “特有 属性 ”》 和 
“EERE” 的 区 别 。 本 项 属 住 表 现 事 物 的 特性 ， 即 只 为 这 
一 类 对 象 所 有 具 有, 鲁 趟 为 其 他 对 和 象 有 所 具有 ,从 而 殷 这 类 对 象 和 其 
他 对 象 区 别 天 来 ， 并 可 以 根据 和 它 推 出 该 对 象 的 其 余 非 本 质 的 属 


+ 22 和 


FE, #Jin EO 34 Ka, REJE SABS A BP Y J” 
的 性 质 ， 就 足以 把 它 和 所 有 四边形 区 别 开 . mA zz FE PB, Wi 
CARAT”. “xJ 8 SK H JH 33” . WARIAT 
能 通 约 ”、“ 可 作 外 接 回 、 内 切 加 ”等 ， 都 是 非 本 质 属性 。 

1, WK X BU W8 hE 

概念 是 思维 的 基本 形式 ， 概 念 必须 明确 ， 否 则 就 不 能 正确 
地 入 映 窜 观 事 物 及 其 特 手 ， 也 就 无 法 进行 正确 的 判断 、 正 确 的 
推理 与 论证 ， 总 之 也 就 无 法 进行 正确 的 思维 。 究 竟 怎 样 才 能 使 
概念 明确 呢 ? 这 个 问题 率 涉 到 概念 的 内 泛 与 外 延 ， 

概念 的 内 涵 是 指 概念 所 反映 对 人 象 的 本 质 属性 的 总 和 ， 

am: EFA ERA E CO MAÉ; ( 2) 两 组 对 
边 分 别 平行 ， 

正方 形 的 内 涵 是 ，《1) MA: (2) 四 个 边 相 等 ， 
(3) MERAT, 

概念 的 外 延 是 指 概念 所 反映 的 一 急 对 象 移 总 利 ， 也 就 是 指 
概念 的 固有 范围 ， 

例如 三 革 形 了 包括 许多 种 ， 按 菠 分 类 有 锐角 三 角形 、 鳄 角 三 
角形 、 直 和 角 三 角形 ， 接 边 分 类 又 有 不 等 边 三 角形 、 等 爵 兰 基 
形 ， 等 这 三 和 角形 等 等 。 所 有 这 一 些 类 型 的 三 角形 全 体 是 三 角形 
这 个 玻 念 的 外 延 。 义 如 四 边 形 的 和 外延 就 是 所 有 四 边 形 全 体 ， 

四 边 形 可 按 种 内 关系 进行 如 下 的 分 类 ， 


一 一 般 四 边 形 

一 一 般 平行 四 边 形 

mw mA 
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RPR A 89 Bl B: I E WK AME, 而 一 般 平 行 四 过 
Jë. EE., SE, EDERREKIN pas, — RE 
形 、 正 方形 构成 矩形 的 外 延 ， REE., ED JE E ER yh 
延 ， 从 中 可 以 看 出 这 样 一 个 规律 ， 如果 概 念 的 内 涵 扩 大 ， 那 么 
它 的 外 延 绸 小 ， 反 过 来 ， 如 果 概 念 的 内 涵 缩 小 ， 那 么 它 的 外 苍 
J X. 

MA er BJ pJ Rñ 5; y 85 J k an AA, Pra 4 95 < BH 
Bis WERNER hp AAE, +B+sY JE BB a 4362 Br 
指 的 是 哪些 对 象 和 有 了 哪些 本 质 属 性 .这样 才 能 准确 地 使 用 概 

2, 概念 的 种 和 属 

如 生 概 念 日 的 外 延 包 含 在 入 念 4 的 外 延 内 ， 那 么 得 念 4 称 
为 种 ， 而 概念 B 称 为 属 ，。 这 样 的 两 个 概念 叫做 县 有 种 和 属 的 关 
系 

称 和 属 是 相对 的 。 癌 一 个 概念 ， 对 革 一 概念 来 说 是 种 概 
念 ， 但 对 另 一 个 概念 来 说 却 可 能 成 为 癌 购 念 。 讽 如 ， 多 边 形 ， 
四 边 形 、 平 行 四 边 形 。 矩 形 、 正 方形 等 概念 ， 每 一 个 外 延 较 大 
的 概念 对 外 延 较 小 的 概念 来 说 都 蚌 种 概念 ， 面 每 一 个 外 延 较 小 
的 概念 对 于 外 延 较 大 的 梳 念 来 说 又 都 是 属 概念 。 如 “平行 四 过 
JÉ” 对“ 四边 形 ” 来 说 是 属 概念 ， 而 对 “ 虚 形 ?” 或 “正方 形 ? 
来 说 又 是 种 概念 ， 

“加 ” 与 人 儿 何 图形 ”有 种 属 关系 ,而 “图” 与 “四边形” 
没有 种 属 关系 .“ 五 边 形 ” 与 “六 边 形 ” 都 是 “多 边 形 ” 的 属 ， 
但 它 俩 却 设 有 种 属 基 了 系 ， 

一 个 对 象 可 能 矿 许 多 个 种 ， 其 中 最 和 它 车 和 近 的 种 ， 称 为 它 
的 最 邻近 的 种 . 例如: “EAE, “WAE”, ENA 
形 ” 都 是 “矩形 ”的 种 ， 而 “和 拖 形 ”好 邻近 的 种 让 “平行 四 边 
形 ”， 其 余 较 大 的 两 个 种 则 不 是 。“ 焉 方形 ”最 邻近 的 种 有 两 
T BP CRE” M T., 
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1:2 EX 

给 概念 下 定义 ， 是 揭示 概念 的 本 质 属 性 ， 也 就 是 揭示 下 年 
义 概 念 的 内 涵 ， 概 念 有 明确 的 定 久 ， 才 能 从 本 质 上 把 一 个 概念 
喇 其 他 概念 区 别 开 来 . 

为 了 揭示 概念 的 本 质 属性 ， 正 确 而 迅速 地 给 概念 下 定 尺 ， 
常常 使 用 “最 邻近 的 种 ”加 “ 属 差 ”的 方法 ， 其 公式 为 ， 

下 定义 的 概念 = 属 差 + 最 邻近 的 种 概念 ， 

“ 属 差 ”号 被 定义 的 概念 和 与 它 并 列 的 其 它 属 概 念 在 本 质 
属性 上 的 差别 . 俐 如 : “一 船 四边形 ”平行 四 边 形 ? 与 “梯形 
对 于 四边形” 这 个 种 来 说 是 并 列 的 属 概 念 ， 但 “平行 四 过 
形 ” 有 两 组 对 边 平 行 ，“ 梯 形 ” 只 有 一 组 对 边 平行 而 另 一 组 对 
过 不 平行 ， 而 “- 一 般 四 边 形 ” 两 组 对 边 都 不 平行 这 就 是 它们 之 
HERZ, Xi “ZAR”, WAE”, “AAE” WE “S 
边 形 ” 的 并 列 的 局 ， 它 们 之 间 的 属 差 是 边 数 不 同 ， 

接 上 述 公 式 ， 梯 形 和 平行 下边 形 可 以 和 分别 定 习 为 ; 

一 组 对 边 平行 ， 另 一 组 对 过 不 平行 〈 属 盖 ) 的 四 边 形 GE 
邻近 的 种 ) 叫做 梯形 ， 

AARAA BWH 的 四 边 形 〈 最 邻近 的 种 ) 叫做 
平行 四 边 形 ， 

义 如 “ 奸 形 ”和 “ 获 形 ”， 它 们 最 邻近 的 种 概念 都 是 “ 平 
FHP” 它们 之 间 的 属 差 是 前 者 “有 一 个 直角 ”, 后 者 “ 今 
过 相等 ”， 所 以 它们 的 定义 分 别 是 ， 

有 一 个 直角 的 平行 四 地形 叫做 矩形 ， 

邻 边 相等 的 平行 四 边 形 叫 做 萎 形 ， 

正方 形 最 邻近 的 种 是 “矩形 ”或 “ 蓉 形 ”， 而 正方 形 与 
“ 邻 边 不 相等 ”的 这 一 类 矩形 揭 差 别 在 于 “ 邻 边 相 等 ” ， 而 正 
方形 与 * 内 角 不 是 直角 ”的 这 一 类 琴 形 的 差 划 就 在 于 “内 前 是 
直角 ”， 这 就 是 属 差 。 所 以 正方 形 可 定义 为 ， 

邻 边 相等 的 奸 形 出 艇 正方 形 ， 
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f p ffi h: E 585 22JE pi ig 3E yE, 

BiphE y EM E 2, RAH, ARABERE 
一 的 ， 
上 上述 的 定 尽 方法 是 最 常用 的 ， 但 不 是 椎 一 的 方法 。 如 三 第 
形 的 定义 常用 : 

连接 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 所 构成 的 图 形 叫 收 三 角形 .、 

这 个 定义 中 所 用 的 “图 形 ” 林 是 “三 角形 ”最 邻近 和 基 种 ， 

下 征 艾 的 男 一 种 常用 的 方法 就 是 所 谓 发 生 定义 、 发 生 定义 
是 尽 映 对 象 肪 样 形成 和 产生 的 定义 方法 . 

例如 ， “FE Ea — T 3E A 3 E PP 84 EJ S PN J pk; BU EE]; HI 
WA, “A m oG R, PAA n ons, REER Bi 
EIES, MiM m TREER n 93638 HA , _EFI81 
W jp Jy bt t E E, 

论文 必须 遵守 下 面 的 规则 ， 

规则 1 “和 定义 必须 是 相 证 、 相 称 的 。 即 被 下 定义 概念 的 外 
WE EA S.B Ph aE py 4 H 25, 

ERZAN, s 2s yU E S L w nk PIE PPB I. Ba “x 
应 骨 分 别 相等 的 两 个 多 边 形 叫做 相似 多 边 形 ”这 个 定义 的 外 延 
HAIR, CEASE S SB BES, H RISI 
不 相 己 的 多边 形 ， 因 为 按 着 这 个 人 定义， 所 有 的 长 方形 和 正方 形 
都 是 彼此 相似 内 。 又 例如 ，“ 对 应 角 相 等 ， 对 应 边 的 比 都 笑 于 
确定 正 整 数 的 多 边 形 ， 叫 艇 相似 和 多边形 。” 这 个 定义 的 外 延 又 
TRET, Pu E e aB u EP HEER AE, JA HEBF Y 48 
位 比 不 等 于 正 整 数 5 例 如 正 分 数 ) 的 相似 多 边 形 ， 

规则 2 PHBE, 

这 条 规则 是 指 不 应 发 生 的 两 种 错误 ， HERS PRD F 
概念 乙 来 定 闵 ， 随 后 又 用 概念 里 来 定义 概念 乙 。 例 如 韶 先 我 们 
已 经 给 出 “于 而 上 两 条 不 平行 的 直线 叫 收 相 交 直 线 ”， 而 以 后 
又 色 出 “ 平 而 上 两 条 不 相 变 的 直线 叫做 平行 直线 ”。 一 种 是 犯 
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了 同 语 反复 ， 例 如 “构成 直角 的 角 叫 做 直 第 ” ， 就 是 说 用 “ 直 
A? REX “ER”. 


S2 ”判断 与 数学 命题 


本 首 首先 讨论 判断 的 意义 和 常用 的 判断 类 型 ， 然 后 讨论 几 
何 中 的 判断 ~-- 一 命题 ， 包 播 命 题 的 组 成 、 变 化 以 及 判断 命题 等 
价 关 系 的 法 则 《同一 、 道 否 命题 、 分 断 式 命题 法 则 ) 等 ， 还 将 
讨论 道 定理 的 制造 方法 和 命 古 的 充分 必要 条 件 ， 

2， 1 判断 

判断 是 对 于 思维 对 每 有 了 所 肯定 或 否定 的 思维 形式 . 

判 新 是 在 袜 念 的 基础 上 进一步 认识 窗 观 事物 的 思维 形式 ， 
判断 之 不 同 于 概念 或 其 它 思 维 形 式 ， 首 先 就 在 于 独断 是 通过 肯 
定 或 否定 来 揭示 对 得 与 某 种 特 氮 、 属 性 的 关系 。 不 肯定 什么 ， 
不 否定 什么 ， 就 不 是 判断 ， 

思维 形式 的 概念 是 通过 词 进行 的 ， 曾 思维 形式 的 判断 是 借 
助 于 句子 来 进行 的 。 同 时 ， 退 辑 的 羯 断 又 石 它 本 二 的 结构 ， 

判断 一 般 由 三 部 分 组 成 被 判断 的 容 观 对 象 叫 “ 主 词 ”， 
判断 其 半 得 有 无 某 种 属性 或 关系 的 部 分 叫 “ 窒 词 ”#， ERER 
和 宾 词 的 词 叫 “ 系 词 ”， 一 般 采 用 “是 ”或 “不 是 2 。 

例如 "图形 ABCD 是 (不 是 ) 平 行 四 边 形 ” ,其 中 “图 形 ABCD” 
是 这 一 判断 的 主 词 , “平行 四 边 形 ” 是 宾 词 , “是 (不 是 )” 是 系 词 . 

判断 按 主 词 是 单 称 、 特 称 和 全 称 概念 ， 可 以 分 成 单 称 、 特 
称 和 和 全称 判 炳 ， 这 是 按 主 词 的 晤 来 划分 的 ， 

淹 断 又 可 分 为 肯定 判断 和 否定 判断 、 这 是 按 质 来 划分 的 ， 
川 “ 是 ”或 “不 是 ”来 揭示 ， 

判断 按 主 词 和 宾 词 间 的 关系 又 可 分 成 “直言 判断 ”、“ 假 
HAR” MARAR”. 

下 面 厦 数学 中 常用 的 几 种 判断 ， 
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1 直言 判断 

直言 判断 所 反映 的 是 审 物 河 简单 联系 或 区 别 ， 是 最 常见 
的 、 最 简单 的 、 最 基本 的 判断 ， 它 可 以 分 为 ; 

(1) 单 称 判 断 。 判 断 的 最 简单 形式 ， 是 肯定 或 否定 某 一 
单个 事物 的 某 种 锋 质 ， 

AREEN. HARA “SEP” pa, MAE ABCD 
是 平行 四 边 形 ， 

单 称 否定 判断 ， 其 公式 为 “SREP”. Hi: 直线 4 与 
直线 上 不 平行 。 

(2) 特 移 判 断 。 上 肯定 或 着 定 琳 类 事物 中 有 的 事物 好 何 如 
柯 。 它 还 可 以 分 为 ; 

FERREA. HAAN “ASEP”. Hi: AEF 
行 四 边 形 对 和 角 线 相等 。 

特 称 否定 判断 ， 其 公式 为 “有 些 S 不 是 P2”。 便 如 ， 有 些 
ERT SEHH. 

(3) 全 称 判断 ， 肯 定 或 否定 某 类 所 有 事物 如 何如 何 。 它 
还 可 以 分 为 ; 

ARREA. HSAH “WMA SREP”, Wi: 所 有 
的 直角 都 相等 。 

ARTEAN, EHARA RASAT P”, Wi, H 
有 的 点 都 不 在 直线 上 . 

2 REHM 

假 言 判 断 所 反映 的 是 事物 间 较 复杂 的 或 因果 关系 。 数 学 定 
理 多 是 假 言 判断 。 它 的 公式 是 “着 8 是 已 ， 风 已 是 @2， 例 如 ， 
若 点 也 在 圆 的 外 部 , 则 OP>>r《O0 是 圆心 ，r 是 半径 )。 

3 ASAE 

选 言 判断 所 反映 的 是 事物 间 有 选择 的 关系 ， 甚 公式 是 “8S 
或 是 了 或 是 8” 。 例如， 直线 a 与 贺 O 相 切 或 与 加 0 相交 或 与 
Hona, 
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2.2 数学 命题 

在 数学 里 叙述 某 一 潭 断 的 句子 叫做 命题 。 定理 、 公 理 等 都 
是 命题 . 

1 ús 5528 5k 

Ae IR EBREAN, JP. BrBWS 4 akKhiN P bl EERE H 
成 的 。 如 所 将 候 言 判 灯 前 一 个 判 电 “有 是 王 ” 简 记 作 如， 将 后 
一 个 判断 “及 是 名 ” 简 记 作 怠 ， 则 这 类 命题 的 一 般 形式 可 以 写 
咸 “ 寿 妨 ， 则 B”， 其 中 妇 称 为 命题 的 题 设 ， 有 时 也 称 为 命题 
的 条 忻 ，B 称 为 命题 的 题 断 ， 或 称 为 定 题 的 结论 。 就 是 说 ， 数 
学 命题 是 由 题 设 和 题 断 两 部 分 组 成 ， 其 妹 准 略 式 是 “ 若 4， 出 
B”， 有 了 时 写成 A>B 〈 一 般 指 真 实 的 命题 , 符 导 “全 ”表示 从 
AAAA. HIE WEH”) RER “WRA, WAB”, 
“EAMA, KEB”, PWM: | 

# Pj fi je wM S. WPL SE, 

如 果 两 个 三 角形 的 两 边 和 它们 的 夹 角 对 庶 相 等 ， 那 么 两 个 
三 角形 全 等 。 

已 知 四 边 形 ADCD tP, AB?+CD?= AD? +BC2, 求证 
ACI BD, 

BARAA ER ARRIER o WA ERER EA. S 
如 ， l 

HARE. 

求 到 已 知 直 线 有 是 上 距离 的 点 的 轨迹 ， 

这 两 个 前 题 要 化 成 标准 格式 ， 应 写成 ， 

如 果 两 个 角 是 对 顶 角 ， 邦 和 愉 这 两 个 角 相 等 ， 

已 知 动 点 到 已 知 直 线 的 距离 一 定 ， 求 动 点 的 轨迹 ， 

2 命题 的 四 种 形式 

命题 有 了 四 利 变 化 ， 因 而 有 四 种 形式 。 

若 交 换 已 知 命题 的 题 设 和 题 汤 ， 则 得 出 原 命 题 的 道 命题 
巷 将 已 知 命题 的 题 设 和 题 断 闻 时 也 以 音 定 ， 风 得 原 傅 砷 的 可 人 
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S; GREE TUE E Ek T; G S BJ EB OF AI RN Bf E +T 2 
换 ， 刚 得 原 命 题 的 赣 理 傅 题 ， 其 标准 格式 为 : 
Ema. FA, MB, 
i fr i, ER, MA, 
Fma: AFA, MÆB. 
wA, EBR, MAEA, 
fi Sa J PHTH t. fi F 2EEH Son BU 35 384 
al q TW — f Eñ 
EF EXE HER 
— w 
理 命 题 一 一 互 道 一 一 道 否 命题 
3 命题 四 种 形式 中 的 等 价 性 
如 果 命 是 的 四 种 形式 中 围 ,、 乙 两 个 命 居 ， 当 上 轩 命 题 真 实 
(BV i HH EM ay) 时 ， 乙 命题 也 真实 ! 反 过 来 乙 命题 真实 
时 ， 四 命 题 也 真实 ， 则 两 小 命题 时 做 等 价 命题 ， 等 价 命 题 一 定 
B PCI), IRD, 
命题 不 一 定 总 是 真实 的 。 从 一 个 原 命题 出 发 所 变化 出 来 的 
四 种 形式 ， 更 不 一 定 都 蕊 这。 现在 通过 井 子 看 看 它们 之 间 的 惧 
BRA., 
例 1 Ema. OAE., MEA A hA 
Wma, £= fJ ED 3822, MUH PB BBA XL 2. —— 
H, 
EME: += f JEF DI f ASS, MERAH R, — 
F, 
逆 否 命题 ， + HEB EN AI 2, MERAH fB Aç °=, 
一 一 真 ， 
例 2 Ema. MMES., MEARE, —— B. 
Wma: ENARE B J. WARAH F, — H. 


w ji as 


Ew: AMATS, MAARRE., -—E. 

WAME: SARATE M., MA ATE — ii. 

研究 命题 变化 的 等 价 关 系 ， 对 于 认识 命题 的 必用 和 对 命 感 
的 证 明 都 有 很 重要 的 意义 。 下 面 给 出 判断 等 价 命题 的 几 个 法 
BH). 

(1) PAS anh yA Vi! 

J. E RJ ii. Jaku HIS Gray, a a 8128 an g 
都 是 专 为 逆 吾 的 两 个 命题 ， 它 们 总 是 真 则 同 真 ， 很 则 同和 候 ， 世 
以 吾 为 逆 否 的 两 个 命题 是 等 价 的 ， 这 个 规律 叫做 道 否 命 题 法 
则 。 这 个 规 律 很 容易 用 反 证 法 证 明 ， 

(2) h|— N 

道 命 题 与 原 命题 不 一 定 同 真 同 假 。 如 果 一 个 命题 中 的 已 希 
和 求证 前 图 形 都 是 唯一 存在 的 ， 则 原 命题 和 逆 命 题 一 定 是 等 价 
的 ， 这 时 称 该 命题 满足 同一 法 出 。 例 如 : “IE f ET 85 
分 线 是 展 边 上 的 中 线 。” 这 一 命题 就 满足 同一 法 则 。 因 为 对 于 
一 个 斑 定 的 等 历 三 角形 ， 其 项 角 平 分 线 和 底 边 上 的 中 线 这 两 个 
对 和 锭 都 是 只 一 存在 的 ， 显 然 它 的 道 命题 “ 竺 腰 三 角形 底 边 上 的 
中 线 是 预 角 平分 线 ” 成 立 。 又 如 命题 “ 训 果 一 直 钱 过 圆 上 一 点 
HERTHA., MERER ASEH” t E a 
一 法 则 ， 因 为 过 半径 外 端 〈 点 ) BU 3230126 AKAEHE— DJ, PH 
以 其 道 命题 “如 果 一 直线 在 一 点 与 贺 相 切 ， 则 直线 午 直 于 过 这 
所 的 半径 ”也 成 立 。 

上 后面 要 讲 的 闻 接 证 法 中 的 同一 法 就 是 根据 同一 法 则 ， 

(3) Ar 

把 几 个 萌 题 合并 成 一 个 划 题 ， 而 且 扑 个 命题 的 题 设 和 题 断 
所 般 述 的 兴 项 ， 坡 此 面 面 周到 (对象 闻 在 某 一 关系 下 的 所 有 可 
能 情形 ， 都 无 遗漏 地 列举 出 来 )》 又 互 不 相 容 ， 这 种 命题 叫做 分 
断 式 命题 。 例 如 定理 “在 一 个 三 角形 中 ， 芳 两 前 相等 ， 则 所 对 
的 两 过 相等 ; 若 两 角 不 等 ， 则 所 对 的 两 边 不 等 ， 大 和 对 大 边 ， 
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小 角 对 小 边 。” 这 个 命题 实际 上 是 由 三 个 命题 合成 的 ， 用 符号 
表示 就 是 ， 
在 人 4BC 中 : 
(Ci) 苛 AA= Z B, 则 BC = CA; 
GDÆZAD Z B, MBIBC7-CA; 
(Hi)#r Z A. Z B, WIBC: CA, 
其 中 题 设 把 两 间 的 大 小 关系 中 “等 于 ”、# 大 于? 、“ 小 于 ? 
一 一 说 完 ， 在 题 断 中 把 两 个 和 角 所 对 的 两 个 边 的 关系 也 一 一 说 
完 , 即 双方 其 有 面 面 周 到 的 特 点 ;同时 题 设 一 方 彼此 互 不 祖 容 ， 
题 断 一 方 也 彼此 互 不 相 容 ， 这 就 是 一 个 分 断 式 命题 。 双 如 “在 
HRAS ALP, eRe E PAER eRT, kA 
s D EP yU, DERLER” , BETA A m a. 
分 断 式 命题 有 如 下 的 等 价 关系 ， 
我 们 以 上 面 的 第 一 个 分 断 式 命题 为 例 。 殷 设 命 题 是 正确 
e MAAGD, (iiiy 癌 时 成 立 的 条 件 下 ， 我 们 还 可 以 蕉 出 来 (ii ) 的 
否 命 题 也 成 立 ， 即 “ 知 AA4 关 一 B， 则 BCTxC42 这 是 因为 若 
ZA= Z 了， 必 有 ZA>Z/ B k ZA< Z B, TB BC2>CA Ñ BC 
<CA, BD BCÆCA, PÆRER EC iiiiy w, Hidi) 
的 否 命题 成 立 ; 芭 玉 孝 (i ,ii 成 立 则 (iii) BJ pt fir ËI KÇ Yr, tH 
于 已 知 ( i). Gi) ii) 都 成 立 ， 所 以 推出 它们 中 的 每 一 个 否 命 
题 都 成 立 . 
对 一 般 的 情形 证 明 如 下 ; 已 知 分 断 式 命题 
TA, MB 
rAz HB; 
ÆA. WB, 
f 8136 EB k y K RB Ep n Am 命题 等 价 ， 


设 已 知 分 断 式 命题 成 立 ， 如 果 从 个 单一 的 分 命题 中 取 
出 rR 一 1 个 米 ， 例 如 : 


» j2 » 


A;B, G=2, 3, en) 
H BS ü i | 2 X Rn AS 420 3 E. ABE WE uH 


非 4 EB, 
内 此 Bi AI 
ja) E n} HE IŠA, (¿=2,3, r, ) 


Pr PADA an ROKS. MH ran Bn mq EE 
设 已 知 分 断 式 命题 不 成 立 , B| 35 p E — 4 #k k saks 
n), {Ë 
A, B, 
假设 B>A, (is=1l,2, <, R) 
根据 上 半 部 分 的 证 明 ， 必 有 
A=B. (}=1, 2,7,1) 
因此 A, >B. 
这 与 A.B, 矛盾 。 因 此， 如 果 分 断 式 命题 不 成 立 ， 周 其 道 命 
SB Ek STA ARAB SPK ar, 
这 样 ， 我 们 证 明了 分 断 式 命题 与 其 道 (或 否 ) 命题 等 价 ， 
4 SEKFE. VEE | 
在 题 设 和 题 断 只 有 一 个 事项 的 简单 命题 中 ， 把 题 设 和 题 断 
相互 阐 换 位 置 ， 便 得 出 赣 命 题 。 如果 道 命题 成 立 就 得 道 定 理 ， 
如 果 命 题 的 题 设 和 题 断 有 多 个 事项 的 复杂 命题 ， 例 如 ， 
三 角形 两 边 中 点 连 线 平 行 王 第 三 边 ， 
分 析 它 的 题 设 和 上 题 断 应 该 是 ， 
M AB BJ h A 


y Aca N| > MN / BC, 


Tr A ABC +| 


它 的 题 设 有 两 条 ， 
奶 果 将 这 个 命题 的 题 设 和 题 断 全 部 变换 位 置 , 出 送 命题 是 ， 
三 第 形 中 平行 于 第 三 边 的 直线 是 另 两 边 中 点 连 线 ， 
它 显 上 热 是 不 成 立 的 ， 这 个 定理 的 道 定理 一 般 地 者 采取 了 如 
下 的 命题 ， 
* jf >» 


过 三 角形 -… 边 中 后 且 平 行 于 另 一 边 的 直线 ， 必 过 第 三 边 的 


中 已 ， 
这 实际 七 是 将 题 设 和 题 断 按 一 对 一 调换 而 得 到 的 ; 


MN f BC I 
žE A ABC Pase m |>M 是 4B 的 中 点， 


若 人 ABC |a, Anta a P N EAC ap B, 

通过 上 述 例 子 说 明 ， 在 建立 道 定 理 时 ， 首 先 要 制 黎 逆 俘 
题 。 对 于 复杂 的 命题 ， 习 慌 上 先 将 题 设 和 题 断 细 分 成 若干 每 单 
纯 事 项 ， 再 将 题 设 和 题 断 进行 部 分 对 调 ， 特 别 是 对 调 相 等 条 
数 ， 则 可 得 出 许多 的 逆 命 上 是， 然后 再 验证 各 道 命题 是 否 成 并 ， 
成 立 的 都 是 道 定理。 一 个 定理 的 道 定理 可 能 有 多 个 。 一 般 地 ， 
等 条 煌 对 调 的 方法 得 到 逆 定 理 的 希望 较 大 。 例如 ; 

定理 WAO BUZ AB383232 MN, MJ ABERE, 

这 个 定理 可 以 细 分 为 ; 

纺 4B | sZ MN 

EEO yi 平分 MN 
E an W IRN br aE iya r XT B] t H 3 F = 4 DA mr E, 
EEO H [pa ABES MN ( 真 ? 
AB 为 直行 
AB 平 分 MN 


|>aB 为 直径 ， 


TE 3) O | |> An LMN 《 真 ) 


, ABLMN 
AAOH, AB 为 直径 为 | 和 CH) 
KRE q HHB 3 E E. 
(1) #00 HAE AB ERAZ MN, W ABTA MN. 
(2) #B|O BJ B AB YA MN, MU AB Er MN. 
s F ida i ARE. HERE, MTATA 
条 数 对 换 所 得 出 的 赣 敬 是 成为 送 定 理 的 可 能 性 较 大 ， 不 等 量 对 
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换 常 常 得 不 出 逆 定 理 ， 

5 命题 的 条 件 

数学 的 许多 命题 是 否 成 立 ， 与 命题 的 条 件 有 关 ， 这 种 条 件 
就 是 命题 的 题 设 。 根据 条 件 态 对 结论 如 的 作用 ， 命 题 的 条 忻 具 
有 两 种 特征 三 种 情况 ， 

充分 特征 一 一 有 条 件 4 就 有 结论 B。 这 时 称 条 件 4 为 缚 论 
8B 的 充分 条 件 ， 

必要 特征 一 一 没有 和 条件 妨 就 没有 结论 BB。 这 时 称 条 件 4 为 
结论 8 的 必要 条 性 ， 

二 种 情 训 是 : 

(1) 充分 但 不 必 可 条 人 忻 。 这 种 条 件 只 具有 充分 特征 ， 但 
不 具有 必要 特征 。 例 如， 

命题 ，“ 若 两 角 是 对 顶 前 《 乏 件 4&)》 ， 则 这 两 个 角 相 等 
(结论 B) .。” 它 是 真实 的 。 但 否 命 题 〈 或 道 命 题 ) PRL, 
因为 两 角 不 是 对 顶 前 时 ， 这 两 个 角 也 可 能 和 祖 等 。 因 此 条 件 4 和 
Hit BHEE: AAWA B, HAAR- EREB” ,在 这 
HETE, RHA A EE BRERA ER PP, 
有 了 时 简 穆 充分 和 革 件 ， 

(2) 必要 但 不 充分 和 茶 件 。 这 种 条 件 只 具有 必要 特征 ， 但 
不 具有 充分 特征 。 例 如 : 

命题 “ 若 两 前 相等 《条 件 上 4 ) ， 岗 这 两 第 者 是 直角 (结论 
B) ”是 不 一 十 成 站 的 ， 央 为 相等 的 角 不 一 定 都 是 直角 。 但 百 
命题 (或 道 命题 ) ，“ 洛 两 角 不 等 ， 则 这 两 骨 不 都 是 直角 ” 孝 
一 定 成 立 。 因 此 条 件 态 和 结论 BB 有 如 下 关系 : “AAR EA 
B ，、 没 有 有 A 一定 没 有 B。” 症 这 种 情况 下 ， 就 赔 刀 是 8B 威 立 的 
HEHP TTE ERR N, 

(3) y jy A m 2 E, HR ERT Aa E LA 
有 必要 特征 ,例如 ， 


* jj 5 


mE “r fy; h S Ei CEA) ， 则 诡 角 相等 (结论 
B)” RRE. HIP S ang 《或 道 合 题 ) ，“ 符 三 角形 不 是 
等 腰 的 ， 则 任意 二 上 内角 不 等 ”也 一 定 成 立 。 这 时 条 件 及 与 结论 
中 有 如 下 的 关系 ，“ 有 4 就 有 如， 没有 4 也 没有 下， ”在 这 种 
情况 下 ， 厌 说 和 是 日 交 充 分 且 必 要 的 条 件 ， 简 称 充 驱 条 件 。 

M FERGER HUAN MwA AE BATS R, M 
BAPER MIRA A B BP SE a Pe, J B E ARE 
DR RAER RRR, A dy RB h SF pr tE 338 EA 
BF. EA: 

“EA, WBE” H, “dEA, WIER? AA, X BF A EE 
B BJ 36 r RPE, AEEA, WMA: “AAE B, T) 
TEA” H, “ED. MA” 不 捧 ， 这 时 以 瑟 做 条 件 看 ， 呈 是 有 
的 必要 条 人 性， 

“EFA, MB” GE, “BIA, MEB” H, WB AE: 
BEDE 3 p. PRCE pay aes ME: “AEB, W 
EA” WE, “FB, WA” K, ZH UBARE, BEA 
的 充分 条 件 ， 例 好， 

命题 ”如果 两 个 三 角形 用 和 己 分 别 对 应 相等 ， 那 么 两 三 角 
形 面 积 相等 。 

这 个 命题 是 成 立 的 。 

否 命题 如 果 两 个 三 东 形 虎 和 高 不 分 别 对 应 相等 ， 那 来 两 
三 角形 面积 不 相等 。 

这 个 命题 显然 不 成 立 。 因 为 奔 和 高 不 分 别 对 应 相等 ， 两 三 
角形 由 可 能 面积 相等 ， 

这 个 作 题 的 条 件 是 竺 论 的 充分 但 不 必要 条 性; E ph 26 PF 

， 划 条 件 是 结论 的 必要 但 不 充分 条 件 ， 


$3 推理 与 证 明 


| 


3.1 推理 

JEPB SL u — F sk JLE OMI iq i — P S PJC 59 BA BEJE K, 

上 一 节 早 讲 过 的 判断 ， 是 人 们 认识 事物 的 一 种 重要 的 思维 
ÉA. EE, HEERE? 有 的 是 直接 经 过 观察 、 试 验 
得 到 的 ， 有 的 是 经 过 推理 得 到 的 ， 推 理 是 比 狮 断 更 癌 一 级 的 思 
维 形式 ， 

推理 一 般 由 两 部 分 组 成 ， 凤 前 提 和 绪论。 进行 推理 时 ， 根 
据 它 记 推 出 一 个 新 判断 的 那些 已 有 的 判断 ， 叫 做 推理 的 前 提 : 
从 前 提 通 过 推理 得 到 的 新 的 判断 ， 叫 做 推理 的 结论 。 构成 推理 
的 这 种 判断 闻 的 特殊 联系 ， 就 是 前 提 和 结论 的 关系 。 常 用 的 推 
理 大 归纳 推 理 、 演 绎 推理 和 类 比 推理 等 ， 

1 归纳 推理 

归纳 推理 是 从 特殊 到 一 般 的 电 维 方法 ， 也 就 是 从 单 称 或 特 
称 〈 判 断 ) 的 前 所 中 得 到 -- 般 结论 的 推理 方法 。 

归纳 推理 在 数学 中 常用 的 在 完全 归纳 推理 和 不 完全 归纳 推 
EKP, 

完全 归 纲 推理 。 被 考察 的 同类 事物 是 有 限 的 ， 对 每 个 事物 
都 逐一 研究 ， 再 进行 概括 而 得 出 的 一 般 性 结论 的 推理 。 

例如 考察 有 向 直线 上 任意 三 个 点 起 、B 、 亡 构成 的 有 向 络 
段 ， 根 据 三 点 的 位 置 关 系 有 以 下 三 种 可 能 ，; 

(1) BETA, CLA. 


EFE A H A2 + 1— B Da 
1) = O 
AB + Be = AC 图 3,1 一 1 

(2) CAFTA., BZA, 
{图 2* 1— 2) 这 时 由 于 , 
TARN PI > ， 
AC 一 CE = ÀH —hGmT—.— 
a —— a a 
AH CCB- AC - 2 C F 
所 以 有 AB: BC- AC 2.12 


(3) ANFB, CZE., Zh P (62 - 1— 3 


BA + AC = BC 
— e ë B | (7 
所 以 -BA+ BC = AC | 
Bj AB+ BC-= AC 5 ü B 
图 2-1 一 3 


我 们 对 所 有 司 能 出 现 的 情形 进行 了 了 考察， 证 明了 每 一 种 情 
形 都 有 同样 的 结果 ， 即 第 一 个 有 向 线段 的 末端 《 沿 着 有 向 直线 
的 方向 ) 与 第 二 个 有 向 线段 的 始 端 是 同一 个 点 时 ， 则 这 两 个 线 
段 之 和 等 于 第 一 个 线段 的 始 端 和 第 二 个 线段 的 末端 六 构成 的 线 
段 。 或 归纳 为 下 面 的 定理 ; 

“对 于 有 向 直线 上 任意 三 扎 入 、 B,C ,无 论 基 位 置 如 何 ， 
总 有 B+ BC = AC. ” 

根据 完全 归纳 推理 ， 几 真实 的 前 担 所 作出 来 的 铺 论 ， 总 是 
可 车 的 。 

不 完全 归纳 推理 .被 考察 的 问 类 当 物 的 数量 是 无 限 多 的 ， 
或 者 即使 是 有 限 也 不 可 能 把 每 - -事物 都 逐一 考察 到 ， 这 时 只 能 
根据 对 其 中 一 部 分 事物 的 研究 ， 来 推测 一 般 性 的 结论 ， 

根据 不 完全 归纳 推理 作出 的 结论 可 能 是 错误 的 ， 也 可 能 是 
正确 的 ,得 不 完全 归纳 推理 可 以 帮助 人 们 发 现 新 表 律 .因为 ,人 们 
发 现 的 一 般 规 律 ,往往 先 在 实践 中 认识 个 别 事实 ,给 大 们 袖 供 了 
线索 ,并 由 此 作出 某 些 一 般 性 (假设 的 ? 鱼 论 ,再 经 过 演绎 雅 理 或 
其 他 方法 得 到 最 后 的 证 实 .数学 中 约 规律 ,常常 是 这 样 得 到 的 ， 

“和 例如， 中 学 代数 教学 中 ， 引 出 等 差 级 数 求 和 的 公式 时 ， 先 
举 出 几 个 特例 ， 


1+21 3 4 10= ,+ 4(1+4) 


1+2+32: 1 3 F G 15 ` 


34 5 +7 + 9 T11 = 35 = 


通过 许多 特例 葛 结 果 ， 田 纳 出 来 “等 差 级 数 的 和 等 于 首 项 与 来 
项 之 利 潍 以 项 数 再 除 以 2”, 即 ， 
Mt ast+ast e ta, = ndita} 
最 后 证 明了 这 个 内 不 完全 轨 纳 推理 作出 来 的 一 般 性 结论 是 正确 
Hs, 
KAPI A pK Ži 
y x° T+ X+ 1 
O x ORF, y=41 (质数) 
x=1Hf. y=43 ORRO 
x: RJ. y=47 (质数 》 
q x= 3, À, +, 39 时 所 得 的 值 凶 全 是 质数 ， 那 么 用 
不 完全 归纳 推理 可 以 作出 ，“ 当 xx 是 零 和 所 有 正 整 数 ， 胃 数 
y=xz+x+4l 的 值 都 是 质数 ，” 这 样 一 般 性 的 结论 。 这 是 不 
正确 的 结论 ， 因 为 当 x=40 时 ， 有 
y: 40? +40 + 41 = 40(40+1)+ 41 = 412 
这 个 y TBA k h Y. Mo OPH AHEHE Hi 028 e 5 DN 
以 证 明 ， 
2 演绎 推理 
演绎 推理 是 从 一 般 到 特殊 的 思维 方法 。 WAEA HRH 
的 就 是 三 段 论 。 三 段 论 是 从 两 个 已 知 直 言 判 断 推 出 第 三 个 新 的 
判断 的 推理 方法 ， 而 且 两 个 判断 中 的 一 个 一 定 是 全 称 判 浙 . 
三 段 沦 由 三 个 部 分 组 成 :大 前 提 “全 称 的 兰 断 ) ， 小 前 提 
《 特 称 的 判断 ) ， 结 论 《最 后 的 判断 ) ， 例 如 ， 
LEEKI HARIH RA a 
正方 形 是 第 形 (小 前 提 ) ， 
所 以 ， 正 方形 的 对 角色 相等 (ig). 
三 段 论 中 共有 三 个 概念 ， 如 上 人 鲍 中 药 上 矩形、 对 角 线 相等 
正方 形 ， 
结论 中 作 主 词 的 概念 加 做 “小 词 ? ， 如 上 例 中 的 “正方 
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形 ”， 常 用 3 来 表示 。 结 论 中 作为 宾 词 的 梳 念 叫 “大 词 ? , Wi 
上 枫 中 的 “对 角 线 相 锋 ”， 常 用 P 了 来 表示 。 在 前 提 中 出 现 两 次 
而 在 结论 中 不 再 出 现 的 概念 是 “中 词 ”， 如 上 仿 中 的 “ 炬 形 ”， 
它 起 大 词 与 小 词 相 联 系 的 媒介 作用 ， 中 词 常用 对 表示 。 食 有 大 
词 的 前 提 就 是 大 前 提 ， 含 丰 小 词 的 前 提 就 是 小 前 担 ， 三 由 论 只 
有 通过 中 词 的 如 介 作 用 才能 从 两 个 前 提 推 出 一 个 络 论 来 。 三 玻 
论 的 结构 用 符号 表示 ， 就 是 : 
— H MIE P (A AE 
SEM (JBE) 
所 以 5S 是 PP 结论 ) 
这 是 数学 中 常用 的 推理 形式 ， 
演绎 推理 的 正确 性 依赖 于 两 个 前 提 的 正确 性 。 只 要 前 提 正 
结论 斌 一 定 正确 ， 
数学 中 的 三 段 论 ,为 了 氢 述 简略 ,常常 虞 去 一 个 前 提 (多 半 
ERMID ， 有 时 甚至 仅 写 出 结论 . 

便 如 推理 “因为 这 两 个 由 是 直角 , 所 以 这 两 个 角 权 等” 
或 更 往 单 的 写 吉 “ 西 个 直角 相等 。” 前 者 省 夏 了 厂 前 提 ， 后 者 
BETAK., PB, WERKE SiC, BBE: 

一 若 直 角 部 相等 ， 

Km AEM, 

所 以 这 黄 个 角 相 等 

3 ”类比 推 理 

类 比 推理 是 这 样 一 种 推理 :很 据 两 个 对 象 在 某 些 属性 上 的 
相同 而 每 出 这 两 个 对 象 在 其 他 属性 上 世 可 能 相同 的 结论 ， 如 对 
妾 刀 有 属性 a、b、¢ 、d， 对 象 孔 有 属性 5 l b. c, WA 
就 可 以 说 想 对 锭 了 也 可 能 有 属性 了 这 一 结论 。 

例如 ， 根 据 “ 和 直角 三 角形 余 边 上 正方 形 面积 ， 等 于 两 直角 
边 上 正方 形 面 积 之 积 ” 可 以 推测 出 “直角 三 角形 身边 上 多 边 形 
面积 ， 等 于 村 前 边 上 分 别 与 和 名 相似 的 两 个 多 边 形 面积 之 和” 
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的 结论 ， 

类 比 推 理 是 一 种 或 然 性 的 推理 ， 它 只 能 给 人 们 提供 线索 ， 
司 发 天 们 思考 各 发 更 问题 ， 结 论 是 否 正确 ， 还 必须 借助 其 他方 
法 去 验证 。 

类 比 扒 理 与 不 完全 归纳 推理 有 共同 性 ， 也 有 差异 ， 共 同性 
是 它们 推出 的 结论 部 是 推测 ， 差 蜡 性 是 前 省 出 特殊 到 特殊 ， 后 
者 是 由 特殊 到 一 般 ， 

3-2 HEBR | 

证 时 是 陈述 一 个 判断 是 其 实 的 充足 理由 的 思维 形式 。 世 就 
是 用 一 些 确实 可 车 的 羯 晰 为 依据 ， 通 过 一 个 或 岂 个 推理 ， 来 疮 
明 茶 个 羯 新 药 其 实 性 的 过 程 。 这 些 推理 之 间 有 还 辑 连 贯 性 ， 即 
前 一 个 推理 的 结论 ， 一 般 地 是 后 一 个 推理 的 前 提 ， 直 到 推出 待 
证 判断 《命题 》 的 正确 性 〈 或 肯定 该 兰 断 不 成 立 ) ， 

证 明 与 推理 的 区 别 在 于 : 在 推理 的 思 奴 运 副 中 ， 其 程序 是 
眠 前 提 到 结论 ， 前 题 是 事先 已 知 的 判断 ， 并 由 前 提 必 为 理由 ， 
推出 一 介 新 的 结论 ， 即 从 理由 推出 新 的 论断 ， 证 明 与 推理 的 程 
序 相反 ， 是 先 给 出 一 个 论断 ， 然 后 雪 寻 找 该 论断 大 真实 的 充足 
理由 ， 由 于 找 出 了 这 些 理 由 作为 根据， 才能 通通 过 上 几 个 推理 阅 
明了 当先 维 出 的 论断 的 真实 性 。 证 明 是 比 推理 更 复杂 更 深化 的 
你 辑 形 式 和 方法 ， 

汝 学 的 证 明 能 够 帮助 我 们 证 实 其 些 命 题 或 某 一 个 理论 的 真 
实 性 ， 和 推理 一 样 是 建立 数学 理论 的 重要 方法 。 

il， 证 明 的 组 成 

HE HH ph - 2 BE 2 EH Rk; 

(1) 论题 ， 是 真实 性 需要 加 入 证 明 的 那个 判断 ， 在 数学 
中 就 是 待 证 的 命题 ; 

(2) 论据 : 是 证 明 论题 的 直 实 性 时 所 根据 的 那些 判断 ， 
在 数学 中 就 是 已 知 的 定 尽 和 在 待 证 命题 前 已 扣 出 的 公理 和 定理 
《简称 前 此 会 理 ， 前 此 定理 、 前 紫 定 兴 》 $ 


+ dl ? 


(3) 论证， 是 由 论据 推 尘 出 论题 结论 的 推理 过 程 。 

任何 征明 ， 如 果 弄 不 清楚 所 要 膛 明 的 是 什么 ， 或 证 明 时 所 
用 到 的 根据 是 什么， 或 为 什么 正好 从 论据 能 推出 论题 的 真实 性 
来 等 等 ， 其 结果 都 可 能 使 整个 证 明 失 由， 

在 证 明 过 程 中 ， 首 先 要 把 待 证 命 丁 中 哪些 是 已 知 ， 哪 些 是 
求证 分 辨 清楚 。 妈 经 过 认真 分 析 论 题 ， 将 题 设 和 题 断 分 清 ， 然 
后 由 具体 符号 和 文字 表示 出 来 ， 辣 时 画 出 直观 图 〈 有 了 时 也 可 不 
m 直观 图 〉》， 作 为 证 明 有 时 寻求 证 明 路 站 的 直观 参考 .其 次 在 证 
明 过 程 中 用 到 的 每 一 个 推理 ,要 层次 清楚 ,论据 准确 ,语言 精炼 ， 
直到 最 后 得 出 题 断 的 成 立 ， 这 样 就 能 准确 地 达到 证 明 的 目的 ， 

2。 证 明 的 几 条 规则 

一 个 正确 的 证 明 必 须 遵 守 于 面 的 规则 : 

(1) 论 晤 要 上 明确， 不 许 偷 挽 。 即 处 准 改 变 题 设 和 题 断 的 
内 容 ， . 
(2) 论据 必须 是 真实 可 靠 的 。 即 使 用 的 每 个 论据 都 是 得 
到 充分 肯定 的 事实 (前 此 定义 、 定 理 等 } , 

(3) 在 一 个 证 明 中 ,论据 不 能 由 论 本 推出。 否则 由 论据 
推出 论题 ， 又 上 论题 推出 论据 ， 就 犯 了 恶性 循环 的 错误 

(4) 论据 必须 能 推出 论题 。 论 据 与 论题 不 相干 或 论据 不 
充分 ， 都 会 使 整个 证 胡 失 歼 . 

3。 证 明 方 法 

数学 中 常用 的 证 明 方 法 ， 由 于 着 眼 点 不 同 可 以 有 也 于 的 分 
类 方法 ， 

在 证 明 中 由 于 采用 推理 形式 不 同 ， 可 以 分 成 演绎 证 法 和 归 
纳 证 法 ， 

在 证 明 中 由 于 采 攻 “从 未 邵 到 已 项” 和 “从 已 知 到 求知 ” 
的 思维 运动 的 方向 不 同 , 证 明 叉 可 以 分 为 分析 证 法 与 综合 证 法 ， 

在 证 明 中 由 干 直 楼 从 竺 证 命题 出 发 ， 或 间接 从 待 证 命题 的 
等 价 命题 出 发 证 明 叉 可 和 分 为 直 米 证 法 与 间接 证 法 ， 
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AKEE kt AA F| É ARE EAER iS 4EH B y 2. BH b 
村 这 样 分 类 ， 月 的 基 便 于 掌握 各 种 证 法 的 特点 。 因 为 每 一 个 证 
明 都 是 由 推理 完成 的 ， 所 以 演绎 推理 各 归纳 推理 是 基础 ， 由 于 
每 一 个 证 明 总 离 不 开 分析 与 综合 的 思维 过 程 ， 所 以 分 析 与 综合 
是 解决 问题 的 关键 而 直接 还 是 间接 从 符 证 命题 出 发 ， 又 是 证 
明 的 出 发 点 ， 记 以 实际 上 每 一 个 证 明 ， 都 是 几 种 证 法 的 联合 运 
用 的 结果 。 我们 不 仅 要 掌握 各 个 证 法 的 特点 ， 又 要 统一 地 运用 
它们 去 实现 每 一 个 证 明 ， 


3 4 演绎 证 法 与 归纳 证 法 

4.1 演绎 证 法 

证 明 过 程 上 只 用 注 绎 推理 的 称 为 演绎 证 法 ， 

演绎 证 法 一 般 包 含 藉 十 步 ， 而 每 一 步 都 具有 演绎 推理 的 三 
段 论 形式 ， 不 过 为 了 八 述 简便 ， 常 用 简略 形式 “省 申 前 提 》 的 
EH. 

例 1 如果 三 角形 两 边 不 等 ， 那 么 这 两 过 所 对 的 角 不 等 ， 
大 边 记 对 的 角 较 大 ， 

证 明 已 知 A ABC. ABAC (图 
2，2) , EHZACB > Z ABC, 

在 4 过 上 截取 4 = AC. 

Y AADCE SE = AE p 

AZADE = /ACD 

“了 ACD 是 ACB 的 一 部 分 

“ACB'~ /ACD 42 + 2 

ACB O Z ACD, ZADC = /ACD 

nL ACB™ Z ADC 

XY Z ADC 是 ADBC 中 BDC 的 外 角 

AADC Z ABC 

X ZACB> ZADO, Z ADC> Z ABC 


. jj + 


Al ACBES ABC. 

这 个 证 明 过 程 实际 上 是 由 下 面 五 个 演绎 推理 组 成 的 ， 

等 腮 三 角形 的 廉 角 相 等 “大 前 提 》; 

六 A4DC 蚌 以 DC HRAS OMAD 3 

. AAADCRJJEJ8 Z ADC = Z ACD (it). 

第 二 个 推理 ， 

全 量 大 于 分 量 (大 前 提 ) 3 

ACD 是 ACB 且 一 部 分 《小 前 提 》， 

ZACB> Z ACD (结论 ) 。 

第 三 个 推理 : 

PEATE. Z 3E⁄TIWE, Ji 2 WE K 3 SE (大 
BUR) , 

WME Z ACB> Z AGD, Z ACD= ZAÀDC (小 前 提 } , 

A ZACB> Z ADC 结论) , 

三 角形 一 个 外 衣 太 于 和 它 不 相信 的 内 角 ARD s 

LADCE 人 BDC Hb, Z ABC IE. Z ADC 343685 A H 
《小 前 握 》 ; 

Z ADC2> ABC (2836) , 

第 五 个 推理 ， 

甲 量 大 于 乙 景 ， 乙 量 大 于 商量 ， 那 么 ， 甲 量 大 于 丙 晤 (大 
BUDE) 3 

HM Z ACB> Z ADC. Z ADC> Z ABC (小 前 提 ) ; 

= ACB ZABC (结论 ) , 

成 这 个 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 它 是 从 定理 的 题 设 出 发 ， 找 出 
本 舌 量 公理 ， 等 腰 三 角形 性 厦 ， 外 骨 定 理 等 为 论据 ， 既 过 五 个 
演绎 推理 ， 其 中 前 一 全 推理 的 结论 作为 后 一 推理 的 前 提 ， 连 车 
进行 ， 和 直到 最 后 判明 题 断 成 立 ， 从 而 揭示 出 命题 成 立 的 充足 理 
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H., 
452 归纳 证 法 
证 阴 过 程 主要 用 归纳 推理 的 称 为 归纳 证 法 。 旺 纲 证 法 是 依 
刀 许 多 特 珠 前 事实 ， 证 明 贞 论题 中 的 一 般 性 绪论， 

归纳 证 法 你 分 完全 归纳 证 法 和 数学 归纳 法 锋 ，。 

1 。 完 全 归纳 证 法 

如 果 待 证 命题 的 题 断 只 包含 有 儿 种 情 沈 ， 可 就 各 种 可 能 情 
沈 一 一 加 以 证 明 【一 般 用 演绎 蕉 理 ) ， 人 然后 用 归纳 推理 推出 一 
般 狂 络 论 的 真实 性 ， 叫 做 完全 妇 纳 法 或 枚 举 归 纳 法 ， 

例 2 ZAER E GOMEDD 任意 两 点 的 距离 ， 圣 少 
不 火 于 工 边 之 --。 

HEA 已 知心 4BC， 己 、 纪 为 周 界 上 任意 两 点 ， 证 明 下 面 
三 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 成 立 : 


PO BC (1) 
POT CA (2) 
POQ-+ AB (3) 


证 前 分 析 : 用 完全 归纳 法 ， 要 善于 将 各 种 可 能 情形 适当 分 
切实 注意 不 漏 不 重 ， 重 山 白 费力 气 ， 漏 则 容易 出 错 。 
三 角形 周 界 上 任意 两 点 的 位 置 ， 按 该 点 与 顶点 重合 或 在 边 
内 来 分 类 ， 有 且 仅 有 下 述 情 况 ; 

(1) 两 后 均 为 三 角形 的 顶点 ， 至 于 该 两 点 具体 和 那 两 个 
预 点 旦 全 无关 紧 要 ， 本 质 上 是 一 致 的 ， 证 明 其 一 即 林 ， 

《2z)》 两 点 中 有 一 点 与 顶点 重合 而 另 一 点 在 边 内 。 这 有 两 
种 情形 : -- 司 与 顶 扎 重 台 ， 另 一 点 在 过 第 一 点 的 这 内 或 在 该 点 
的 对 边 替 。 

(3) 两 点 均 在 边 上 。 这 有 两 种 情形 ， 两 点 在 同一 边 内 ， 
或 两 点 在 不 同 的 边 内 

因此 ， 我 们 在 证 明 时 可 分 成 五 种 情形 进行 ，。 

1° W]; P, Q AARC 的 两 个 项 点 例如 B. C 分 BE 


+ j5 + 


类 


L. 


侣 。 这 时 由 于 P@ = BC， 所 以 《1) Aika. 

2° WP. Q 有 一 点 与 人 ABC 茶 边 的 一 个 端 思 重合 而 另 
AELE, Mi P 5 B BE yfi Q #2EBCiD Pq. Ah PO — HC, 
(1) IR. 

3° Ë P. 0 有 一 点 与 人 ABC 一 顶点 重合 而 男 一 点 在 其 
XA, Hi P SA Hü yI Q 在 BC pj. 这 时 若 4C BC (Ei 
2+3(1)) , H| AQ—<— AC H AQ<AB, WMA (2), (3) 式 成 
Y, #AQA3EEBE BC (2. 3(2)) 则 人 A008 与 AQC 有 一 
SERA, E 人 AQB 是 钝 角 ， 则 AQ 二 4B， 所 以 (3) 式 成 
x, 


c 1) (2 2 (3) 
图 2=3 


4” 设 已 、 吕 在 人 ABC 的 同一 边 内 ， 同 如 同 在 BC HA. 
这 有 时 PE 三 成， 所 以 1 AR, 
5° 设 PP、 避 分 别 在 和信 4BC 的 商 边 内 ， 讽 如 分 别 在 AB 和 
AC 内 (图 2，3(3)) ， 连 BO, WEAABO 中 ,根据 3° 的 证 
明 ， 下 列 商 个 不 等 式 必 有 一 个 成 立 ; 
PO<AQ (4) 
PO BQ (5) 
车 (4) 成 立 ， 则 因为 40 过 AC， 因 而 PQ 过 AC, 所 以 (2) sŠ 
成 立 .。 F C) 式 成 立 ， 则 在 A4BC 中 ,不 是 BO 一 BC 成 立 ,就 
是 BBC 一 A4B 成 立 ， 因 而 不 是 P@< 一 BC 成 立 , 就 是 PO@ 一 4B 成 立 , 所 
以 (C1) 或 《4) 式 必 有 一 个 成 立 ， 
归纳 以 上 各 种 情形 ， 本 题 得 证 ， 
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例 3 [B3JKErXTADUIL A SF F A ARAE, 


证 明 Ganie, WEH ABC = 


分 三 种 情形 三 遇 : 


+ Z AOC. 


(1) 圆心 D 在 二 4BC 的 一 条 边 上 {图 2，4) , 


o 在 BC 边 上 ， 
AABO H, OA =OB 
Z ABO = / BAO 
yA 
» ŻAOC = Z ABO + / BAO 
= 2 ABC 


Rp Z ABC = ; Z AOC 


Z AOC E AABO 中 Z A0B 的 


(2) 圆心 D 在 二 ABC 的 内 部 〈 图 2 * 5) 。 


引 直 径 BDO, W 
Z ABC = Z ABD + Z DBC 
。 圆心 0 在 BD 上 ， 

有 Z ABD => ZAOD 


Z DBC = Z í DOC 


Z ABC = s ZAOD1 5 /poc = 


ZAOD + Z DOC = Z AOC 
Z ABC = +; Z AOC 


(3) 圆心 在 4BC 的 外 部 
“图 2 ，6)》 。 
SUHE BD, M 
Z ABC = Z ABD- /CBD 


(LAOD': Z DOC) 


. dj °. 


圆心 已 在 BDE, 有 
/ABD = + <A0D 


Z DBC = > Z DOC 

Z ABC =: L Z AOD- + ¿poc 
Z AOD — Z DOC = Z AOC 

Z ABC = 5440C 


2。 数 学 归纳 法 

上 面 讲 到 的 完全 归纳 法 ， 待 证 的 命题 只有 少数 的 也 种 生 
形 ， 我 们 可 以 对 各 种 情形 一 一 证 时 ， 然 后 归纳 出 一 般 结 论 的 正 
确 性 。 如果 待 证 的 命题 有 非常 多 的 情形 ， 要 一 一 证 明 是 不 可 能 
的 ， 这 就 需要 一 种 特殊 的 归纳 方法 ， 即 数学 归纳 法 . 

数学 归纳 法 藉 理 〈 第 一 数学 归纳 法 ) ， 

1》 验证 命题 当 n = 1 时 真实 (或 验证 对 命题 有 意义 的 最 
小 正 整数 ) | 

(2) 在 命题 当 n= 时 成 立 的 假定 下 ， 推 出 n=k&+1 时 
也 是 真实 的 。 

那么 就 可 以 断 完 这 个 命题 对 任何 自然 数 # 都 成 立 。 

这 个 原理 的 真实 性 可 以 用 反 证 法 证 明 。 这 个 原理 利用 了 普 
B “pha? 的 规律 ， 即 要 求 满足 条 件 〈《2) 。 这 时 只 要 前 一 个 
W, FTR, BETH “AE” E-E S n ARE 
立 。 难 证 满足 条 忻 ( 1 ) 是 十 分 必要 的 ， 这 样 可 以 防 外 “过滤” 
的 性 质 原来 就 是 不 真实 的 。 例 如 “m = 严 +12 是 一 个 错误 的 结 
论 ， 但 它 满足 普遍 “过 流 ” 的 条 件 《 2， 这 于 如 果 不 验 证 条 
件 《1) ， 就 可 能 得 出 一 个 错误 的 结果 ， 

例 4 在 有 向 直线 上 任意 排列 的 个 局 AL A; As... 
Aro A. 永远 有 关系 式 

Arda A 


证 明 
Wn = 3HJ , AA + AA = AA (Ai m OA HERH) a AT, 
设 n=k-1 H} 

AA+ A;As £ AzA t +A. Aí. = AÁ: ÈM. 


FRS ARMEA: A l 

AA. +... FALLA. +A,- A= AIA, + A, A. 
Ai, A... A, 三 点 必 有 
A,A. | A... A, = AA, 


A:A;+ AzA + TA, AZAA, 
例 5 平面 上 每 两 条 都 相交 ， 每 三 条 都 不 共 点 的 ni 条 站 
将 平面 分 成 二 G2+H+2) 个 部 分 〈 区 域 ) 。 
证 明 设 n 条 直线 将 平面 分 成 4 个 部 分 
当 n=1 HJ, 
a= 3 (12+1+2) = 2 成 立 ， 
设 当 n=K 时 ，A4 = 地 (ktkt 
2) 37, ! 
当 n=<k+1 j, RECHE 
H Han SAA RHE k i M2? 
线 相交 ,而 且 不 通过 这 条 直线 中 每 两 条 的 交点 ,现在 按 ai+1 与 
其 他 天 条 直线 的 变 点 顺序 A., An e, A, 将 天 条 直线 编 上 成 对 
应 的 顺序 Gi, ax, s. a, (Ej2 - ?7) , 3 aia: MAWUH A a A 
漠 的 区 域 罕 过 a PESME, 再 从 这 一 区 域 穿 过 a 到 达 
第 三 个 区 域 ， 再 从 第 三 个 区 域 穿 过 直线 a, 到 达 第 四 个 区 域 , 这 
时 ai+: 穿 过 二 条 直线 共通 过 四 个 区 域 。 以 此 类 准 ， 当 直线 gry， 
穿 过 第 kk 条 直线 上 时， 必然 通过 +1 个 区 域 ， 因 为 直线 ai,, 每 
遂 这 一 个 区 域 ， 都 将 原 区 域 分 成 两 个 区 域 ， 所 以 ai 14, 通过 kK 十 14 
个 区 域 时 ， 使 原来 的 区 域 增 加 了 K+1 个 区 域 。 因 此 可 晤 ; 
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线 


`r 


hisi 5A > (K+1)= y(&Ork+ 2) U (k+1) 
= C(t TD2+ (k+1) +2) 


这 就 是 说 1 = 扩 + 1 时 也 成 证 。 所 以 证 得 ， 


4 = y T n + 2) 


35 分 析 证 法 与 综合 证 法 


5, 1 人 稻 析 证 法 与 综合 证 法 

将 分 析 与 综合 的 思维 方法 分 别 运用 到 逮 辑 证 明 上 上， 分 别称 ， 
为 分 术 证 法 与 综合 证 法 ， 

分 析 证 法 是 从 未 知 到 已 知 的 证 明 方 法 。 证 明 的 过 程 是 由 题 
断 开 始 ， 逐 步 探 索 这 个 题 断 成 立 的 条 他， 直到 最 后 找到 已 知 的 
题 设 是 保证 题 断 成 立 的 条 作为 止 ， 

综合 证 法 是 从 已 知 到 未 知 的 证 明 方 法 。 证 明 的 过 程 是 由 是 
设 开 始 ， 逐 步 推导 这 个 题 设 可 能 得 出 的 结论 ， 直 到 最 后 推出 未 
知 的 题 断 为 止 ， 

例如 证 明 命题 “车 上， 则 了 2 。 用 分 析 法 证 明 时 ， 先 假设 
BB 成 立 ， 然 后 分 析 B 在 什么 条 性 下 成 立 ， 结 果 得 知 B 成 立 的 条 
件 是 Ci 或 Co 接着 又 得 知 Ci 成立 的 条 性 是 Do, C, 成 立 的 条 
件 是 卫 : 或 Ps 最 后 得 知 D, 或 立 的 条 件 正 好 是 已 知 太 。 于 是 
得 出 分 析 证 法 的 格式 为 ， 设 题 断 BB 成 立 ， 为 此 只 须 有 C:， m 
Ca 成立 只 须 有 Dnon W D 成 立 只 贫 有 如 ， 但 和 是 已 知 的 ， 所 以 
Hie BIR, 

HAER, HRR AE, a A ER 
成 : 

A= D.C; B 
要 特别 注意 木村 把 分 析 证 法 误 认 为 是 


a 5Ü > 


B> => D. A 
即 以 了 及 为 题 设 推出 结论 4 ， 这 样 就 把 原来 的 题 设 和 题 断 凑合 ， 
而 去 证 明 原 命题 的 道 命 题 了 、 前 文 已 讲 过 ， 道 命题 成 立 订 命题 
不 一 定 成 立 ， 
下 面 举 名 两 个 例子 ， 局 于 用 分 析 证 法 和 综合 证 法 来 证 明 ， 
通过 对 出 来 看 看 两 种 证 法 的 联系 和 区 别 ， 
例 1 EAR AAE AREE, WA G E tE 
T MAREL a iX FB B — 3 , 
证 明 区 OO 的 内 接 凸 四 边 形 4BCD, 对 
JER ACI BD, ZAHF, H OEJ AB, 


为 恒 足 .我 们 来 证 明 OF = 3 CD 《不 失 一 
EH). 
(15 用 分 析 证 法 
作 直 径 AG， 连 结 BG (图 2，8) ， Waes 
在 人 4BG 中 ，DE 是 两 边 的 中 位 线 ，OE = -—-BG, 


要 证 OE = sp, AAGE CD = BG, 


CD, BG 250 BAA ZCBD. Z/( GAB, 
MON ME Z CBD = Z GAB, 
fçgA ABG E ACFBR, Z AGB = Z FCB 
^ RARE ABG = Z BFC, 
但 ZABG=d, RØE Z BFC =d， 丽 这 由 已 部 ACI BD 
保证 了 ， 
' OE = CD 成立。 
问 再 可 证 其 他 情形 ， 
(2) 用 综合 证 法 ， 这 只 屡 把 分 析 证 法 的 证 明 过 程 倒 过 及 
BERTAT. REHE: 
作 直 径 AG, WEZEBG, 


Kam] 


. $f = 


AC | BD, FA 3 F, 
ZBFC = d 
` EA ABGL1 ACFB:R, 
Z ABG: /BFC -d 
Z AGB = ZACB 
^. /GAB= /CBD 
“等 圆周 角 对 等 荡 ， 
^ CD= BG 
又 在 A4BG tF, OF 是 两 边 的 中 位 线 ， 有 OE = +BG, 
. OE: , CD 
辐 理 可 证 其 他 情形 ， 
从 上 例 看 当 ， 分 析 证 法 前 证 明 过 程 ， 思 路 道行 ， 叙 述 元 长 
而 订 自 然 ， 实 际 工 不 常 使 用 。 但 这 种 分 析 过 程 可 以 用 素 作 为 寻 
求证 明 思 路 的 重要 手 候 ， 帮 助 我 们 迅速 地 得 出 证 明 的 线索 ， 然 
项 再 用 综合 法 论述 ， 因 为 综 台 证 法 理 路 顺 轧 ， 简 单 明 确 。 举 例 
如 下 : 
P2 ‘Ptolemy 定理 ) 贺 内 接 四 边 形 对 边线 积 之 和 等 于 对 
角 线 的 乘积 ， 
证 明 所 知 如 网 2。9， 证 骨 
AC. BD = AB-CD+ AD.BC 
分 析 BELAR. 在 BD 上 存在 点 玉 ， 使 
AC-BD + AC'(BE + ED) = AC BE + AC.ED 
JQ  AC-BE+ AC-ED = AB'CD+ AD:BC 
He, SE40EDƏOKSEON DK L, RMA 


_ AB _ BE 

AC-BE- AB:CD 或 AC CD (1) 
= * H AD _ ED 

AC- ED=AD-BC 或 AC BC (2) 


AABE BGAACD H, ABE = ACD, m COR 


成 比例 的 线段 分 别 是 夹 这 两 骨 的 两 过， 
H CO) AAY, AmE 
AACD AABE 
AREZ BAE = ZCAD (WAWA). 
EBD ERA E, 8 Z BAE - ZCAD, 
就 保证 了 和 仿 ABEc2 仿 ACD， 从 而 (1) 式 
KU. 在 此 基础 七 再 整 证 《21)》 RER 
MK HÍ LIT 
AADEEj; AACR}, 
Z ADE = /ACB 
Hü Ç 2) 式 成 比例 的 线段 分 别 是 夹 这 图 2 .9 
BBA SAN, 
要 使 《2) AW, RAA 
A ADE A ACB 
ERME ZAED = ZABC (Wa, 
TRE, ZAED = ZBAE+ ZABE Chh ER 
Z ABC = Z ABE + DBC = ZABE + ZDAC 
= Z ABE + Z BAE 
ZAED= 一 ABC 成 立 ， 
将 这 个 分 析 过 竹 倒 过 来 叙述 就 是 用 综合 法 证 明 的 过 程 ， 
在 BAD 内 作 人 BAE = ZCAD, j AE 5 BD 33 K E, 
好 在 BD Pi. 
` Z ABC = ZABE+ ZDBC 
ZDBC = ZDAC = / BAE 
ZABC = ZABE + ZBAE= .AED 
f. AADE 与 AACB 中 ， 
Z AED = Z ABC 
ZADE -/ ACB 
AADE AACR (1) 


{E ABE L; AACD 中 
ZABE - ACD 
/ BAE = / CAD 


ADEA ACB | (2) 
根据 (1). (2) ZARNA 

AB _ BE y CD AP 

Je ep W AB.CD AC: BE (3) 

AD _ ED _ BC = ACE 

ze BC， 或 4D'BC AC.ED (4) 


# <3). CGO 等 号 两 端 相 加 ， 得 
AC- BE F AC.ED = ABCD + AD: BC 

Bp AC(BE + ED) = AC- BD = AB-CD + AD- BC 

5-2 解 作 图 题 中 的 分 析 

解 作 图 题 时 ， 分 桥 的 过 程 是 不 可 艇 少 的 ， 因 此 有 的 教材 把 
分 析 列 为 解 作 图 题 的 一 个 步骤 。 作 图 题 的 分 析 和 分 析 证 法 的 恩 
路 基本 相同 ， 因 此 在 这 里 顺便 地 讲 一 讲 ， 

解 作 图 题 的 分 析 ， 主 要 自 的 是 确定 存在 于 已 知 条 件 和 未 知 
条 忻 之 间 的 几何 联系 ， 从 中 得 出 作 辟 的 方法 ,一 般 作法 是 先 吧 
一 个 草图 ， 假 定 它 就 是 所 作 的 图 形 《从 未 憩 出 发 ) ， 然 后 区 分 
出 其 中 的 已 憩 条 件 和 未 知 条 人 性， 进而 行 细 分 析 和 它们 之 问 的 相互 
关系 ， 分 析 那 一 部 分 可 以 作 图 及 如 何 作 图 。 分 析 必 须 保 证 所 得 
出 的 作 图 方法 能 把 问题 所 存在 的 解 全 部 作出 ， 往 往 因 为 分 析 时 
不 全 面 ， 和 把 略 了 某 些 可 能 存在 的 情形 ，。 因 此 丢失 了 某 些 解 ， 

FERH 3 是 一 个 其 本 作 图 ， 我 们 看 一 看 解 此 是 的 分 析 步 
又 和 解法 的 全 过 程 ， 

例 3 通过 已 知 点 作 已 憩 加 的 切线 ， 

已 知 FBDO 和 一 点 有 4. 

KIE ”过 点 A 与 圆 O WHAE, 

分 析 已 炳 4 可 能 在 圆 外 、 加 上 和 圆 内 。 


u jf + 


(1) WA EHO 外 .很 设 图 2, 10 是 所 求 作 的 图 形 < 
EM oo ATEREA, TEIS, 

本 是 作 图 的 关键 是 确定 切 点 T。 连 OT、0A， 测 OTA 蚌 
FOB, BPHPLOA 为 直径 的 圆 口 一 定 通过 了 工 点 ， 即 工 是 回避 和 
HOHE, PS Ao REAR, MERE 4O 为 直径 的 图 口 : 
ÆRTER PET EREA, TEHE AT AIER. 

(2) 设 4 在 圆 D 上 . 连结 CO4， 过 4 作 OA WERA M 
求 的 切线 ， 

(3) 没 4 在 加 内 。 过 4 的 切线 
不 存在 ， 

作 图 4 在 圆 口 外 ， 

(i) 连 D4, FOAR PAO; 

Gi) UO’ AERD, O'A 为 半 
径 作 圆 口 图 2 + 10 

GD RO’ 与 网 口 的 变 点 了 和 和 了 

(iv) EHER AT 和 AT 即 为 所 求 的 切线 

4 下 加 上 时 作法 与 分 析 相 同 ， 

HEBR Efi OT, M| Z OTA 是 直角 ， 所 以 直线 AT 是 回 品 
的 切线 ， 

同 理 可 证 4T "也 是 圆心 的 切线 ， 

Hit AERA MR, 4 在 圆 上 有 一 解 , A 在 国内 无 解 ， 

例 4 已 知 线段 48B， 把 AB 分 成 两 部 分 ， 使 较 长 线段 为 全 
线段 和 较 短 线段 的 比例 中 项 ， 

本 人 必 图 题 一 般 呀 做 分 线段 成 中 外 比 ， 或 叫做 黄金 分 割 。 

分 析 设 4B-=@ PP 为 所 求 的 分 点 ， 其 中 较 长 线段 AP = x, 
则 较 短 线段 PB :-a-x。 根 狗 题 意 可 列 出 方程 

iE A~ 


A (q 一 x 


IEH TEI 


T: Ta sn U 


-~ PBH x tax- es0, 


. j5 + 


` ! 
一 2 WY _ 8 
~ ty t(s) 2 


其 中 负 根 不 合 题 划 ， 所 以 


— 2 
<= (5) 3 
设 y= Ja (2) ， 可 知 ? 是 以 a AIEA B 
直角 三 角形 的 船 边 ， 是 可 以 作 图 的 . m x= y- y 也 是 可 以 作 
图 的 ， C 


EE Ci) 作 BC I AB, RBi#AB n 
=a, BC = 连结 AC {图 2 . 11). 

Gi) 以 C 为 圆心 ，CB 为 半径 “ P a 
HM, ÆCALAHAD. B211 


(iii) MA AELb., ADH- 8831, TE ABERHAP, 
hl PARIERI. 


证 明 ““ Ri 八 A8C 的 直角 边 分 别 为 和, ， 


,fa d 
v (5) 2 EN fE 
x? + ax — 0° = Ü 
的 根 ， 也 就 是 
€ _ > _ 
Ht, x= AP, PB =a- x 
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AB A _， 即 点 P 符 合 题 意 ， 


$6 直接 证 法 与 间接 证 法 


通过 务 种 证 法 寺 接 证 明了 得 证 命题 成 立 ， 这 种 让 法 称 为 直 
接 证 法 。 从 待 证 命题 的 等 价 命题 出 发 ， 和 证明 等 价 命题 成 立 ， 从 
而 间接 地 证 明了 得 证 命题 ， 这 种 方法 称 为 间接 证 法 。 由 于 采取 
等 价 命 题 的 形式 不 同 ,间接 证 法 又 有 # 反 证 法 ”与 4 同一 法 ?等 
6" 1 RWA 
反 证 法 是 从 论 厦 的 题 靳 良和 面 出 发 ,经 过 正确 的 推理 , 量 后 得 
出 与 论题 的 已 知 条 件 或 公理 或 茸 此 定理 等 相 牙 盾 的 结果 。 由 于 
引用 的 论据 和 推理 是 正确 的 ， 这 个 矛盾 的 结果 显然 是 由 引用 了 
题 断 的 反面 为 出 发 点 而 造成 的 ， 因 此 症 汤 反面 十 不 正 诵 的。 要 
据 排 中 律 ， 两 个 五 相 否 定 的 命题 必 有 一 真一 俱 ， 因 为 古 断 反面 
不 成 立 ， 所 以 题 断 必 成 立 ， 于 是 论题 问 接 地 被 证 明了 。 这 种 证 
法 实质 上 归结 为 证 明道 否 命 题 成 立 ， 
Minim EA MB”, BERDA ARRA: 
JE B=C—=—D= E 
而 
[前 此 公理 
E 与 | 前 此 定理 
EH A 
结论 反面 
之 一 相 和 矛盾 ， 因 此 非 8 不 成 立 ， 绪 论 B 戌 立 ， 
由 于 题 断 反面 可 能 有 一 种 情形 和 多 种 情形 ， 反 证 法 又 有 
CHEE G ARRAT 之 分 ， 
例 1 CHEZ 平行 于 平面 时 ， 平 亩 站 经 过 oa 与 平面 时 
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相交 于 直线 5， 则 宜 线 a 平行 于 直线 b. 
证 明 假设 a 不 平行 于 
a, bTE:I81, 
= a, b3l o T A 点 《图 
2.12) 。 
C b3E3O OMN, AWEF 
EMA, 
a 与 平面 对 相交 于 4 ， 图 2，12 
这 个 结果 与 已 知 a 平行 于 平面 对 相交 盾 ， 因 此 ea 、5 不 相交 ， 
Pa 平行 和 于， 
从 这 个 例子 的 证 明 中 可 以 看 出 ， 实 质 上 是 证 明了 “ 知 非 
B， 则 非 A”， 就 是 说 证 明了 原 命 古 的 逆 否 作 题 ， 
当 已 知 论 画 的 画 断 反面 不 止 一 种 情形 时 ， 那 么 就 需要 把 它 
们 逐一 驭 倒 ， 才 能 肯定 古 断 是 正确 的 ， 这 种 反 证 法 称 为 努 举 
法 。 下面 就 是 这 样 的 例子 . 
2 车 三 角形 有 两 个 内 角 平 分 线 相 等 ， 则 两 角 的 对 边 相 
等 ， 
证 明 GĦAABC, ZB, ZC 的 平分 级 分 别 为 BD,，CE， 
H BD=CE (M213), 


假设 48:#AC， 则 有 AB>AC 或 xi 
AB<AC 之 一 成 这 ， ， /| 

(1) 假设 AB>AC, | “| 
” AB>AC | 

AC>LB 

ZEBD = DBC 图 2 - 13 

ZECD = /ECB 

ZECB> Z DBC (1) 


在 A DBC 与 AEBC 中 ， 
BC = BC, CE =BD, H C1) KR, 
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EB—> DC (2) 
EEFE BDEE, 
EF = BD=CE， 八 ECF 是 等 腰 的 ， 


Z ECF = ZEFC (3) 

ZEBD = Z EFD, /EBD< /ECD 

ZEFD< ZECD C4) 
iH (3). (4) 式 得 

Z ECF- /ECD< /EFC- /EFD 

Z DCF- Z DFC (5) 


在 人 DPCRE 中 ，DP< DC ， 
EB=FD, FD<DC 
.. EB<DC ( 6) 
H (6) A (2) 是 相互 矛盾 的 ， 因 此 AB>AC 不 可 能 ， 
(2) 假设 AB< AC, 
同 理 可 证 这 也 是 木 可 能 的 ， 
l 和 2 两 种 情形 都 不 可 能 ， 
AB = AC 
6-2 问 一 法 
上 向 已 经 讲 过 命题 的 同一 法 赔 。 各 据 这 一 法 则 ， 当 竺 证 命 
题 满足 同一 法 则 时 ， 原 命题 与 它 的 道 命题 等 价 ， 因 此 可 以 证 骨 
与 它 等 价 的 道 命 题 ， 间 接地 达到 证 明 的 上 利 的 。 这 种 证 明 方法 称 
为 同一 法 。 
使 用 周一 法 时 ， 先 要 考查 一 下 待 证 命 感 是 否 注 足 周 一 法 
出 ， 就 是 验证 已 知 和 求证 中 给 出 的 图 形 ， 在 特定 的 条 件 下 都 是 
唯一 存在 的 ， 如 果 都 是 唯一 存在 的 ， 就 符合 了 同一 法 则 ， 然 后 
才 可 以 使 用 回 一 法 . 
用 同一 法 证 明定 理 时 已 经 形成 了 自己 的 特定 格式 ， 其 步 绎 
可 以 归纳 如 下 ， 
第 一 步 ， 另 作出 一 个 具有 求证 性 质 的 图 形 ， 
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第 二 步 : EREEREER ERA Rs z E] JE Rt, 

第 三 步 ， 根 据 唯 一 件 ， 新 作 浊 的 图 形 与 原 设 图 形 重 合 ; 

第 四 步 ， 重 合 图 形 具 有 共同 的 性 质 ， 于 是 判断 出 已 知 图 形 p 
世上 其 有 求证 的 性 质 ， 

下 卉 举例 说 明 间 一 法 的 用 法 ， 

例 3 《人 幻 版 定理 的 道 定理) WRAAE, b,c 
m EPF atb =e, WA c 边 所 对 的 角 一 定 是 直角 ， 

分 析 ”这 个 命题 满足 同一 法 则 。 因 为 三 个 边 长 满 是 a*+ b 
=C? 的 三 角形 ， 当 4 、 上 5 确定 后 c 被 唯一 确定 ， 因 而 三 角形 被 
唯一 确定 (不 考虑 位 园 关 系 ) ， 而 求证 中 两 直角 边 为 a 、 了 的 
直角 二 角形 也 是 唯一 确定 的 、 所 以 本 题 可 用 同一 法 证 明 ， 


A 
A 
č mm 
e b b 
$ z c pi P c 


Fj 2 * 14 š 

证 明 设 入 48C 的 三 边 满足 q+b:=c* (图 2.147， 那 和 
C= ot+h?. 

作 一 直角 入 A’'B'C’， ZO =° HB'C7 =a, AC! =b. 
x. 
JE zJ E BEET 

A!'B'2-a+bi A'B’ = oath =c 
HAAA BC 与 和 4BC 三 边 对 应 相等 ， 所 以 


AA'B'C EAABC, ZC = ZC! = S 


例 4 以 正方 形 一 过 为 三 且 在 形 内 作 一 等 帮 三 角形 ， 底 角 
等 于 15"， 求 证 将 它 的 项 点 与 正方 形 另 两 个 项 点 连接 ， 构 成 一 
个 正三 角形 . 

分 析 ”这 个 命题 满足 同一 法 则 ， 因 为 题 设 中 以 腊 角 为 15° 
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的 等 腰 三 角形 的 顶点 与 另 商 个 项 点 所 构成 的 三 角形 是 唯一 的 ， 
而 题 断 中 给 峙 的 正三 角形 也 是 唯一 存在 的 。 六 此 可 用 同一 法 证 
HH. 
证 上 明 ”已 知 正 方形 A4BCD, ERARA, Z ECD = 人 人 BDC 
=15 图 2.,15) , 
在 正方 形 内 作 正 三 角形 E AB, W£ 
PRE C. E'D. 
< BE’=BC 
Z BCE” = Z BE C 
ALCBE = 30° 


n t 


Z BE: C =- (180° ~ /CBE’) =75° 


ŹE'CD -90° - Z BCE =15° 
E'!C3E ECfECDVIBRI AM, H. 
ECD= / ECD =15° 
EC 与 BC 重合 . 

HATE E 万 与 ED 重合 

因此 ，E 与 B' 重合 ， 八 EAB 是 正三 角形 。 


8$7 ”使 用 符号 式 进行 逻辑 论证 的 问题 


符号 是 数学 中 必 不 可 少 和 最 精炼 的 语言 ， 它 可 以 使 数学 中 
完 长 的 语言 陈述 旬 变 为 简洁 、 清 晰 、 一 目 了 然 的 符号 旬 ， 也 可 
以 使 繁杂 的 数学 问题 化 为 几 个 符号 式 ， 从 而 以 简 煤 的 方式 表达 
概念 、 运 算 以 及 退 辑 推理 等 等 . 

用 综合 法 建立 的 初等 几何 学 ， 很 早 就 引用 了 一 些 符 号 来 代 
za., ER. PHE. É. Fi BARS, MERRI TRI 
限度 的 符号 ， 许 多 问题 主要 还 是 靠 语言 来 表达 ， 特 别 在 逻辑 论 
证 方面 有 时 竖 通 过 很 长 的 叙述 才能 完成 一 个 定理 的 证 明 。 这 种 

` GI < 


BRAHAJ Bu K 364, n] AAS E BJ 3 S BB 31 RI 38 Ei 
维 能 力 ， 但 也 销 初 学 者 在 阅读 、 理 解 和 作 习 是 等 方面 造成 一 定 
的 困难 。 近 年 来 有 人 试图 对 初等 几何 加 以 革新 ， 改 革 的 方面 之 
一 是 书 大 符 续 的 使 用 范围 ， 试 图 使用 符号 式 进行 逻辑 论证 等 ， 
取得 了 一 定 的 成 效 . 在 初等 几何 中 全 面 使 用 符号 式 进 行 远 辑 推 
理 等 问题 ， 目 前 仍 桂 摸索 中 ， 看 法 和 作法 还 不 统一 ， 应 当 不 断 
改进 便 它 完善 和 统一 起 来 . 

于 面 久 中 学 教材 提出 的 符号 和 用 法 为 基础 并 适当 地 作 些 补 
充 , 谈 谈 在 初等 几何 中 扩大 使 用 符号 的 有 关 洁 题 , 供 读者 参考 。 

7:1 初等 几何 中 常用 的 符号 和 意义 

引进 符号 的 原则 应 和 过 去 人 惯用 的 符号 以 及 数学 其 他 分 支 使 
用 的 符号 一 致 ， 这 样 才能 使 符号 统一 ， 叉 为 今后 进一步 学 习 其 
ERT PA E A, 

下 面 列 出 的 第 一 表 是 过 去 惯用 的 符号 ， 也 是 现行 中 学 几何 
教材 中 使 用 的 符号 ,第 二 表 是 新 扩大 进来 的 属于 集合 论 和 逻辑 
的 符号 ， 可 以 补充 原来 的 不 足 。 这 些 符号 的 引入 是 否 适 会， 有 
FTE- PME, 
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特 T | 前 x | 4E fl 
A. B. C NA | xA 
m. b. oe Ti | HA d 

AB “R HB AB a 3 

CAB) 直线 ES AB 

z FE i 
LAB) 轴线 | 射线 AB = 
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一 | ZABC, sA, Zla b) 
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N O m AB 强 AB 
| RD h Ë I 加 
1 T 
OCR) | IR y F {irig | (5 


Ri, 
Ri | EE.: t<, Ef 


A ABC A BC = 


祥 T 音 Pa 3⁄5 i 
zz 平行 ojib, ori e, a//B 
L ÉE aib, alou, al B, 
=> | WE H) ASB, HANIHE (A. BA) 
= minga, wF AGB A, BEE (A, BHH) 
—. -— oo oo _ 
À | a T aib, a ib in 
| H2  axb=A, n.b 3 An 
_ _  __ 1 0 
| 
S | 面条 SARC, — f ëE E 
Vv | 体积 Vank, DAEN 
C | RE | Cape: =S ABCHIE 
一 -| 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 
A BC x BA. C2M | A n Ç 
ea n it h yp E RR AFE DI PL B| dg) JL i re 
a. 
表 二 
i 号 x Ë p 举 例 
ESAE: E: E pea, SPERRE E 
ë 平面 的 “局 于" pea, m pf Hi n E 
a E y" X. E | A, BES, KA.B6 3 a 上 
| | cop, B a 通过 点 也 


| a bp, 直线 不 通过 点 卫 


š < 


n 9 | z| 举 pi 


— w í... _.. = e . — — — M —nVY 


i aa, Bat T.I a N 
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一 般 图 形 阿 : 
. a, B PER ü Aç #E3F HIH 
= 的 包 人 省 关系 或 | 
| ABCa, &ËE ABAE B OW 
HERE 
| (oca, Mo tY fat 
本 ea Yami kna 
za, 3 me W Pt 5 eka 
若 二 图形 的 并 
O (同时 属 十 这 些 | Oo: J Oo: 
E HZ PU ra $E) : 
a- _- -一 — __ _ o — —  _  _ -_ -— — —- — m 
E T 8 JE BJ 3! 
| oN ee; 
n Cia b BJ J By zy a 
| QnB=a He hiEW B X F B m a 
AED? | 
一 ”一 一 :一 0 
LU RA, B; OL (102 = tA, Bi. 两 网 HETA, 上 点 


{A,B,C} ! 
CREMAR 。 | OoNnOo= {A}, MERITAR 


Kunu o ak | @sinƏn= 4, WANK 
lai A. BEN 
_ "i #HRRAB < Ka 
Oa m ojaa sesa ooo 
=> | pm ERS 
, | st o VXca, EBa tS iX, Wk 
l EHAA 
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iF 导 = 六 3 #i 
V 或 者 x AN B. À a B 
A O ŒD “AAB, A'JBRAMB 


-———— —ə———  — r - — —— 


ET E pO)! XIXE XO] =r)# tHE F. A Eao 


—s _ 一 一 


F= IX iX E A. 
Pixs} ArH Pr # 8 1° H xE FF iF BJ X Pa, PJ SA yle 
{XxX} ' 
E API pa X BJ F=-{X!XEg, IXA] = | XBH} E WIB 
kas (dr) gj ss A. BASEAK EX 03 H iF 
` w— ， AB = UA 
I: MEAR PR +, Ta “s. CD ` 一 般 的 数学 


符号 在 几何 中 也 是 经 常 应 用 的 。 
7 "2 普通 说 名 与 符号 句 《 符 号 式 ) 
引进 符 导 以后， 进一步 的 问题 是 如 何 使 用 符号 句 表示 普通 
语句 的 问题 ， 或 者 说 双方 互 译 的 问题 。 这 是 全 面 利用 符号 进行 
敢 辑 证 明 等 过 程 中 的 必要 步骤 ， 这 方面 应 有 一 些 模式 ， 需 要 在 
实践 中 不 断 归 纳 总 结 出 来 .下面 提出 一 些 例子 和 看 法 ， 
常用 的 语句 译 成 符 且 和 句 ; 
1。 取 线段 4B 的 中 点 C。 可 用 符 导 表示 为 : 
C| ACB, AC =CB,sC]CCABA (AC- CB). 
符 叶 “C1” 表示 取 点 C， 且 满 是 * |” mbi 3 4E. 
2, 延长 4B 到 后妃， 使 4B -: BC, 
C] ABC, AB= BC, WC |ABC A (AB = BC), 
3, 连结 直线 4B 与 已 知 直线 CD 交 子 点 对 。 
(AB)DA B, (AB) (CD)=M 
或 ABO A,.B, ABx CD=M 
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4, TRAS Bë a 的 平行 直线 , 
b|b3A, bla, zk b[(b 3 AA Cb a) 
5, TEZ AOB 的 平分 线 OC , 
rOCy!'OCC ZAOB, Z AOC = /BOC 
6。 直 线 1 与 直线 mm 为 异 面 直线 的 充 要 条 件 是 ! 与 不 相 
ZHAFI. 
Limal m= é )/N( 1 Trm) 
7. Z AOB55 AB 的 度数 相等 ， 


/AOB™ AB 
7.3 用 符号 式 进行 逻辑 证 明 
证 明 是 通过 一 个 或 几 个 推理 来 完成 ， 这 些 推理 之 间 有 逻 得 
连贯 和 性 ， 前 一 个 推理 的 结论， 一 般 地 是 后 一 推理 的 前 撕 ， 表 到 
推出 待 证 命题 的 正确 性 。 用 符号 式 证 明定 理 时 ， 主 要 应 简单 明 
确 地 体现 出 上 述 的 关系 ， 使 用 一 次 4->2? 表 示 一 次 推理 ， 而 县 前 
担 、 结 论 一 目 了 然 ， 前 后 推理 肾 密 相 捧 ， 尽 量 减 少 不 必 要 的 重 
复 ， 使 符 如 尽 可 能 简单 化 双 能 清楚 地 表示 出 证 明 的 过 程 ， 
下 面 举例 说 明证 明 的 表达 方式 : 
HI 旬 平 分 线 上 的 点 到 这 个 角 两 边 的 距离 相等 
证 明 OC 基 . 人 A08 RFA, a PE OCE, PD. OA, 
PELOB, D, EEFE (B12.16) , 
'“ PD] OA, PE) OB 
ZPDO = /PEO -Rt/, 
EAPDORMAPEOH, 
ZPDO = Z PEO, 
ZAOC= ZBOC, OP=0P 
A PDOA PEO, 
sa PD-PE, P32 + 186 
HISAR, u RE; 
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APDO . ZPEO -- Rt Z 
OP -OP -> APD0:2 APEO= PD = PE. 
LAOC. /BOC Aefa) 
“ } 3 无端 是 已 知 条 件 ， 经 过 两 个 推理 :得 出 求证 的 结论 ， 
其 中 前 一 个 推理 的 结论 是 后 一 个 推理 的 前 提 。 得 出 结论 的 根据 
可 以 写 在 相应 符号 式 下 面 , 并且 用 贺 插 号 插 起 来 , WAAS), 
也 可 以 不 写 出 ， 
例 2 阁 国 内 接 凸 四 边 形 的 对 角 线 互相 二 直 ， 则 圆心 到 任 
意 一 边 的 距离 等 于 该 边 的 对 边 的 一 半 ， 
征明 本 例 是 3 5 例 1， 于 里 已 有 辩 遂 的 证 明 。 现 在 用 符 
PAIERA F.: 
Z ABG = Rt Z 
ZAGB= ZADB 
ZAFD = = RtZ 


AO NM oo=c} 
= / CAD = /GAB= OQ 


= CD = BG 
(S T f BEES l. OF -lcp 
A ABG 2 

AO = O G 


AE = EB 


> OF => BG 

OPERE 

H13 WE- AFAA RARE RIRE, BH 
AEA- RETRATAR E 2848 


的 线段 也 相等 . T b 
证 明 ”已 知 如 图 2,'17.AB f CD} EF, J ; 
AC=CE, 求证 BD -- DP. ú 


F i, 
Dp En PPMI DNS Z1= Z2 r H Ñ 
(DN f a), (N t: EF) 
CD EF> Z 3 = — 1, 图 3。17 


= Ë ° 


Anjon] 
AC = BM 
AC | BM 
= BM = DN 

CD} EN 

j |>cE=pN 
CEĮ DN) AC=CE 
Z1= /2 
Z 3= Z 4 =p A BMDZ AADNF= BD = DE. 
HM = DN 


这 个 证 明 过 程 由 八 个 推理 组 成 ， 不 像 前 几 个 例子 那样 ， 前 
一 个 推理 的 乱 沦 是 后 一 个 推理 的 前 担 ， 可 以 一 个 推理 连 着 下 一 
个 推理 一 直 推 到 最 后 。 而 这 个 证 明 分 成 几 个 并 列 的 符 妃 式 ， 前 
三 个 分 别 独立 的 推出 各 自 的 结论 ， 为 最 后 一 个 符号 式 淮 备 了 前 
握 、 另 最 后 一 个 符号 式 世 可 以 不 单独 列 出 ， 只 要 把 前 三 个 符 寻 
式 的 最 后 ， 育 控 用 “} ”联系 起 来 就 可 推 典 ABMD=S ADNF, 
从 而 得 出 求证 的 结 某 ， 


习 题 
$ 1— Š 2 
1， 指 出 下 列 各 组 概念 的 种 属 关系 ， 
(1) rE BES HÉ, 
(2) 等 式 和 方程 
(3) 整数 和 有 理 数 ; 
(4) MEIE, 


2， 蓉 形 有 哪些 种 概念 ? 其 中 哪 一 个 是 最 驾 近 的 种 ? 
3, 在 下 烈 各 概念 中 指出 最 留 近 的 种 以 及 属 差 ， 
(1) 直径; 

(2) Xs 

(3) 线段 ; 
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(4) BHBEJE. 

4。 几 多 种 方法 给 糊 圆 下定 闵 ， 

5, 下 面 的 定义 是 否 正 确 ， 为 什么 ? 

(1) ATHEA MAE E, 

(2) aA EHEH R MAAE 01| 8 26 JÉ: , 

(3) WARE H 3 H R.AR 38089 F4rB y AEE, 

(4) 对 角 线 互 和 和 改 直 且 相 等 的 四 边 形 叫做 线形 ， 

6， 试 论 几 何 命 题 的 变化 和 等 价 往 ， 

7?， 将 “对 顶 角 相等 ” 写 出 四 种 命题 形式 ， 并 判断 其 真实 
tE, 

8. SH “€—=fiW WY HI K 55 7” W i, 

9. SHER “EAP, i PRR GBA 7 BJ5z 
AmE, 3EJH hE a rh EE ERRE E, 

10. PIATEH E AA ABCRJ 36 Uy BU 3 2 AIEE: 

HA: + BC? = HB: 1 CA? = HC* + AR? 

9 3—8 

11, U F2|#dEFBEIK E 52 hy = tit X: 

(1) 2230 a k e Er S BJ SER E 38 (8 BP EJ kar , 
MUGE- TES. 

(2) AARM ARRAREN, MENEE, 

(3) 因为 这 两 个 角 是 圆 内 接 四 边 形 的 一 组 对 角 ， 所 以 它 
们 的 和 和 等 于 Xt. 

IT2。 术 举 法 与 穷人 举 法 相同 吗 ? 为 什么 ? 

13。 用 完全 寻 纳 证 法 证 明 下 列 各 题 ， 

CO) 设 中 0 与 OO HFP. OMA, APRE- HRE 
HATAKE, MZAPB = ZOPO', 

(2) H#EAABC di, ADI BC FD, ME BC 边 的 中 点 ， 
设 / ABC=2/ ACB, J DM = AB. 

(3) 车 两 贺 相 外 切 ， 过 切 铝 的 两 条 直线 分 别 与 两 圆 相 
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e MEH SÉ KA PJ 52 D: EAE T. 

14。 用 数学 时 纳 法 证 明王 列 各 题 ， 

(1) mn ERRAN- 3) 条 对 阴线 (Rd4)， 

(2) 共 友 的 两 个 凸 多 边 形 ， 如 果 有 一 形 在 另 一 形 内 部， 
则 内 形 周 长 必 小 于 外 形 疝 长 ， 

15。 问 时 用 分 析 法 和 综合 法 证 明 下 列 各 题 ， 

《1)》 设 互 是 下 方形 上 4BCD 中 CD 边 的 中 点 ， 下 是 组 段 CE 
的 中 点 ， 则 ZDAE= + ZBAF. 

(2)》 自 入 ABC 的 顶点 4 向 ZB., ZC 的 平分 级 BE, CF 
S| aB2R.3 y| E F, ME, FHERVEST BC 边 ， 


(1) ( 2) (3) 
(15ER2 


(3) 在 网 边 形 4BCD 中 ，E,F 、G、 晶 分别 是 边 AB. 
BC、CD、DA 的 中 点 ，T、J 了 分 别 是 对 角 线 AC. BD 的 中 版 ， 
求证 EG, FH, NZH, 

16。 几 间接 证 法 证 明 下 列 备 题 ， 

(1) 若 轩 边 形 中 有 一 组 对 边 中 点 的 达 级 等 于 另 一 组 对 边 
的 和 的 一 学 ， 则 另 一 组 对 边 必 互相 溢 行 ， 

(2) 如 果 三 个 图 两 两 相交 ， 则 所 得 的 三 条 公共 获 《所 在 
直线 》 或 共 点 ， 或 互相 平行 。 

(3 若 四 边 形 对 和 之 和 为 二 直角 ， 山 此 四 按 形 必 可 红外 
接 于 -- 贺 。 


第 三 章 ”用 公理 法 建立 几何 学 
结构 的 范例 


本 章 将 在 前 两 章 的 基础 上 ， 綦 体 用 公理 法 来 建立 欧 几 里 得 
和 男 巴 切 夫 斯 基 几 何 学 结构 ， 进 一 步 了 解 公理 法 的 原理 、 方 
法 了解 两 种 几何 的 基本 内 容 、 竺 点 和 介 辑 棚 闫 性。 最 后 讲 一 
讲 公 理 系 统 的 基本 问题 . 


3 1 绝对 平面 几何 学 的 结构 


绝对 平面 几何 学 的 源 始 对 象 是 同一 平面 上 的 “点 2 和 “ 直 
线 ” 。 我 们 用 大 写 拉 丁字 母 A. B. C. = 表示 点 ! 用 小 写字 
Ffa, b, cs e’ WE R AB, HCD, 4er ARAA. 

成 与 直线 之 癌 存 在 着 结合 关系 、 顺 序 关 系 、 运 动 半 系 等 。 
点 与 直线 的 这 些 尖 系 满 足 韦 列 四 组 共计 16 条 会 理 ， 

HAAHI- 

MFA, -;; 

运动 公理 Ess 

连续 公理 下 o. 

1:1 结合 公理 及 其 推论 

点 与 直线 的 绪 合 关系 也 叫 属 于 关系 ， 通 常 舰 述 为 “点 在 直 
线 上 ”，“ 定 线 退 过 版 ”等 等 ， 点 与 直线 的 结合 关系 满足 ， 

公理 I 对 于 任意 两 个 点 ， 和 守 在 且 具 存在 一 和 直线 通过 这 
两 个 戊 . 

公理 1 在 每 条 次 线 上 ， 全 少 存在 两 个 点 。 
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公理 1 至 少 存在 三 个 点 ， 不 在 问 一 直线 上 ， 

注意 ， 对 空间 几何 学 还 需要 增加 下 述 公 理 ，: 

公理 I， 对 于 任意 三 个 不 在 同一 直线 上 的 点 ， 存 在 通过 这 
三 点 的 平面 ， 而 且 只 存在 一 个 。 

公理 I; 任 疮 一 个 平面 上 至 少 有 一 个 后 。 

公理 I。 如果 一 直线 的 两 个 点 在 一 个 平面 上 ， 则 直线 上 的 
任何 一 点 者 在 这 平面 上 ， 

公理 I: 如 此 两 个 平面 有 一 个 公共 点 ， 划 它们 至 少 还 有 第 
一 个 公 其 点 ， 

公理 I。 至 少 存在 四 个 点 不 在 一 个 平面 上 。 

定 愉 ”如果 直 线 通 过 两 个 点 ， 则 说 两 点 连结 直线 。 两 条 站 
线 通 过 同一 个 点 ， 囊 骸 两 条 喜 线 相交 于 这 个 点 。 

定理 1* 1 两 条 直线 最 多 变 于 一 个 点 。 

证 明 假设 两 条 直线 除 一 个 变 点 各 外 还 有 第 二 个 诡 氮 也， 
则 有 了 两 条 表 钱 通过 下 点 和、 吾 ， 这 与 公理 I 及 盾 。 所 以 两 条 直 
线 最 多 变 主 一 个 点 ， 

只 利用 公理 I, -* 所 能 推出 的 几何 定理 是 很 少 的 ， 语 如 推 不 
出 平面 上 的 点 和 直线 是 无 限 多 等 等 ， 必 须 引 进 新 的 公理 。 

1.2 顺序 公理 及 其 推论 

点 和 直线 的 顺序 美 系 也 叫做 介 于 关系 。 通 常 叙 述 为 “在 … 
之 间 ” 或 * 介 于 … 之 间 ”， 

介 于 关系 满足 下 列 天 条 公理 ， 

AEL ， 邵 果 点 B 介 于 和 A 和 已 之 间 ， 则 有 万 、B、 人 是 同一 
直线 上 的 不 同 点 ， 并 且 点 互 也 介 放 把 和 和 之 向 。 

DEL 在 一 条 直线 工 的 任意 三 点 中 ， 有 且 只 有 一 点 在 另 
两 点 之 间 。 

公理 I 如 果 4 和 了 时 是 直线 上 两 点 ， 则 在 这 条 直线 上 存在 
无 限 多 个 点 介 于 点 4 和 吾 之 间 ， 也 存在 无 限 多 个 点 司 吾 介 于 其 
rH IF— ATI SA A — B|. 
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公理 I 一 条 直 组 上 的 任意 点 D ， 把 它 上 面 其 余 点 分 为 两 
类 ， 合 点 OQ 介 于 不 同类 的 任意 两 点 之 间 ， 面 不 介 于 同类 的 任何 
Pq pa Bj. 

定义 HAA, B !SJ3r 3 4 2 aj BJ BT ADEA, n 
MRR AB. SAR Bm IK E DIS A. sh PU lB] BJ PA Ab 1 48 
线段 的 内 点 ， 或 线段 上 的 点 ; Tm P TL L O 5 SA wh t] 8 28 Ez B 
外 点 . 

公理 Is 平面 上 任意 直线 a ， 把 平面 上 其 余 的 点 分 为 两 
类 ， 合 不 同类 的 侍 意 两 点 确定 的 线段 都 与 直线 4 相交， 而 同类 
的 任何 两 点 确定 的 线段 部 与 直线 & 不 相交 ， 

公理 有 也 则 直线 划分 平面 公理 ， 

在 结合 公理 的 基础 上 ， 上 天 序 公理 主要 是 解决 ， 直 线 上 点 的 
位 置 关 系 ， 平 面 上 点 的 位 置 关系 ， 以 及 平面 上 通过 一 点 的 射线 
的 位 四 关系， 

1， 直 线 上 点 的 位 置 关系 

直线 上 点 的 位 置 问题 ， 主 要 是 解决 点 将 直线 划分 为 线段 、 
射线 ， 从 而 引进 内 点 、 和 外 点 、 同 侧 、 蜡 届 、 延 线 等 概念 ; 以 及 
建立 点 的 顺序 关系 等 ， 

EX 直线 被 某 一 点 口 分 为 两 类 AMID ， 每 一 类 和 点 
属 构 成 的 染 合 都 四 人 巩 身 线 或 半 线 ， 点 口中 做 射线 的 端点 。 点 口 
为 端 扎 的 两 条 射线 ， 每 一 条 叫做 另 一 条 的 延 线 ， 如 果 点 4 和 也 
属于 同一 射线 ， 则 说 点 有 和 8 在 成 0 的 同人 出 。 如 果 点 有 4 和 8 属 
于 不 同 的 射线 ， 则 说 点 4 和 下 在 点 口 的 异 侧 . 

为 了 证 明定 理 1.3， 首 先 证 上 明 下 面 闫 于 四 后 位 置 关系 的 定 
H, 

定理 1.2 可 果 点 C 在 线段 AD 上 上 ， 点 8 在 线段 ACE, 
则 后 蕊 在 线段 BD 上， 点 B 在 线段 AD 上 ， 

证 明 因为 点 尼 介 于 点 各 和 了 之 间 ， (图 3:10 根据 公 

AL, ¿a C ASK AD 为 两 繁 射线 ，4 、 卫 在 两 条 不 同 的 射线 
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E, WBA, DECIR. 


AAA BAT AA CZN, 4 B c D 
HESE, Ma CREA, 

BB], WA. BEC HRM. 图 3.1 

Hit, ABADEA CHRN, MACAT B. DA, TE 
点 忆 在 线段 BD 上 ， 


Ë] AC atTAE BID), HA BPE CHI ID ZI, 
W yE, C. DEA B BIB. XEMWMABATAMCZ 
jl, WAAN C 8 à B Bi 5408, BrPELA ARD E 8 B BJ EW, 
HIE, ABATA, DZE BABERE ADE, 

EX ”如果 一 个 所 集合 中 的 任意 两 点 都 规定 了 前 后 顺 订 ， 
并 且 满 足 忧 递 条 件 : MRE PEREZA B. C, RARE B 
的 前 面 ， 点 了 在 点 CC 的 前 面 ， 如 点 起 在 吉 忆 的 前 面 。 就 说 这 个 
点 集合 是 有 序 的 党 合 ， 

定理 1,3 直线 上 的 点 是 有 序 的 。 

我 们 先 规 定 宜 线 上 点 的 前 后 关系 。 设 一 条 直线 被 定点 口 分 
为 责 条 射线 ， 把 其 中 之 一 叫做 第 一 条 ， 另 一 条 叫 向 第 二 条 . 我 
们 规定 ， 如 果 直 钱 上 任意 两 点 A、B， 满 是 下 面条 性 之 一 ， 则 
KAAF BEANE, WHA BE AREE (图 3.2) , 
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(1) AART 2, Imak BE A. O Zl]; 

(2) KRAMWT235 £. ü ya B 5 A O HF 

(3) AAB38538, HW BDM P SR 

(4) 点 4 与 点 口 相 同 ， 而 点 卫 属 于 第 二 条 ， 

(D RABTA, EMO., B2, 

其 次 证 明 规 定 的 前 后 关系 满足 传递 性 。 CAAF BAR 
面 ， 玫 在 上 的 前 面 ， 求 证 4 在 已 的 前 面 ， 

HECHA 点 4.3,.C 只 能 有 下 面 四 种 情 沈 《图 3.3) ， 
我 们 用 救 举 归纳 法 证 明 奶 下 ， 

CiD) HA, B, CREB- HRE. 

假设 都 在 第 一 条 射 维 上， 因为 点 存在 B 的 前 面 ， 所 8B 在 
的 租 面 ， 即 感 B rFa, OZB], ACATAB, O BJ. # 
据 定 理 1,2, MACHTA, OZEL, PH EL ZA A ZE PA C BJ pM, 

同 理 可 证 点 区 ，B、C 都 在 第 二 条 射线 上 的 情形 , 

(ii) m A. B 在 第 一 条 射线 上 ， 点 CC 在 第 二 条 射线 上 ， 
或 与 操 怠 相同 。 搜 顺序 规定 ， 显 然 点 4 在 必 的 前 面 。 

Ci》 点 有 妇 在 第 一 条 射线 上 上， 点 BB 在 第 二 条 射线 上 或 与 所 
O 相同 ， 而 点 C 在 第 二 条 射 纺 上 。 证 法 与 (iij) 相同 . 

(iv》 感 站 与 点 OQ 相 局 ， 点 B 和 忆 在 第 二 条 射线 上 。 显 然 
点 如 在 C 的 前 面 。 

关于 点 A, B, C 的 位 置 ， 除 上 面 四 种 和 情况 外 ， 其 它 假设 
都 与 烦 序 规定 ( T) 一 ( 51) 了 矛 拓 。 传 递 性 得 证 。 

如 果 把 上 述 的 第 一 条 射线 叫做 第 二 条 ， 第 二 委 叫 做 第 一 
条 ， 这 时 规定 的 师 序 和 原来 的 相反 。 

根据 公理 Is， 直线 上 任意 两 点 之 间 有 至 少 在 在 一 个 点 ， 所 以 
直线 上 的 点 是 稠密 的 。 又 由 定理 1.3 知 道 它们 又 是 有 序 的 。 

定义 规定 了 点 的 顺序 的 直线 叫 枯 有 向 直 钱 ， 方 向 是 由 前 
点 指向 后 点 (由 前 向 后 }， 

2 是 面 上 点 的 位 置 关 系 


+ fi 


平面 上 点 的 位 置 关 系 ， 主 要 是 解决 真 线 或 图 形 将 平面 划分 
成 凸 、 旧 区域 ， 也 及 与 区 域 有 关 的 同 信 与 异 俩 、 内 部 与 外 部 等 
位 置 关系 ， 

定义 ”和 任意 有 限 个 点 ， 或 者 是 无 限 个 点 的 集合 叫做 面 形 。 
平面 几何 的 研究 对 象 是 平面 图 形 。 

定义 ”依次 连结 有 限 个 所 A BCe, LIM, N HRB AB. 
BC. CD... EMH、MN 的 全 体 叫 做 折线 ， 用 符号 ABCD LMN 
UR. AA A 3 NIN BYP AUS a SA B. C. +. M 吧 做 折线 
HMA, PRB MH REA. 

一 条 线段 可 以 看 作 是 最 简单 的 扩 线 . 

定义 ”如果 某 图 形 下 将 平面 上 不 属于 F 的 所 有 点 分 成 两 
类 ， 使 同类 的 任意 两 点 能 够 用 与 图 形 下 没有 公共 点 的 折线 相连 
绍 , 不 同类 的 任意 两 点 不 能 用 这 样 的 折线 相连 结 , 就 说 图 形 下 把 
平面 分 成 两 个 区 域 ( 熙 3,4? ,如 果 某 个 区 域 
的 任何 商 点 都 能 用 与 图 形 下 没有 公共 点 的 


一 个 线段 连结 ， 则 这 个 区 域 叫 数 凸 区 域 ， /CS 
B AR. z 
根据 公理 了 与 区 域 的 定义 ， 我 们 立刻 f 


推出 下 面 的 定理 。 
定理 1,，4 平面 上 的 每 条 站 线 都 把 平 图 3 "4 
面 分 威 酚 个 凸 区 域 ， 
定 尺 ”直线 将 平面 分 成 两 个 区 域 ， 每 一 个 都 叫 敌 以 直线 为 
并 的 尘 平 面 。 如 果 两 点 在 向 一 个 举 平 面 上 ， 就 说 它们 在 直线 的 
同 侧 ， 如 果 两 点 在 不 同 的 半 平 面 上 ， 就 说 它们 在 直线 的 异 侧 ， 
定理 1. 5 两 条 相交 的 直线 把 平面 分 成 四 个 凸 区 域 ， 
定义 ”有 公共 端 太 0O ， 但 不 属于 同一 直线 的 两 条 射线 OA、 
OB (RHR h. O RA, MLAKA O 表示。 射线 
OA. OB [或 h. k) 叫 敌 角 的 边 ; 点 O 叫做 角 的 顶点， 
定理 1, 6 角 把 平面 分 成 商 个 区 域 ， 其 中 一 个 是 上 晤 区 域 ， 
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男 一 个 是 问 区 域 . 

证 明 设 角 的 两 边 汶 有 及、 无 ， 顶 点 为 O (FBJ3, 5) 。 我 们 
来 证 月 人 (4,k》 把 平面 分 成 一 个 
f P kan — 1 BIC E, 

ARK h. k 的 延 线 分 别 为 
hin ki hhi 所 在 直线 分 平面 为 
1 、1 两 个 半 平 面 ， 所 在 直线 
分 平面 为 A. À: P T ÉE E], , 

hhi, kk; 一 直线 把 平面 上 不 
属 王 角 的 所 有 点 分 成 两 类 。 即 

1 ， 同 时 属于 ?1 积 1 的 点 为 第 一 类 ， 即 1 和 和 4 的 公共 部 
As MARD: 

j: 所 有 其 作 的 扎 为 第 二 类 ， Bi m Ej 和 所 有 的 上 成， 用 MmU A 
表示 ， 

《1》 证 明 这 两 类 点 是 不 同 的 区 域 . 

回 一 烽 的 任意 西点 可 用 与 胡 不 相交 的 折 钱 连 缚 ， 

FA, BERT IŽ n HAEA, | 

HHA BARRT ú XARRAT A, HEEM 2 ffi 4 En, 
区 域 ， 所 以 连结 A、B 的 线段 AB 必 不 与 两 条 界线 hhi R kk 相 
3, Pr DL AB ABARRE. 

F An B, EMF IŽ .01 的 任意 两 点 ， 

在 射线 上 上任 取 点 Hl， 则 HH; ETEEN å. AA AH: 与 
hi 相交， 所 以 不 能 再 与 半 线 h 相交， 又 A, 可 能 属于 站 或 各， 
# A, 属于 1, WA. Hi 亲属 于 ir AH 不 能 与 相交; E 
ART no, Et AH 除 Hi 外 的 所 有 点 都 属于 m, HH k 
BO 外 所 有 氮 都 属于 妇 ， 于 以 AH TAG kA., AA, 2k 
Et BH peN h W. BHE, An BR 可 以 用 与 角 木 相交 的 折 
AHB, 

不 同类 的 任意 两 点 不 能 用 与 角 不 相交 的 折线 连结 : 
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取 4 和 4 分 别 是 类 和 工 类 中 的 尾 意 点 ， 如 果 穴 在 与 角 不 
相交 的 折线 连结 A, A, WARN A, 必 在 同一 类 中 ， 这 与 取 法 
下 证. 

( 2) WER RIE WÀ he 589, QUA R: [DN , 

区 域 吊 是 是 的 ， 开 头 已 证 明 ， 

H. KAn E izu h 、 太 上 的 一 成 ，P 了 、Q 是 线段 HK 两 
WEEER EAP, QER nUl WA, EP. Q 不 能 用 
BATHE- RRR EH, MA Ui E ti 08. 

EX AEFEHDERHATEKIEP, hE y i fg iA 
SR, MEI m G N. 

EX PERRI ARSH r: 5 DN DA A bia pA BJ = 3⁄ 28 Ez Br 
HRPE Jn = Ja. = i FA WI s, = 322 Ez lin. VL 
J EY KA IN AA. DN MIP SÓ2K BCE EK hi Zh, MAZAH 
AAs jD SEM PE QE hu fi, HIM Zf Bh fa. PAA 
戌 的 按时 人 微 该 项 所 的 对 边 。 顶 点 为 &、 吾 、C 的 三 角形 用 入 4 三 
R. 

仿照 前 定理 的 证 法 可 推出 ， 

定理 1, 7 三 角形 把 平面 分 成 上 则 的 和 耶 的 两 个 区 域 ， 

定 疼 ”三 角形 把 平面 分 成 的 则 区 域 叫做 三 角形 的 内 部 ; 把 
平面 分 成 的 四 区 域 叫 做 三 角形 的 外 部 . 

EEL 7 可 以 推广 到 凸 多 边 形 的 情形 ， 

定义 ”两 端点 相同 前 折 线 ABC:…LA (HATO PHR 
HEREDA, GA. B. C. B| AE AME, ,线段 
AB. BC. +. LAWA Z DERA., EAA 3D1TN AA BU SR Ez mi 
做 对 角 线 ， 

EX 如 果 一 个 多 边 形 的 顶点 各 个 不 同 ， 它 的 任 一 边 肉 不 
含有 顶点 ， 耐 且 它 的 任意 两 边 没有 公共 的 内 点 ， 则 这 样 的 包 边 
ENRE ESAE. 

RIT AA S AE RR 52 ER a TA AER: 
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定理 1. 8 简单 和 多边形 把 平面 分 成 两 个 区 域 ， 其 中 一 个 区 
域 存 在 整个 直线 ， 面 另 一 个 区 域 不 存在 整个 直线 ， 

定义 ”简单 多 边 形 分 平面 所 成 的 两 个 区 域 中 ， 不 包含 整个 
站 强 的 区 城 ， 岂 做 该 和 多边形 的 肉 部， 而 另 一 个 区 域 叫 烙 防 多 边 
形 的 外 部 ， 如 果 内 部 区 域 是 凸 的 ， 这 个 多 边 形 叫 知 凸 和 多边形 ; 
+ W| ii z l] 2 F, 

根据 以 上 的 事实 ， 可 以 推出 下 面 的 三 角形 与 十 线 相 交 的 重 
要 定理 . 

定理 ]. 9 《 帕 七 命题 ) 如 果 不 通 过 三 角形 项 点 的 直线 种 三 
角形 一 边 相交 ， 那 么 它 必 与 且 羽 与 男 两 过 之 一 相 闪 ， 

证 明 已 知 俯 AB8C, 直 线 a 不 通过 顶点 A4、B、C, 且 与 一 边 
ACHE. 

因为 直线 a 与 4C 这 相交 ， 根 据 定 l GA. CEER 
a 的 异 侧 。 因 为 点 BB 不 在 直线 a 上， 点 BB 的 位 置 有 两 种 可 能 ， 
点 和 及 在 直线 a AFA., RA BAAR a 的 异 便 。 若 点 
BH ARAH a 的 同 稠 ， 则 点 B 和 CC 必 在 直 绥 a 的 异 人 出， 所 以 
直线 a 与 BC 边 相 交 但 不 与 BA WE. FA B TH A #£ ÉE SK a 的 
异 侧 ， 划 点 B 和 Cc 在 直线 9 的 同 侧 ; 所 以 直线 0 SABH IHY, 
但 不 与 BC 边 相 交 ， 

这 个 定理 在 希 尔 伯 特 所 著 的 《几何 基础 了》 有 里， 被 列 为 顺序 
公理 之 一 米 代 圭 平 面 划 分 公理 b 而 公理 I, 只 是 它 的 一 个 推论 
被 列 为 定理 . 

定理 1.10 ”如果 一 条 直线 通过 三 角形 一 个 顶点 和 三 角形 内 
部 一 点 ， 那 么 这 条 直线 避 与 对 边 相 交 ， 

3 平面 上 过 一 点 射线 的 位 置 关系 

利用 直角 上 点 的 顺序 关系 ， 可 以 建立 以 一 个 前 的 项 已 为 症 
点 号 在 角 殉 部 的 所 有 射线 的 顺序 关系 ， 

己 知 二 AOB， 根 据 定 理 1,.10， 以 OQ 点 为 端点 且 在 角 内 部 的 
所 有 射线 都 与 端点 在 边 上 的 线段 AB 相交 Bj 3k, A EZ AB 
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上 每 一 个 内 点 都 瞧 一 的 决定 一 条 以 QO 为 端点 且 在 前 内 部 的 对 
线 。 这 梓 ， 以 O 点 为 端点 上 且 在 角 内 部 的 射线 与 线段 AB 上 前 点 
建立 了 一 一 对 应 关系 。 

根据 定理 1.3， 线 段 AB ERA C. D. E e, n[bPtzE r BU 
后 顺序 。 我 们 规定 : FACED HRE ADEE BJ BHI, N& 
说 射线 OC 在 射线 OD 的 前 面 ， 射 线 OD 在 射线 OE 的 前 面 。 这 
样 ， 了 所 有 射线 都 可 以 规定 前 后 顺序 并且 满足 传递 性 {图 3.6)， 


nZ. 
， C 
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PH3 7 | 
利用 角 内 射线 的 顺序 ， 可 以 将 尘 平 面 上 且 以 界线 AB 上 一 
所 口 为 端 扎 的 所 有 射线 建立 前 后 顺序 {图 3,7)， 
1:3 运动 公理 及 其 推论 
几何 图 形 之 间 存 在 着 运动 关系 ， 也 叫 居 和 亚 合 关系 。 
运动 关系 通常 叙述 为 《“… 灾 为 …” 或 edee 
平面 上 的 运动 关系 满足 下 列 六 条 公理 ， 
AEL 运动 把 点 变 为 点 ,把 直线 变 为 直线 ,并 日 保持 结合 
关系 和 顺序 关系 。 
这 就 是 说 ， 对 于 太志 和 和 运动 T 必 有 对 应 点 4 ， 梧 点 A 变 
为 A; 对 于 直线 a 和 运动 了 必 有 对 应 直线 ar, Ba Ha, 
车 成 4 在 直线 a 上， 运动 后 A/ 必 在 直线 a 上 上 ， 即 保持 结合 关 
A. FAA, B, CF a F. 且 点 8 在 A、C 之 间 ， 运 动 后 
A. B, CHEER d t, HERA B EA, C zE, E 
保持 介 于 关系 。 因 此 ， 我 们 可 以 排出 : 
定理 1,11 苦 动 把 线段 、 射 线 。 胖 平面 仍然 变 为 线段 、 射 
~ 8 >» 


线 、 半 平面 ， 

REL 存在 这 样 的 运动 ， 把 每 一 个 点 ， 每 一 条 直线 变 为 
EH. 

Ex ERTAMI- ARTAR P HR PK s W| ük Ta 
运动 。 
定义 ”如果 运动 Ti 把 任 一 点 M 变 为 点 M '， 运 动 T; 叉 把 
AM 变 汶 点 M”"， 这 两 个 运动 依次 进行 的 结果 就 把 每 个 操 放 变 
为 点 M7"， 这 两 个 这 动 依次 进行 的 结果 叫做 两 个 运动 的 积 。、 记 
He pora, 

REL 任意 两 个 运动 的 乘积 是 运动 。 对 于 每 个 运动 必 在 
在 另 一 个 运动 ， 使 这 两 个 运动 的 积 是 恒 等 运 动 。 

公理 后 半 部 分 是 说 ， 运 动 卫 把 点 而 变 为 点 M ， 而 运动 
LESM EHA JM, BATS T WRAT r RESE, 
BrO OAT AHE, 

公理 二 ;和 和 说 明 平 面 上 全 部 运动 构成 知 《变换 群 的 概念 
在 第 下 章 讲 ) 。 

公理 了 LR e sh 8 b RIRA E PUJ WQ a. 238 E MUJ 
REHE- ARMEER, 

REL WFA, B, CR- BDE PTEN- EREHE 
As MEFE- S i RER TNR A P — Ei 
JÉ: 

(1) ÄÄ AJOLA”; 

(2) A BADA MaaC AIR 上 的 某 一 点 了 ， 
即 射 线 AB 变 为 射线 A B, 

(3) 点 C 变 为 射线 天 已 知 一 铺 的 某 一 点 C 

公理 和 存在 运动 把 线段 AB EH BA; +B 2 ZE j 23 TE 
Z AOB3F2J Z BOA, 

就 是 说 ， 存 在 把 线段 和 角 翻 转 而 又 合 的 运动 ， 

有 的 书 不 用 运动 公理， 而 采用 与 其 等 价 的 人 台 同 公理 组 ， 
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运动 公理 的 主要 作用 是 进行 图形 间 的 比较 ， 解 决 图 形 相 等 
和 不 等 的 问题 

报 据 过 动 公理 所 建立 的 一 系列 定义 和 定理 都 是 大 家 很 熟悉 
的 ， 它 们 在 中 学 教材 或 其 他 初等 几何 教材 中 都 有 论述 ， 但 为 了 
了 了 和解 运动 公理 的 作用 ， 了 解 各 个 定理 之 间 的 逻 输 相关 性 ， 以 及 
后 两 节 建 立 欧 氏 几 何 和 罗氏 纪 和 何 的 需要 ， 必 须 把 其 中 一 些 主要 
的 定义 和 定理 列举 内 来 。 为 了 节省 篇 幅 ， 只 对 其 中 较 典 型 前 或 
与 其 他 教材 在 证 胡 上 有 原由 区 别 的 加 以 未 范 性 的 证 明 ， 其 他 就 
不 再 证 阴 。 其 他 各 节 有 类 似 情 况 的 也 照 此 处 理 ， 

1 关于 图 形 相 等 

定义 ”如 果 图 形 存 在 运动 使 图 形 与 F' 县 合 ， 则 说 图 形 
上 相等 于 上 上 ', 或 图 形 上 全 等 于 F'， 图 形 相等 用 FF 二 F/' 或 F Ar” 

根据 公理 N. ;可 以 推出 图 形 术 等 的 三 个 性 质 ， 

i RAR: 每 个 图 形 F 与 本 身 相 等 . 

事实 上 ， 恒 等 运动 把 图 形 P 变 为 本 身 。 公理 W; 使 线段 
AB= BA, ZAOB = Z BOA, 

2° 对 称 性 ， W RREPRHETF WPEDEF;38583F.. 

事实 土 ， 如 果 运 玛 卫 把 图 形 Fi 变 为 F;， 则 了 的 道 运 动 p-' 
把 图 形 F: H Fj. 

3° 传递 性 如 果 图 形 F, 相等 于 图 形 F,， 图 形 Ps 相等 于 
HE Fa MEAE Fi 相等 于 图 形 F;， 

事实 上 ,运动 Ti 把 图 形 F, 恋 为 Fa， 运动 P: 把 图 形 F, ¥ 
为 Fi;， 则 两 个 运动 的 积 T; r, 把 图 EF EYEE R, 

相等 是 一 个 等 价 关 系 ， 根 据 它 可 以 把 图 形 分 成 等 价 类 ， 

定理 1'.12 在 一 条 射线 上 有 且 只 有 一 点 ， 使 它 与 端点 构成 
的 线段 等 于 已 知 线 段 ， 

证 明 FEH., 已 知 线段 48 和 端点 为 A 的 射线 hh。 根据 


a Qj +» 


公理 下 *， 存 在 运动 卫 反 点 和 蛮 为 4， 把 点 吾 变 为 射线 站 E- 
A B, TÆ AB AB, 

唯一 性 : 假定 在 h 上 存在 不 Fl PE Bı, B2, {E 及 Bi = AB, 
AB:= AB, 根据 相等 的 对 称 性 和 传递 人 性 得 出 AB = AB, H 
E, BESEL 存在 运动 把 点 4 TATH, EA B 变 为 B: 
但 这 个 运动 把 射线 六 变 为 本 英 ， 这 与 公理 下 应 保持 射线 上 的 点 
本 谈 的 事实 相 序 盾 ， 所 以 点 Bi 与 B, 不 可 能 不 同 ， 

定理 1:13 已 向 点 B 介 于 点 A. C ZË), 点 BATA 
Ar. C Zi. 如 采 三 对 线段 AB. A'B’, BC 与 B'C’, AC 
与 AC 中 有 再 对 相 锋 ， 则 另 一 对 也 相等 ， 

这 个 定理 可 根据 公理 直 和 定理 1,12 来 证 明 . 

定理 1.14 在 射线 的 已 知 一 侧 有 且 上 只 有 一 条 射线 使 与 已 知 
射线 构 威 的 彰 等 于 已 知 钊 ， 

这 全 定理 可 根据 公理 下 ;来 证 明 ， 

定理 1.15 BA OC 在 AOB KHAR, Ha O'C' 在 
LA O'B' HRR. WEZA A 人 AOB 与 ZAO BI, Z BOC 
ŅZB'O'C, LAO SZA O'C 中 有 两 对 相等 ， 则 另 一 对 和 
也 相等 。 

这 个 定理 可 仿 轩 定理 1.13 证 明 . 

定 关 ”两 个 角 有 一 个 公共 端点 和 一 条 公共 边 ， 且 另 两 边 互 
AES, X< DS TH nik H 2535 +F f. 

EX BH rB, TABHAIR p k 5 —- 4 f BUT 
RU, REAA Mi 


mA. p B, 
定理 1.16 等 前 的 A 

邻 补 角 相 等 ， ~ < 
证 明 已 知人 人 40B 

= Z AíO1B1.. Z BOC E: 43 + 8 


ZAOB AHA, ABOC: 是 人 A4101B1 BJ Ff (3.8), 


a Rj * 


因为 人 AO0B = ADIB:， 必 存在 运动 把 射线 OA TAHR 
CA, WH DB 变 为 射线 0B,， 根 据 和 公理 了 ,这 个 运动 把 射 
线 OC AE F Atk OC, 因此 运动 把 BOC TA A BOC, 所 以 
ZÉ BOC 一 í BOC; 

定理 1t.17 对 项 角 相 等 。 

定 兴 ”一 个 节 与 它 的 邻 补 角 相 等 ， 这 个 角 叫 做 直角 

定理 1.18 直 关 存在， 并且 所 有 直角 都 相等 ， 

证 明 ”存在 性 取 直 线 4 中 及 其 一 情 的 一 点 C 《图 3.9) , 


Ci 


HEZHI:, fp BB 8 A PE AB AEH, EACE 
为 直线 AB 另 一 侧 的 一 点 C'。 过 结 线 段 CC'， 它 必 与 直线 AP 
交 于 一 点 上 .根据 公理 古 ， 这 个 运动 将 点 OG 和 射线 OB 变 为 本 
身 ， 因 此 将 BOC 33) ABOC, Br Z BOC= / BOC. AA 
Z BOC 等 于 它 的 分 补 角 ， 所 以 是 直角 ， 

证 明 相 等 :已 扼 BOC 与 人 BIOC1 是 任意 两 个 下 季候 
设 BOC BOC, 根据 定理 1.14， 在 射线 O B, É C AM 
在 的 一 人 出， 必 存 在 射线 OC, 使 人 BOC2= 人 BOC， 且 射线 
O C; 与 O,C, 不 同 ， 不 仿 设 射线 O C, E Z B O G, 的 内 部 。 由 
Z AOC = 人 BOC 及 定理 1.16 得 人 AO0C = — B:O C; = 人 O00 
因为 ZB0C = AIOC:， 存 在 运动 将 射线 DB EA 
射线 DA， 射线 OC 变 为 本 身 ， 同 时 将 射线 OC: A 
ADOC 内 部 的 一 条 射线 O,Cs, Pr 1 Z B.O C; = AOC, 


+ 85 * 


于 是 Z AG = .43， 这 样 就 有 Z AOC = AOC 
Z AOC = ZAO C, XEM 1.14 FA, 所 以 BOC = 
Z BOC. 
(2) ese. WAF 

EX ”两 条 相交 直线 ， 它 们 交点 分 成 的 射线 所 构成 的 朋 有 
一 个 是 和 直角， 这 两 条 直 钱 叫做 互相 三 站 的 直线 ， 简 称 垂 线 ， 用 
记号 “1” 表示， 例如 alb, ABLCD 等 . 

定理 1.19 过 已 类 点 右 旦 只 有 一 条 直线 垂直 于 已 苑 直线 ， 

证 明 存在 性 如果 已 知 点 4 在 直线 PP 上 ,根据 定理 
1.14， 在 中 P 分 成 的 一 个 半 平 面 上 ,存在 射线 AQ, Ë Z P AQ 35 
TEM. AQBr#E RJ 8 2k Q” Q 
既 过 点 和 又 垂直 于 直 钱 P” P 

《图 3,107 . 

如 果 点 各 不 在 直线 P” P 
上 ， 存 在 运动 使 直线 P’ PÆ 
RAH, HAARR E 
平面 上 一 点 A 。 连 绪 直线 图 3"10 
44“， 它 与 直线 P"P 交 于 虚 Hi, H AA | 直线 PP. ZiR 
F. RAJK Z AH P3AE32) ZA HIP, Br UU Z AH P = ZA'HIP, 

ME—4kE. — RAKE. aI AES PP 上 {图 3.10 
(1)) .假设 存在 两 条 直线 4Q 和 AQ: 同时 垂直 于 直线 P'P， 则 
对 于 射线 AP!' 来 说 ,在 问 一 兴 平 面 上 同时 存在 射线 AQ 和 AQ 使 
ZP AQ = Z/P AQ =d, 这 与 定理 1.14 了 矛盾 ， 所 以 过 点 4 的 重 
线 是 唯 -- 的 ， 

如 果 点 4 不 在 直线 PP 上 ， 假 设 存 在 两 条 直线 AH: 和 AH; 
间 了 时 垂直 于 PP (3.102) 。 存 在 运动 将 直线 P” P 变 成 本 
身 ， 将 点 生变 成 另 一 半 平 面 上 -- 战 4 。 于 是 射线 HA4 变 为 
H.A”, 射线 HzA 变 成 射线 HA 。 国 为 二 AH:P = Z A'H;P = 4, 
WLA, Ha AHER, EJAAN A 连结 了 下 条 不 局 的 站 
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线 ， 这 与 公理 hF. PAIA ARER E — BU. 

定义 ” 招 直线 上 的 每 一 点 变 为 本 身 ， 把 不 在 直线 4 上 的 
任意 点 各 变 成 与 它 在 直线 4 BARA A 的 运动 ， 叫 散 轴 对 
称 或 直 钱 反射 ,直线 a 叫做 对 称 轴 , 点 上 HA MARTAS a 
的 对 称 上 点。 图形. 上 所 有 点 的 对 称 点 构成 的 图 形 F', M| S 
直线 0 的 对 称 图 形 ， 

显然 两 个 对 称 图 形 全 等 。、 如 果 AA 与 吉 线 a 3 KH, 
ill HA= HA', AA’ a, 

(3) 三 角形 的 全 等 

定义 ”全 等 三 角形 中 ， 可 以 互相 郑 合 的 边 岂 柚 对 应 边 ， 可 
以 互相 闭合 的 角 则 人 散 对 应 角 ， 

定理 1,20 《三 角形 全 等 的 第 一 判定 定理 ) 如 果 两 个 三 
形 的 两 边 和 它们 的 炎 和 角 对 应 相等 ， 则 两 个 三 骨 形 全 等 ， 

定理 1.2] ”(《 三 角形 全 等 的 第 二 判定 定理 ) 如 果 两 个 三 角 
形 的 两 角 和 它们 严 边 对 应 相等 ， 则 这 两 个 三 角形 全 等 . 

推论 ”如 果 两 直角 三 骨 形 中 ， 揣 边 和 一 韭 直角 的 内 角 对 应 
相等 ， 则 这 两 个 三 角形 全 等 . 

本 尖 理 可 根据 运动 和 垂 线 唯 一 性 来 证 明 ， 

(4) 线段 的 中 点 写 角 的 平分 线 

定 多 ”如果 点 口 在 线段 4B 内 部 ， 且 4O =OB,， 则 点 口 叫做 
线段 的 中 点 ， 

EX MRITA OC 在 403 内 部 ， 且 4OC = Z BOC, 
则 射线 OC 叫做 忆 4OBE 的 平分 线 。 


点。 
证 明 ”者 相手 CIRE AB, HA 
态 、B 分 别 作 AC | AB, BD_ | AB, HAC= 
BD, C. D ERA ABI e (da3. 109. 
ECD, HTC. DERRABA, CD EER AB 交 
a A7 . 


于 点 QO。 根据 定理 1.20, 信 CAB 和信 DBA, 由 此 得 BC = AD, WE 
据 定 理 1.15, 可 知 ACBD = ,ACAD, 再 根据 定理 1,231， 信 BCD'2 
六 ADC， 由 此 得 ACD = ZBDC, 根据 定理 1.21 AAC0= 
ABDO, MWAO = OB. 

AA., BAREO HKKM., BEA, BERO H Eg, 
根据 定理 1,12 和 OA =O8， 则 4、B 必 相同 ， 这 与 已 知 了 矛盾 ， 
Hit. KOA., BZ. SETIR, AO 是 线段 AB 的 
中 点 ， 

唯一 性 ， 用 反 证 法 .假设 线段 AB 有 两 个 中 点 加 及 口 :。 设 
RO ERROR (或 OA) Z J. AA AO = OB， 网 存在 运动 
把 凡人 Q 变 为 本 映 ， 把 线段 0B EE OA, AO THA On HA 
O, # AQ 之 间 。 因 为 点 Qi1.0; 在 线段 AB ZE, MAOO: 
RARAN. Z AO. =O1B，0O1B =O;A, 所 以 A0 = 4D，, 这 与 
定理 1.12 了 矛盾， 因此 ， 中 点 是 唯一 的 ， 

定理 1,23 每 个 戎 有 且 只 市 一 条 平分 钱 。 

这 个 定理 可 归结 为 线段 中 点 的 存在 和 


唯一 性 来 证 明 ，。 妇 图 3.,12， 取 OA = OB, 
CHABH, MOCHTAR. 
(5) SETAE HER ° e 
EX 有 两 条 边 相 等 的 三 角形 叫做 等 3 


E= fh. MIRAMAR, Ay 
做 底 边 ， 展 边 与 采 构 成 的 角 叫 做 底 角 ， 底 图 3，12 
边 的 对 角 刘 做 顶 负 ， 
定义 ”从 三 角形 的 一 个 顶点 向 对 边 引 儿 绪 ， 从 顶点 到 垂 足 
鸭 线 段 ， 叫 做 三 角形 的 高 ; 三 角形 一 个 角 的 平分 线 与 对 边 相 
变 ， 从 顶点 到 对 边 的 线段 ， 叫 做 三 角形 的 免 平 分 钱 ， 连 结 三 角 
形 -~- 个 佣 的 项 点 各 它 对 边 的 中 点 的 线段 ， 叫 做 三 角形 的 中 线 ， 
ESAERA MTAA: 
定理 ],24 “PE JE BJ S 844238. Kh 3E i Ba 48 AMH 
a 8 .- 


等 的 二 角形 是 等 属 三 角形 。 

定理 1.25 活 乱 三 角形 底 边 上 的 高 、 中 线 和 顶 角 平分 线 是 
同一 条 线段 ， 

这 个 定理 可 用 同一 法 证 明 ， 

根据 等 属 三 角形 恬 质 可 以 证 明 下 一 定理 : 

定理 1.26 ( 兰 角形 全 等 的 第 三 判定 定理 ) 如 果 三 角形 三 条 
边 对 应 相等 ， 则 两 三 角形 全 等 ， 

2 ” 涛 乎 图 形 不 等 的 定理 

定义 已 知 两 条 线段 AB 与 5 也 ， 存 在 运动 把 点 C 变 为 点 
A, NER CDF H PPLPRAB, GD 363 SA D Y. 如果 点 D' 在 A、B 
之 间 ， 则 说 线段 CD 小 于 线段 4B， 记 作 CD 一 4B; 如果 点 于 在 
4 .也 之 间 ， 则 说 线段 CD 六 于 线段 4B， 记 作 CD> AB, 

(i) 如 果 4B<CDP， 刚 CD AB; 

Cii) $H AB =A'B', CD=-C'D'’, AB< CD, W 
A’ B’ <C’ D’; 

(iii) WE AB<CD, CD<EF, JAB EF, 

类 似 地 可 以 定义 角 的 大 小 . 

有 限 个 线段 可 以 进行 加 减 。 已 知 线段 48. CD， 在 射线 AB 
HEREA D, j BD: =CD， 则 说 线段 AD” 是 AB 与 CD 
的 和 ， 论 作 A#4B+CD = AD’. 如 果 AB>>CD， 在 AB 上 取 点 D”， 
使 DB = CD, MNRE AD” R. AB E CD 


HÆ, 记 作 AB- CD= AD’*( 图 3.13)， ë n 
KREM. ZEX, YUA p 

任意 有 限 人 全。 但 进行 减法 运算 时 ， 被 减 “ ü 2! 

线段 应 大 于 减 线 有 段 ， 图 3。13 


类 似 地 可 以 定义 角 的 和 、 差 概念 ， 但 须 注 意 ， 按 有 照 定义 ， 
角 的 大 小 指 角 内 部 的 大 小 ， 不 包括 誉 遂 几 信教 材 里 的 平角 ， 也 
不 包括 那里 的 优 角 ， 因 此 不 是 任意 两 个 角 都 能 相 加 ， 只 有 相 如 
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后 其 和 小 于 二 直角 的 才 有 意义 ， 为 了 使 角 的 加 被 运算 总 能 进 
行 ， 以 后 还 需 书 充 角 的 概念 。 

关于 图 形 不 等 的 定理 是 比较 多 的 ， 以 下 我 们 仅 列 出 一 些 重 
要 而 且 常 用 的 定理 ， 说 明 运 动 公 


理 的 作用 ， No7 
(1) 522444 52 5332. . 

角 不 等 定理 A B Ë 
定理 1.27 (jp ey = 图 3 + 14 


fJ Bj py KF 2 AS 3H3BBJ EAA. 

证 上 明 已 知人 4BC， 外 和 角 二 CBE 《图 3.14) , 

至 BC 这 前 中 成 口 ， 从 所 站 过 口 引 射线 409， 取 OD =04， 
AORA, DZ]. 

BIN A D Ye BE EHS BC BJ nj W, 点 了 与 射线 BC 
在 直线 4B 的 同 船 ， 所 以 射线 BD 在 LCBE 的 内 部 ， 因 此 
ZCBE> /CBD. 

又 4D =OD，BO =OC, Z AOC - ZDOB, 根据 定理 1 ,20， 
AAOC ADOB, 头 此 CDBD = /AACB， 因 为 CBE>> /CBD, 
ZCBD -ACEB。 所 以 得 到 ZCBE> Z ACB, W Z/CBB 的 对 顶 
AA ABRA O, EEEREN iE CBE > 人 CAB. 

HER šE == fl JE tb $M EARRA E. 

定理 1.28 在 三 角形 中 ， 较 天 的 边 所 对 的 前 较 大 ， 反之 较 
大 的 角 所 对 的 边 也 较 大 ， 

这 个 定理 可 根据 等 膛 二 角形 和 定理 1.27 证 明 ， 

定理 1.29 在 三 角形 中 ， 每 一 边 者 小 于 男 两 边 的 种， 而 天 
T5 08182, 

定理 1.30 在 两 个 三 角形 中 ， 有 两 对 对 应 边 相 等 ， 但 其 夹 
角 不 等 ， 较 大 习 第 所 对 的 边 较 大 ， 友 之 ， 较 大 边 所 对 的 夹 前 也 
3 K. 

(2) ÆHKHREA. PHRA FB 3 BJ i 


. Jff a 


EX MER ajb MAHER SER, EE B, X 
引 震 十 射线 与 直线 相交 于 点 Cli、Cs、……。 和 区 线段 AB HMA 
到 直线 a 的 垂直 线段 。 称 ACn AC. eee HAARE a 的 
RRR (简称 射线 )。 分 别称 线段 BC, BC. ee 为 市 线 AC1、 
4Cz、…… 在 直线 a ERES Ag 


3) ， 如 图 3.15 所 示 ， A 
定理 1.31 A PA 8] W #k Bir | BJ 3: SR 

和 斜 线 中 ， 
(i) 二 直线 段 小 于 任何 斜 线 ， C G P G Ga 
GD 南 线 在 直线 上 的 射影 较 大 的 该 

ARER: 反之 斜 线 较 大 的 其 射影 也 大 。 图 3 * 15 


这 个 定理 可 用 外 和 角 定 理 和 定理 1.28 来 证 明 。 

(3) 不 相交 直线 的 存在 

平面 上 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 时 ， 交 出 八 个 角 ， 如 图 
3.16 PR. L IML 3, L24, L5MZ7, Z 6 #i 
L8, WMR A. L203, Z508 38 H] i A $Ë 
M. L3 MA5, Z< 28 Z 8 RRASA. 

定理 1,32 如 果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 构 成 的 同位 
角 相 等 ， 则 商 条 直线 不 相交 。 

证 明 已 知 如 图 3,17， 阁 直线 区 与 直线 nn 相交 于 一 点 局， 
则 1 是 入 4&8C 的 外 角 ， 根 据 外 和 骨 定理 有 1 > 一 2 ， 这 与 已 
其 之 1 = 一 2 矛盾 ， 所 以 直线 由 与 直线 站 不 相交 。 
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定理 1.33 ”如 果 两 条 直线 与 第 三 条 直线 相交 ， 构 成 的 内 错 
闻 相 等 ， 则 两 条 直线 不 相安 。 

1*4 连续 公理 及 其 推论 

连续 公理 主要 是 确定 直线 的 连 急 性 ， 以 及 建立 线段 和 角 的 
上 度量 理论 等 . 

本 书 的 连 急 和 公理 采用 阿 基 米 德 公理 和 康 托 尔 (Cantor) 2 
#, 

ARV ( 阿 基 米 德 公理 ) 设 AB 和 PO 是 任意 两 条 线 
Ez, WRA, An An 0, A, 是 直线 AB 上 上 的 上 点， 局 AEA 
GAE RATA A Z82822, FERE AA!1、AlA;、 
e, A, ARGOS, WFE A WABE A5 A <H 

就 是 说 ， 在 直线 AB 上 ， 从 点 4 到 下 的 方向 依次 截取 线段 
AA. An oee 都 等 于 线段 PO， 最 后 总 有 ARTAB, W 
AA.. >AB, 

公理 V: RRA) 设 在 直线 a 上 存在 线段 的 无 穷 Fr 
到 AB... AB o ， 并 且 后 一 线段 在 前 一 线段 内 部 《可 以 有 
一 端点 重合 ) ， 再 有 ， 不 存在 这 样 的 线段 ， 它 在 所 有 这 些 线段 
的 内 部 。 那 入 在 直线 a 上 必 存 在 而 且 只 存在 一 个 点 C 属于 所 有 
WEA, B, (# AERH) ， 

上 面 讲 过 的 相等 、 大 于 、 小 于 等 关系 ， 都 不 能 解 灵 为 数量 
关系 的 比较 ， 只 有 在 连续 公 蛋 的 作用 下 ， 才 能 解 洪 度量 问题 ， 
首先 根据 阿 基 米 德 公理 建立 线段 长 度 的 存在 和 唯一 的 问题 ， 然 
后 再 根据 康 托 尔 公理 解决 其 道 的 问题 ， 

1 AREER REM 

ES ”如果 每 一 条 线段 对 应 一 个 正 数 ， 并 且 清 足下 面 三 个 
条 件 ， 那 么 这 个 正 数 叫做 线段 的 长 度 ; 

( 1》 相 等 的 线段 对 应 相间 的 正 数 ; 

(2) 如 果 一 条 线段 等 于 另 两 条 线段 的 和 ， 刚 这 条 线段 所 
对 应 的 正 数 等 于 另 两 条 线 眉 所 对 应 正 数 的 和 ， 
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(3) 某 条 线段 对 应 数 1, 

Fi C) 叫做 钱 段 长 度 的 不 变性 ; 条件 (2) 叫做 线段 
长 度 的 可 加 性 ;条 人 性 〈3)》 所 指 的 线段 叫做 单位 线段 . 

定理 1.34 如果 选 定 某 条 线段 作为 单位 线 慨 ， 刚 每 条 线段 
必 存 在 长 度 ， 而 且 是 唯一 的 ， 

证 明 ”线段 长 度 的 存在 性 ， 即 选 定 单位 线段 后 ， 任 意 线段 
对 应 一 个 正 数 ， 并 且 满 足 长 度 定 闵 中 的 条 从 CI) 、 C2), 

首先 ， 选 定单 位 线段 PQ 后 ， 按 下 述 的 度量 程序 ， 使 每 一 
条 线段 AB 对 应 一 个 正 数 ptAB) ,单位 线段 PQ 对 应 正 数 
piP) =I. 

单位 线 没 的 2 "等 分 对 应 如 下 的 正 数 ， 

取 线 段 P&8 的 中 点 口 ， 根 据 条 件 《1)?、《2)》 HER, $ 

p (PO) = p(O Q) 
p(PQ) = p(PO) + p(OQ)5 =2p(PO) =1 
因此， 线段 PO 与 08 对 应 前 正 数 都 等 于 ， 

类 位 地 可 以 得 出 线段 PQ 四 等 分 时 ， 每 一 等 分 线段 所 对 应 
的 正 数 等 于 市 ， 线 段 PQ 的 等 分 时 ， 每 一 等 分 线段 所 对 应 的 
EKSF. 

RIRRRHAB, TAB 所 在 的 直线 上 ， 从 点 和 丰 到 BB 的 方 同 
依次 截取 线段 44:、44、……， 人 使 每 一 条 都 与 PC 相等 、 

WRA. Li B K r, WERA (1) 、(2) 的 要 求 ， 令 

pLAB) = pLAA D tp tALAD) t+ oA i A) En 
这 时 ， 线 段 AB 对 应 的 正 数 等 了 于， 

如 果 点 A. An … 中 任何 一 外 不 与 点 吾 重 合 , 根 据 阿 基 
米 德 公理 ， 存 在 两 点 4, 、4,，:， ESA Br P EI al, X 
AA. AB-ZAA.... BELA plLAA. D =A, pLAAs D n+l, # 
BA (1) + O) HER, MA 

n<pLAB)<n+i 
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用 点 P 再 将 线段 AA c 平分 ， 可 能 出 现下 列 三 种 情况 之 


(i) P i 5 BAO, H 


p( AHB = n + 


38, E AB 所 对 应 的 是 确定 的 正 数 。 
CII) B BEA PZ Bj, B] 
1 


n< p (AB) n + -7 
(iii) 点 在 Pi 与 A. <m w 
H+ y <pCAB) n+ 1 
我 们 把 (iiy 、(iii) 的 不 等 式 统一 号 成 
H + > = p (AB) —“n + 1— °, 
在 {二 ) 的 情况 下 #1=0, £,=13 M EGHOBBER-Fe = 1, z, = 0, 
现在 把 入; 记 与 Pi , R S 48 BAMAR Pia 5] gt Sr n) 5 BP 
表示 : 将 靠近 4 的 一 端 用 对 :表示 ， 将 靠近 及, 41 的 一 端 用 M, E 
示 。 如 图 3.18 中 A, 用 M #7, PHM, RA. 


图 3 +< 18 
用 已 点 继续 将 线段 MM, 等 分 ， 又 会 出 现 三 种 情况 ， 刀 洒 
点 P, 与 BB 重合 ， 则 线段 对 应 一 个 确定 的 正 数 ， 否 则 耶 落 在 分 
成 的 两 个 线段 之 一 MM 内 ， 则 有 
pLAMD C pAB)} P(AM,) 


i 
Elp Ee „E_E: 
n+ Fi PLAB) <n+l= gz 


其 中 点 中 在 MP: ER}, s250, ccls, ABE PM, 上 时 ， 
ga=1., £2 = 0, 
继续 同一 作 活 ， HP-a M, M' 5 一 1 了 则 可 每 出 ; 
' | k 8; _ 
P .= B, p CAB) =n + 于 -5 mE Y, >. o 是 二 
进 小 数 ) 和 
P,= B, piAM D <p( (AB) p(AM' ,) 


; E, | ` og 
PLAM snt Gr Dp(AM,)=n+1- 2 gr 


式 中 e =0, el =1, 或 者 e= 1, e =0。 即 
nt 于 -20(AB) <n+1- Y] i 
因为 
` e, i 1 -1 1 
Doa sa <> r =l ( 公 比 为 的 无 穷 等 
比 数 列 之 和 ) 
MALS SE 5 -都 是 单调 有 界 的 ， 所 以 它们 都 有 极限 ， 
XAA e. +e;=1 对 于 任何 i 都 成立， 所 以 
` Pe; +e, ` 1 
DIAM.) — p(AM,) =1- ST r = 1- 2221 
i — coh, Ë f 
Ë 1 
limCp( AM" 1) ~ pC(AM:))= lim|1 一 HE = Ü 


i= 1 


我 们 得 出 p(AM,) 与 PC4M:) ARES RRE, AT 
pCAB) =limp(AM:) = limp( AM') 

在 线段 AB 的 度量 程序 中 ， 如 果 点 了 与 某 个 平分 点 P. 重 

合 ， 则 上 面 6(AB) 的 剧 示 式 的 项 数 是 有 艰 的 ， 这 时 我 们 说 线 且 

AB 与 PO 有 公 度 去， 显然 线段 对 应 的 数 是 有 理 数 。 如 果 点 B 

不 与 任何 一 个 平分 点 P, 重合 ， 则 p(4B) 表示 式 的 项 数 是 无 浊 
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È, 
2! 


的 ， 这 时 就 说 线段 AB 与 PQ 无 公 度 ， 这 时 oC AB E A X 
小 数 。 

其 次 我 们 证 明 ， 每 一 条 强 自 按 上 面 度量 程序 所 对 应 的 正 
数 ， 满 足 不 变性 和 可 加 洽 ， 

由 了 我 们 的 度量 程序 是 根据 点 和 线段 的 “结合 ”、“ 介 于 ” 
以 及 “ 线 有 自 相等 ” 娄 念 出 发 建立 了 p(AB)， 而 这 些 关系 都 是 运 
动 下 的 不 变量 。 因 此， 如 果 AB=EF， 则 o (4B) =pEF}, B 
WERP (1), 

下 面 证 明 按 上 述 度量 程序 所 对 应 的 正 数 也 满足 条 件 (2)， 

设 强 段 48+ BC = AC， 如 果 AB 与 BC RESPO 有 公 度 
的 线段 ， 这 时 必 存 在 公共 的 公 度 辫 即 PO 的 去 等 分 所 对 应 的 
数 ) 使 

| p (AB) = m° = 


p(BC)y =n. =: 


p(4C) = (m+ 用 -二 


H,  olAB) + p( BC) = p( AC) 
如 果 AB 与 BC 无 公 度 ， 按 度量 程序 有 
p(AB) = lim nAM.) =limol AM) 
-r k — =; 


EJ 


3 P DE Pk AFE ABC, N: S N. EAMT 时 :与 Mt 的 
同样 叙 列 《图 3.19)》 , M 


E3 +19 
P(BC) =limp(BN; ) =limp(BN; ) 
MM: 2] x C 的 方 问 了 上 上， Huy R, , EM R, =EN; 这 时， 
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M.A 与 R; 之 间 ， 因 此 
AR, = AM. + M.R. (1) 
同样 从 M, 到 成 己 的 方向 上 截取 点 R- WM, Ri = BN... 
M FMA R.Z j. H 
AR, = AM, + MER': ( 2) 
因为 AM, AB, BN, <BC, H AM, >AB, BN > BC. 
所 以 ， 由 式 (1) 和 (2) 得 ! 
AR, AB+BC= AC 
AR, > AB+ BC = AC 
BB AR; <AC.<AR, (3) 
BLS AMI. AM, I. BN; BN: #5 POSARE, We 
PLAR O= pAN) + p(BN,) 
p(AR.)= p(t AM) + p(BN') 
又 因为 
limo( AM.) =llmo(AM,) 
limp(BN,) = Himp(BN:) 
所 以 
limp( AR.) =limp(AR.) = limp(AM:) + lim p(BN.) 
而 由 不 等 式 (3) 有 
limo( AR; ) = p( AC) =limo(AR,) 
所 以 
PLAC) = p( AB) + p( BC) 
线段 长 度 的 唯一 性 在 选 定 单位 线段 PQ 后 ， 每 一 线段 AB 
的 长 庶 ， 除 ptAB) 外 ， 不 可 能 再 有 另外 一 个 与 p( AB) 不 同 的 
KE, 
RIA ARa THe: 
WERE AB Lj PQ RARER. EABAR EMAA AR] B 
BNK HY 2k Ez AA.. A A;:. "分别 相等 于 PQ. 者 Ai Ej B EG, 
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BIAB =PQ， 这 时 p(4B) =1， 显 然 不 可 能 再 有 黄 它 的 长 度 。 调 
m, RETETE, ARRERA TA 1 的 长 度 ， 这 与 单位 线 
RHEEDE. FAH BEA, EE pB) =n, 也 不 能 有 
其 它 与 不 同 的 长 度 ， AI, RRENA MEESE PQ 具 
有 1 以 外 的 长 度 ， 类 似 池 可 以 推出 4B 与 PO 有 公 度 六 《大 为 正 
整数 ) 的 情形 。 
如 果 48B 与 P@ 是 不 可 公 度 的 。 假 设 线 段 4B 除 了 长 度 P(AB) 
Jh WES- TARARE p(BAB)。， 按 上 面 讲 到 的 度量 程序 
IM: MI, WMA, B ZJ, BE M. p M, 之 间 。 根 
据 可 公 度 的 情形 ， 应 右 
pP (AM, I) =p(AM.) 
为 肯定 起 见 ， 设 o (AB) Cp (AB) .因为 
p (AB) = limpt AM. ).` p' (AB) 
必 能 提出 这 样 的 正 进 数 k ， 使 得 
pP (AB ZPLAM, = 1 (AM, 5 (1) 
HAM, iT ARN BZH, T 
AB = AM. + M, B 
所 以 p LAR) =p CAM.) +p (M.B) 
pP CAB) >p (AM. ) (2) 
REFE (29 Vsi; C 1) AATE, IQ p (CAB) 不 
能 小 于 p(A8)，, 
同 理 可 证 ，P (CAB) 不 能 大 于 PLAB), 
这 样 就 证 明了 p’ CAB). pC(AB) ,就 是 说 在 单位 线段 选 定 
后 ， 和 链 一 条 线段 的 长 度 是 唯一 的 . 
定理 1.35 对 于 任意 正 实数 a ， 并 且 给 了 单位 长 度 ， 那 么 
一 定 存 在 一 条 线段 ， 它 的 长 度 等 于 a9. 
证 明 ”把 实数 = 表示 为 二 进 小 数 形式 
gH ges 
Ep n 是 a 的 整数 部 分 ,ze, 或 者 是 零 或 省 是 1 E Ra 的 第 i 位 
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小 数 的 数字 . 下面 我 们 分 两 种 情形 进行 讨论 ， 

a 是 光 限 小 数 ， 在 及 为 端点 的 射线 上 ,截取 线段 AA, 
Ai. 等 于 单位 线段 PQ， H V P, t 2 Et 
A.A. Ya. Wi el =0， 则 取 比 段 A. Po $H 3 e (= 1, MR 
线段 P4,，， 令 这 个 线段 为 :。 再 把 所 取 的 线段 上 用 点 P; F 
分 ， 如 果 e =0， 则 取 靠 近 点 4 的 一 半 ， 如 果 el MEA 
半 ， 令 这 个 线段 为 L:。 按照 同样 的 程序 继续 把 每 次 所 取 的 线段 

Lis Las Ls, tea Li, wre 

这 样 的 序列 中 每 一 条 钱 段 的 内 点 都 落 在 它 前 面 一 个 线段 内 部 ， 
并 且 每 条 线段 的 一 个 端点 和 它 前 面 一 条 线段 的 端点 重合 。 同 
时 ， 因 为 线段 L WERT CMH k 的 增 大 无 限 地 小 下 
去 ， 所 以 可 以 断定 ， 不 能 侈 存在 一 条 线段 L, 小 于 所 有 序列 中 
的 线段 。 实 际 芋 只 要 k>h, RE 工 , 之 L,， 根 据 康 托 尔 公 惠 ， 
必 存 在 一 点 如 属于 所 有 线段 了 上 ， 显 然 ， 线 段 4 也 的 长 度 等 于 预 
先 给 定 的 正 数 a 。 

m a PJU 22k i RJ IEAA, LE Dair, RA 
HRK r2R EC LI, WIE AESA B, EE EP Pa 
…、 了 ,中 的 某 一 个 ， 这 时 线段 A8 的 长 度 等 学 a 。 这 种 情形 不 
需要 康 托 尔 公理 就 解决 了 ， 

这 样 ， 关 于 线段 长 度 的 遂 定 理 得 到 了 证 明 . 

由 定理 1.34 可 郑 ， 人 等 条 线段 都 对 应 一 个 正 数 ， 是 钱 眉 的 长 
度 ; 反 过 来 ， 根 据 和 定理 1,35 可 知 每 一 个 正 数 都 对 应 一 条 线段 ， 
这 个 正 数 就 是 线段 的 长 度 。 这 个 事实 非常 重要 ， 我 们 可 以 根据 
这 商人 个 定理 在 有 疝 直 线 上 建立 交 线 芋 所 有 点 的 集合 与 所 有 实数 
集 台 之 间 的 一 一 对 应 关系 ， 进 一 步 得 出 直 钱 上 的 点 是 连续 的 有 
序 集合 ， 这 是 解析 几何 中 建立 坐标 系 的 理论 基础 ， 

2 角 的 度量 问题 

根据 连 急 会 理 可 以 用 解决 线段 度量 的 类 似 方 法 建立 前 的 宏 
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mEt. 

类 似 线段 长 度 的 定义 ， 可 以 定义 角 的 角度 . 

定义 ” 角 的 角度 是 游 足下 面条 件 的 正 数 ; 

(1) 相等 的 角 对 应 相同 的 正 数 不 变 性 》; 

(2) 如 果 一 个 角 等 于 另 两 个 角 的 和 ， 则 这 个 角 所 对 应 的 
正 数 等 干 男 两 个 角 记 对 应 正 数 的 和 可 加 性 ) ; 

(3) 某 个 角 对 应 数 1 ， 这 个 角 叫 做 角度 单位 。 

第 度 的 定 尺 虽然 与 线段 长 度 定义 类 似 ， 但 两 者 关于 单位 的 
选择 上 又 有 不 同 之 处 ,在 线段 度量 中 任意 一 条 线 眉 都 可 以 作为 
单位 线段 ， 而 在 度量 角 时 ， 因 为 一 切 直 角 都 相等 ， 所 以 一 定 要 
把 直角 对 应 一 个 确定 的 数值 . 

为 了 解决 角 的 度量 问题 ， 我 们 间 样 可 以 建立 角 内 射线 的 阿 
基 米 德 命题 和 康 托 尔 命题 ， 以 及 建立 与 定理 1.34 类 似 的 关于 和 角 
度 的 存在 性 和 唯一 性 定理 ， 类 似 于 定理 1,35 的 角度 定理 是 ; 
“在 取 定 角 朗 单 位 以 后 ， 设 直角 的 角度 是 ， 则 对 于 任意 实数 
a, 二 29; 总 存在 一 个 角 , 其 角度 等 了 汪 a ”最 度 制 规定 
直角 为 了 ， 也 就 是 将 长 广 等 于 半 征 的 张 所 对 的 圆心 角 规 定 为 1 
个 弧度 单位 ， 

在 有 向 直线 上 可 以 区 分 线 跋 的 端点 为 始点 和 终点 前 点 和 
后 点 ) 成 为 有 向 线段 ， 类 似 地 ， 区 分 角 的 两 边 为 始 边 和 终 边 便 
可 规定 有 交角 。 习 惯 上 规定 ， 以 角 的 顶点 为 旋转 中 心 ， 从 始 边 
到 终 边 的 旋转 是 道 时 外 的 为 正 向 ， 和 角度 为 正 ， 顺 时 针 的 为 负 
H, 角度 为 负 。 又 规定 两 直角 之 和 为 平角 , 四 直角 之 和 为 周 角 ， 
以 推广 角 的 福 念 ， 

3 ” 右 德 金 分 割 原理 

本 书 的 连续 公理 采用 了 阿 基 米 德 命题 和 康 托 尔 命题 。 连 续 
公理 也 可 以 用 另 一 种 表达 方式 ， 即 采用 与 前 商 命题 等 价 的 声 德 
金 (Richard Dedekind 1831—1916) 原 建 ， 现 在 它 是 前 两 命题 
的 推论 ， 好 把 它 作为 定理 ， 令 述 如 下 ; 
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定理 1.36 (SR IS p n EN) DHE B pj PLE (nk 32058 $Ë O 
上 的 所 有 成 被 分 成 如 下 的 两 类 〈 称 城管 人 分 类 ) ; 

(i) 每 一 点 属于 且 只 属于 一 个 类 ， 每 个 类 都 售 有 上 操 : 

Cii 9 -— 38 E BJ If SK PASE TE 35 — 28 LE EE SA BU BE BN. 
则 或 者 是 第 -- 类 里 有 最 后 点 ， 或 省 是 第 二 类 里 有 最 前 点 ， 两 者 
E SHKA, 

81 yb E BE BERATARRA pue BH. HN 

定理 1].37 如果 角 内 的 所 有 有 序 烤 线 被 分 成 如 下 的 两 类 : 

(i) 每 一 半 线 属于 且 内 属于 一 个 类 ， 每 个 类 都 含有 半 
线 ; 

(ii 第 一 类 里 的 尾 意 半 线 都 在 第 二 类 里 的 任意 半 如 之 
前 。 
则 或 考 基 第 一 类 里 有 最 后 半 线 ， 或 考 是 第 二 类 里 有 最 前 半 线 ， 
两 者 必 有 一 个 成 了 六， 

就 德 金 分 割 原 理 是 一 个 非常 重要 的 命题 ， 特 别 是 在 实数 理 
论 里 起 着 特 弥 的 作用 ， 下 面 在 罗 磺 几何 中 也 将 用 到 ， 

4 Bu ES 

连续 公理 的 又 一 个 重要 的 作用 是 建立 圆规 命题 ， 它 们 是 直 
尺 圆规 作 图 中 作 直 线 与 回 以 及 贺 与 加 交点 的 根据 . 

有 了 线 眉 的 长 度 就 可 以 定义 两 后 间 腑 及 点 到 直线 的 距离 ， 

定 必 ”两 个 点 间 线 咒 的 长 度 叫 做 两 个 点 的 距离 ， 

定 艾 ”点 到 直线 所 作 恒 直线 妖 的 长 度 轩 做 点 到 直线 的 距 
s=, 

EX CS AO, EERE 4B， 平 面 上 和 点 0 距离 等 
于 定 长 线段 AB BJA se ruk. EAO mn iB) u, = Kaer 
ABW W NAE. SIB F, Mi 满足 OMAB, IRE M. ` [Bl 
内 部 的 点 ， 如 果 一 点 M, WE OM; 4B， 称 上 M: 为 加 外 部 
的 点 .所 有 内 点 的 集合 呀 圆 的 内 部 ， 所 有 外 点 的 集合 叫 立 的 外 
部 。 圆 是 内 、 外 部 的 共同 边界 。 端 虑 在 圈 上 的 线 眉 叫做 荡 ， 经 
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过 圆心 的 菠 叫 做 直径 ， 回 上 两 点 间 的 部 分 叫做 弧 . 

定理 1.38 《直线 交 图 命题 ) 通过 图 内 部 一 点 的 直线 一 定 和 
圆 交 于 两 点 ， 

定理 1,39 CHEAD MRA OO maA O” 的 一 个 内 品 
和 一 个 外 点 ， 则 两 图 一 定神 交 于 两 点 ， 

这 两 个 定理 称 为 圆 搅 命题， 可 用 茂德 金 定 理 证 明 ， 

1. 5 几 个 重要 定理 

下 面 介 绍 几 个 重要 的 定理 ， 基 中 包括 萨 开 里 和 勒 计 德 合 
D., 这 些 定 理 以 后 村 用 某 ， 

定理 1.40 ”人 往 意 一 个 三 角形 的 内 角 和 和 不能 大 于 两 个 直角 . 

证 明 HEIE. 假设 存在 一 个 入 4BC， 它 的 三 个 了 内角 
a B. Y 的 和 大 于 两 个 直 前 ， 即 oa+8+y2x (03.20. 


H3 =< 20 
沿 AB 方 回 延长 边 A8B8， 并 在 这 个 边 上 作出 如 图 3.20 的 
Qn 一 1) 个 分 别 与 六 ABC 全 等 的 ABBIC、 信 BiBzxCz、… , 
AB, _,B.. C, . F ZCBC:=5, 5 M, 
ZCBO:= CBC = ZC. B. C. =6 
CC = C Ci s =Ü... Cu, =€ 
Aa 8 +y2>mx, 0=x-a- B, FU y> ë, M29 A ABC 和 
AC.BC 有 公共 过 BC，AC = BC!， 而 y 守 6， 根 据 定 理 1,30， 可 
以 得 到 c>e,ce-e 是 个 正 数 站。 另 一 方面 , 折线 ACCC 
C.O C. B... SAB, MUR 
b+ (n — le + a>>ne 
或 nie- e)=nh=<a+b-e 
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最 后 等 式 中 at+Bp-e 是 一 个 正 数 ， 说 明 对 于 任意 正 数 n, 
n RER h Sk R: F — 4 JE 38, 这 与 阿 基 米 德 公理 予 于 ， 因 此 ， 
m+ B+y>m 不 成 立 ， 

定理 1.4] 三 角形 的 每 个 外 角 都 大 于 或 等 于 与 它 不 相 邻 的 
两 内 前 之 和 ， 

这 是 定理 1.40 的 直接 推论 

定理 ].42 在 四 边 形 P@B4 中 ， 如 果 边 PO 上 的 两 内 角 者 
EHM., FHE AP2BQ, W ZASZB, Mii¥, 5 Z A= 
ZB, W) AP2 BO. 

证 明 j R JEPIVIE POBA 的 边 PQ RRA, CREAT 
PQ 图 3.21) 。CR 不 能 与 边 AP、BQ M 2, Hm A. BÆCR 
寞 人 出， 所 以 AB 必 与 直线 CR 交 于 一 点 C 。 取 点 B Xy E SË CR 
HAPA B, W, A Bi 在 边 AP 上 ， 或 与 4 点 重合 。 和 连结 
B C, W| BC 关于 CR 5 BC 对称 , 所以， 人 B= ZPB,C2> ZA, 

闭 定 理 可 朋友 证 潜 证 明 ， 

定 兴 ”如 果 四 边 形 PQBA， 在 边 PQ 上 的 两 个 内 角 都 是 直 
J, DIB. MIAP J BO 相等 ， 则 这 个 四 边 形 叫 散 萨 开 里 四 边 形 ， 
HABHPO ¿r [BB ERSTE., MAP IS BOU SS gE 3.22). 


图 3 = 21 图 3 + 22 


定理 1,43 JBEJFHRUS3 E E F RK dR 536828 59883 8, 
B L FRISE; 上 底 边 的 两 侧 的 角 相 等 ， 并 且 不 能 大 于 
HB f. 

MEB WAC, R3BS3FREDS3uDEPODA E, FERT 5, 
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U FIR PQ R RRR RC” 为 对 称 轴 作 喜 线 反射 ， 将 QB 翻转 到 
另 一 便 ， 则 QB PARS., 车 RC 与 AB ZPC, WCE 
与 CA4 重 人 台 , 于 是 C” Ej C Ky HCE ABP K. HAB, A 
KTM RC 对 称 , 所 以 又 有 RC 1 AB, 就 是 说 RC Æ PQ. AB 的 
AER. 

BERERA Z A= ZB, TEER Z All B 不 能 大 
于 直角 。 

BI ZA = 一 大 于 育 前 。 央 为 人 P= 人 R= 人 人 RCA=d, 
WEHE PRCA BU fB OK THB 8, WB APRA 或 ACRA 
HA- P BE f fl KF W f, ABEM 1.40 3H2 W. BPD 
ZA= Z B=, l 

EX jj TRA W ita. KTA EHH 
叫做 钝 角 

定理 ].44 通过 直线 外 一 点 常 可 引 直线 ， 使 和 已 知 走 线 作 
成 的 角 等 于 已 知 锐 前， 

定理 1.45 ”如 果 一 点 沿 角 的 一 边 运 动 远离 顶点 ， 则 这 个 点 
到 为 一 边 的 中 次 可 无 限 增 大 ， 

证 明 已 知 角 人 AOB 和 任意 pr Ma » 
大 的 线段 PQ (BH3.23) , il i 

我 们 证 明 当 动 点 对 沿边 OA ° Br P 2 
W EJ TR p O hF, EMIA OB 图 3 +23 
的 距离 MN 证 以 天 于 事先 给 定 的 任意 大 的 线段 PO, 

过 已 知 任意 大 的 线段 P@ 一 个 端点 怠 引 RQ 垂直 于 PQ, i 
据 定理 1.44 可 在 RO EERBAAR, PRO = 4OB。 现 
在 把 入 PRG 832] Z AOB L, Ë RO RA, P. Q 分 别 落 到 两 
H OA 和 OF 的 P filQ” 处 。 如果 点 对 运动 到 OP” 的 延长 线 上 ， 
P.A MF OB 的 恒 线 MN， 因 为 人 OP'Q <d, Br) Z MP' Q > 
d. XZ OMN-<d, 所 以 HP Q > ZP'MN. #R JE Q 1.42 
A MNP GO。 这 就 是 说 点 M 到 DB 的 距离 大 于 事先 给 定 的 
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任意 大 的 线段 PO, IN Mp0 ETN ya O hj, AMEA OB 的 
距离 可 以 任意 大 ， 


$2 上 欧 几 里 得 平面 几何 学 的 结构 。 
欧 氏 平行 公理 的 等 价 命 题 


本 节 首 先 给 出 欧 几 里 得 平面 几何 学 的 公理 系统 ， 然 后 在 此 
基础 上 建立 欧 几 里 得 平面 几何 学 的 结构 。 因 为 绝对 几何 的 内 容 
已 在 上 一 节 里 给 出 ;其 定义 、 定 理 都 可 以 移 过 来 作为 已 知事 实 ， 
所 以 在 这 个 基础 上 着 重 研究 欧 氏 平行 公理 所 能 推导 出 来 的 一 系 
列 定理 ， 这 部 分 定理 可 以 称 为 真正 的 欧 几 里 得 几何 定理 。 就 是 
说 ， 

PK JL = 绝对 几何 + 真正 的 欧 氏 几何 定 建 ， 

为 了 能 看 清 欧 氏 平 行 公理 了 的 作用 ， 主 要 从 六 个 方面 来 讨论 这 
个 问题 .从 这 些 定 理 可 以 看 出 欧 儿 里 得 几何 的 特点 ,这 是 很 重要 
的 问题 ， 

其 次 ， 介 绍 一 些 与 欧 氏 平行 公理 等 价 的 命题 ， 了 解 等 价 
命题 的 意义 和 证 明 方法 。 由 此 可 以 明白 为 什么 历史 上 试 证 第 五 
公设 屠 失 败 了 ， 为 什么 现在 采用 的 平行 公理 与 网 几 里 得 第 五 公 
说 不 同 而 作用 相同 

最 后 ， 主 要 是 为 第 四 章 讲 正 交 变 换 时 的 需要 ， 概 括 地 介绍 
一 些 特殊 运动 及 其 相互 关系 ， 可 以 更 具体 地 认识 运动 的 具体 形 
AMRY. 

2.1 欧 几 里 得 平面 几何 的 公理 系统 

欧 几 里 得 会 理 系 统 由 绝对 几何 公理 组 工 一 人 再 加 上 欧 几 里 
得 平行 公理 了 术 成 ， 用 它们 建立 的 几何 体系 称 为 欧 几 里 得 几何 
学 。 我 们 闵 知 的 初等 几何 属于 潍 氏 几何 的 范畴 ， 

欧 氏 平行 公理 通常 是 指 欧 氏 第 五 公设 ， 但 为 了 应 用 方便 ， 
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公理 YY (平行 公理 ) 通过 直线 外 一 点 ， 至 多 存在 一 条 直线 
与 已 知 直 线 不 相交 ， 

绝对 平面 几何 竺 是 欧 氏 平面 几何 学 的 一 部 分 ， 它 的 所 有 概 
念 和 定理 在 欧 氏 几何 学 中 都 成 立 ， 

公理 了 在 欧 几 里 得 几何 学 中 占有 特殊 重要 的 地 位 ， 由 它 丙 
推出 的 非 绝对 几何 命题 ， 才 是 真正 的 欧 儿 里 得 命题 ， 显 示 出 欧 
氏 儿 何 的 重要 特性 以 及 与 非 欧 孝 何 的 真正 区 别 。 在 前 四 组 公理 
的 基础 上 上 ， 平 行 公理 Y 所 能 推出 的 命题 是 非常 多 的 ， 下 面 我 们 
举 出 一 些 重 要 事实 ， 说 明和 平行 公 理 站 的 必用， 从 中 看 一 看 欧 氏 
几何 学 的 主要 特点 ， 

2, 2 欧 几 里 得 平行 公理 的 推论 

1 ”关于 平行 级 定理 

定 尺 ”平面 上 两 条 不 相交 的 直线 叫做 平行 线 ， 或 说 两 直线 
平行 ， 
定理 2. 1 通过 直线 外 一 点 ,有 队 一 直线 与 己 知 直 线 平 行 ， 
关于 平行 线 的 存在 性 已 由 定理 1.32 肯 定 了 ， 它 是 个 绚 对 几 
生命 题 ， 而 崔 一 性 必须 有 欧 氏 平行 公理 才能 成 立 ， 

定理 2。2 (平行 的 传递 性 》 如 果 两 条 直线 与 同一 下 $ F 
行 ， 则 这 两 条 直线 平行 ， 

证 骨 PS HESka. b. c, afc, bfe, Riagh. 

假设 a 与 相交 于 点 态 ， 央 过 有 态 有 两 条 直线 a . b Ej c A< 
相交 ， 这 与 公理 站 矛盾， 所 以 ef c. 

定理 2. 3 两 条 平行 线 与 一 直线 
相交 ， 则 它们 构成 的 同位 角 相 等 ， 内 
BAHS. 

定理 2. 4 KJLI YE DK l 
Y. ”图 3，24 

证 明 已 知 直线 a 、 上 5 与 第 三 条 直线 c 相交 于 点 A 和 8B， 
aAA e # 8 的 和 小 于 二 直 骨 (图 3.24) 。 
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[IR e Aik a 与 上 5 不 相交 .过 及 引 直 线 a' të EJE 8 B” = B, 
Mja 与 5 不 相交 。 因 为 ot8=gtB' < 之 24， 所 以 a 与 和 不 和 相 
F, MERAS ARER, a 与 5 不 相 变 ， 这 与 平行 公理 了 
FA, uat b 相交 ， 

因为 6 在 8 的 同 傍 内 角 人 BAa 内 部 ， aB bj e. ñ Í 
这 一 侧 相 交 ， 否 则 ， 如 a 与 5 在 入 一 柚 相 交 于 点 CC， 则 a’ 通 过 
AABC 内 部 ， 根 据 定理 1.10, e 5b, 25a 5 b Aa 
交 了 矛盾 。 

推论 ”一 直线 的 垂 线 和 和 斜 线 一 定 相 交 。 

2 三 骨 形 与 多 边 形 内 角 和 定理 

在 绝对 几何 里 ， 三 角形 内 和 角 和 不 天 于 二 直角 ， 有 了 平行 公 
理 了 就 可 证 明 下 面 定 理 ， 

定理 2. 5 三 角形 内 和 角 和 等 于 二 直角 ， 

WEBA 过 入 ABC 的 一 个 顶点 吾 引 直线 BD 与 AC 平行 (图 
3,25)。 根 据 定理 2,3, Z A= Z DBE, 


ZC - Z DBC, N 2 
因为 /B+ ZCBD+ /DBE = 24 A 
所 以  ZA+ ZB+ ZC =24 4 5 š 

推论 ”三 角形 的 任意 村 前 等 于 不 F] 3 + 25 
183 pH 8 4 # fll, 


定理 2. Ë phR WK 26 20a-2)4. 

定理 2. 7 rn EPF fa 26 Tad, 

3 ”平行 内 边 形 的 性 质 

定义 ”两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 叫做 平行 四 边 


定理 2。8 平行 四 边 形 具有 以 下 性质， 
Ci) XVI: 

(ii) 对 角 相 等 ; 
(iii》 对 向 线 互相 平分 ， 
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EX ”有 一 个 内 角 为 直角 的 于 行 四 过 形 叫 做 矩形 。 

定理 2。 9 矩形 存在 ， 且 它 的 内 角 都 十 直角 ， 它 的 对 角 线 
相等 ， 

推论 ” 萨 开 里 四 边 形 是 矩形 ， 

定义 ”两 平行 线 间 的 公 垂 线段 长 叫做 两 条 平行 线 间 的 蝶 
离 。 

定理 2.10 两 条 平行 线 间 的 焉 离 处 处 相等 。 

4 相位 形 理 论 

定 久 ”两 条 线段 的 比 是 它们 长 度 的 弛 ， 用 符号 4B;4:7， 


或 -7 表示 。 如 果 两 条 线段 的 比 等 于 另 两 条 线段 的 比 ， 则 四 
条 线段 成 比例 ， 

定理 2.11 两 条 直线 被 互相 平行 的 直 
线 所 截 得 的 对 应 线段 成 比例 ， 

证 明 已 知 如 图 3,26， 其 中 AA’ f 
BB! J CC! feee, HEHH 

_ AB _ BC _ AC -os 

A: B! B' C A” C' I 图 3 + 26 


如 困 AB= BC, 5| A'B” f AB, BC” J BC, WW/AA BB! 
AB'C”C', WHA B =BC 。 因 为 两 条 线段 的 比 等 于 它们 长 
ERE. BRRR 


AB _ AB .| p AB _ BC 

BC BC ` AB! BC" 
现在 研究 一 般 情 形 。 纵 出 函数 

y= f(x) 


其 中 x 是 直线 4 上任 一 线段 的 长 度 ， 例 如 AB 的 长 度 等 等 。 而 
是 直线 a 上 的 线段 痉 平 行 裁 制 时 在 直线 5 上 对 应 线段 的 长 
E., piit ARB 等 等 。 这 个 画 数 具有 下 面 性 质 ， 

Ci) X, y#hae IE 385 
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(ii》 对 于 直线 a 上 任 痘 两 条 线段 4 日 、BC RRRA Xi, 
xa， 它 们 在 直线 上 的 对 应 线段 A B. B'C' JE B 2 IO) 
f(x). Bt 4C=A4B+BC， 由 于 平行 堆 崎 的 对 应 点 是 一 一 的 ， 
它们 在 直线 b 上 的 对 应 线段 必 有 A’C'=A’B'+B’C’, # AC 
的 长 度 为 XxX，A‘C!' 的 长 庭 为 fx)， 则 x =Xit XX) = 下 XU 
+ xa)， 所 以 

fix) = fO xi t xa = fix) + fix) (1) 
现在 证 明 具 有 (i )、(ii) 性 质 的 函数 必 有 y=ax (e WE 
的 常数 ) 的 形式 ， 
设 直 线 a 上 的 单位 线段 PO, CEH b EAI XM 
PFO, ERA f(1) se. 
HEERKE x ARER AC, 对 应 一 个 新 的 正 数 w= 


E ,我们 得 出 一 个 新 的 函数 关系 : 
Tx) 
p(4C) = DEL 


a LOGER, £#REkLEIF382 Z RJ Phi n wJ 2: REMEKE yE 
X.a MZE: 
(i) É AC =EF， 则 它们 原来 有 相同 的 长 度 *， 所 以 在 
新 对 应 于 必 有 
p(4C) =p (gp) = EZL. ( 2) 


Cii) W AC =AB+BC, AB, BC JK ER yM] X, xz, 
H x=x+x,, Fi (1), # 
p( AC) = J q Por) _ JO) 十 AO 


a J cE 


= AB) T p( BC ) 
最 后 ， 单 位 钱 跨 对 应 的 数 为 
Iw _ 
p (PO) = - 了 1 
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s, MIE LERB AC 的 长 度 ， 因 为 在 同一 单位 下 
线段 的 长 度 是 唯一 的 ， 必 有 


| = BE Phi Yy = x 


HAt y = ax 说 明 直 线 e 上 的 任意 线段 的 长 度 与 直线 b Ei 
他 线段 的 长 度 的 比 是 一 个 常 煞 5 = ae)， 即 对 应 线 绒 成 比例 ， 

定义 ”两 个 多 边 形 的 对 应 和 角 相 等 ， 且 对 应 按 威 出 例 ， 则 它 
们 叫 向 相 忆 多边形。 相 专 形 用 符号 “< ”表示 。 例 刀 相 局 三 表 形 

AABC AA Br C' 

fE EET s A S BU A EXT f , 51 fa RAE A, 

定理 2.12 《相似 三 角形 判定 定理 ) ”好 果 两 个 三 角形 满足 
下 列 条 忻 之 一 ， 则 它们 是 相位 的 : 

1 两 对 着 对 应 相等 ; 

2° 两 对 驹 应 近 戌 比例 且 光 荐 相等 ， 

3” 三 对 对 应 边 成 比例 ; 

4” 两 对 对 应 边 成 比例 且 其 中 大 边 的 对 骨 相 等 ， 

这 个 定理 表明 相似 三 角形 是 存在 的 。 由 这 个 定理 可 以 建立 
有 关 相 似 多 边 形 的 定理 ， 这 里 不 列举 了 . 

定理 2,13 直角 三 角形 三 边 的 比 ， 只 依赖 于 它 的 锐角 大 
小 ， 

CAHANI 六 ABC 和 AA B'O, ZC= ZC' =d (图 
3.27) 、 其 中 一 对 对 应 锐角 相等 ， 例 如 一 有 = ZB!, 根据 定理 
2,.123， 必 有 上 六 ABC 一 六 4 B'C, HEHH: 


一 y 
— A 
|#]3 + 27 
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BC BC AC AC? 
AB AB BC BC 
因此 推出 ， 直 第 三 角形 中 ， 如 果 有 一 个 锐角 相等 ， 则 两 对 应 过 
时 比 总 是 相 等 的 ， 就 是 说 比值 被 锐角 岂 定 了 ， 
禄 据 定 理 2,13， 直 第 三 角形 两 边 的 比值 取决 于 它 的 锐角 的 


大 小 ， 用 这 一 性 质 可 以 给 出 三 角 函 数 的 定义 ， 例 如 


sinB = Ar ， cosB =Z, EB = 

RABE, REPITAN, P DS -PHK L H 8 
几何 学 范畴 汶 ， 

定理 2.14 ( 勾 股 定理 ) 直角 三 角形 身边 的 平方 ， 等 于 直角 
过 的 平方 和 ， | ~ 

证 明 如 图 3.28，LC=d， Ë T 
点 C 引 幸 按 AB HER CD, RH 
D, WN 六 ACDeoAABC， 六 BCDc> 2 —— 
六 B38AC， 有 所 以 得 到 83 > 28 


国 此 有 
AC? = AB. AD, BC = AB: BD 
二 等 式 两 边 相 加 ， 得 出 
AC? + BC? = AB( AD + DB) = AP? 
色 股 定理 和 三 角形 内 角 和 定理 ， 也 是 欧 氏 平 商 三 角 学 的 重 
要 基础 、 
5 与 平行 公理 有 关 的 地 的 性 质 
定义 ”顶点 在 圆心 的 角 叫 敌国 心 角 . MRE HEF HERA 
A SEHA. maA. 
与 圆 有 关 的 基本 定理 比较 多 ， 有 些 是 绝对 几何 命题 《限于 


+ TT] = 


WAS 4 i H EE 41 MP a 2] 3) ， 有些 由 是 非 绝 对 几何 
的 命题 ， 它 们 只 有 用 平行 公理 才能 证 明 ， 下 面 举 出 的 就 是 这 
些 基 本 定理 中 的 一 部 分 ， 

定理 2,15 ”通过 不 共 线 的 三 点 有 且 上 只 有 一 个 贺 ， 

定理 2,18 贺 弦 所 对 的 国 周 角 等 于 庶 弧 所 对 圆心 角 的 一 
学。 

这 个 定理 的 证 明 在 第 二 章 中 已 经 讲 过 ， 而 它 是 从 欧 氏 平行 
线 理论 推出 的 。 由 定理 2.16 可 以 推出 一 些 关于 回 的 东 、 荐 线 和 
切线 所 构成 角 的 命题 ， 如 “ 同 弧 记 对 的 圆周 角 相 等 。”“ 直 径 
所 对 圆周 衣 为 直角 ”以 及 履 切 角 定 理 等 等， 这 里 不 一 一 列 
AE, 

SN EREHE n HE, mE AJE rd 5 

定义 “与 圆 只 充 于 一 点 的 直线 叫做 圆 的 切线 ， 公 共 交 扎 叫 
做 切 点 .与 圆 相 交手 丁点 的 直线 叫做 圆 的 割 线 。 

定理 2.17 圆 内 接 四 边 形 对 骨 互 补 ， 

定理 2.18 ”相交 蓄 定理 》 贺 的 葡 相 交 于 阅 内 一 点 ， 备 
弱 被 这 点 内 分 成 的 两 个 线 眉 长 的 乘积 相等 。 

定理 2.19 “ 《切割 线 定 理 ) 圆 的 营 延 长 相交 于 圆锥 的 一 
点 ， 各 蓄 被 这 后 外 分 《分 局 在 牙 长 线 上 ) 成 的 两 线段 的 乘积 相 
等 ， 并 县 等 于 这 点 到 圆 的 切线 长 的 平方 ， 

定理 2,18 和 和 2.19 的 证 戎 ， 主 要 应 用 了 相 似 有形 三 角形 的 性 
质 ， 

定理 2.20 和 阅 的 周 长 与 其 直径 的 比 是 一 个 溃 数 。 

定义 ” 圆 的 局长 与 其 直径 的 比 岂 做 圆周 率 。 它 的 值 是 无 理 
数 ， 即 

x=3.14]5926535897 

6 多边形 曾 积 理论 

多 边 形 面积 理论 是 与 平行 公理 了 有 关 的 ， 而 且 是 一 个 较 复 
杂 的 理论 问题 。 下 面 简要 地 介绍 欧 氏 几何 面积 理论 的 一 些 问 
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题 ， 
定义 ”多 边 形 的 面积 是 满足 下 面条 位 的 正 数 ， 
(i) 如果 两 个 多 边 形 相等 ， 则 它们 的 面积 相等 《看 积 不 
变性 7 ， 
(ii 》 如 果 将 一 个 多 近 形 分 为 两 个 多 边 形 ， 则 这 个 多 边 形 
的 面积 等 于 分 成 两 个 多 过 形 的 面积 和 《面积 可 加 性 ) ， 
(iii) 存在 一 个 多 过 形 面 积 为 1 (单位 面积 》.， 
多 边 形 面 积 的 定 闵 ， 类 和 似 于 线段 长 度 的 定义 ， 多边形 面积 
的 计算 问题 ， 主 要 是 转化 为 线段 长 度 的 运算 ， 
选 出 过 长 为 1 的 正方 形 作为 面积 单位 ， 对 于 一 些 特殊 多 边 
形 ， 如 果 面 积存 在 ， 则 可 以 得 到 吉 下 的 一 些 定理 . 
(1) 和 些 形 的 面积 等 于 席 和 高 的 乘积 ， 
《2 》 平 行 四 按 形 的 面积 等 于 席 和 高 的 乘积 。 
(3) 三 角形 的 面积 等 于 底 和 高 乘积 的 一 半 。 
(4》 凉 形 的 面积 等 于 上 下 底 之 和 与 高 乘积 的 - 半 。 
一 般 多 边 形 的 面积 是 用 兰 角 前 分 来 定 尽 的 ， 即 将 任意 多 按 
形 莉 分 成 有 限 个 三 角形 ， 热 后 将 这 些 三 角形 面积 之 和 定义 为 多 
边 形 的 面积 。 我们 可 以 证 明 这 样 定义 的 多 边 形 面 积 , 与 多 边 
形 三 角 谢 分 的 方法 无 关 ， 并 且 这 样 定 义 的 面积 符合 面积 定 尽 的 
“不 变性 ”和 “可 加 性 ”的 条 忻 。 也 就 是 证 明 恕 下 的 定理 ， 
定理 2.21 如 果 取 定 面 积 单位 ， 则 每 个 多 边 形 都 对 应 一 个 
正 数 作为 它 的 面积 ， 而 且 这 个 数 是 唯一 的 ， 
这 个 定理 的 证 明 需 要 许多 予 备 知识 ， 证 法 比较 复杂 ， 这 里 
就 不 证 明了 ， 读 者 可 参考 钱 端 壮 编 4 儿 何 基 础 》 (高 等 教育 出 
版 社 )134 H, 
定理 2,18 解 决 了 多 边 形 面积 的 存在 性 。 当 然 也 肯定 了 从 
形 、 平 行 四 边 形 、 三 角形 及 樟 形 面积 的 存在 性 和 唯一 人 性。 这样 
面积 理论 才 得 以 严整 的 建立 起 来 ， 这 种 面积 理论 是 建立 在 网 直 
平行 公理 芍 基 础 上 ， 
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HRES. EK ES 3FAI8U JLE BJ 258 2 #8& 工 一 Y 组 公理 全 部 
讲 完 了 ， 并 分 别 在 各 组 公理 后 介绍 一 些 能 够 体现 各 组 公理 作用 
的 重要 推论 .在 其 它 几 何 教 程 里 ,各 组 公理 的 提出 不 一 定 都 按照 
我 们 这 蜂 的 顺序 , 常 把 平行 公理 尽早 的 提出 来 ,这 样 可 以 较 早 的 
解决 直线 的 相互 位 置 关 系 ， 使 有 些 问题 的 处 理 变 得 简单 些 ， 我 
们 所 以 采用 这 样 的 顺序 ， 主 要 为 了 严格 区 分 绝对 几何 命题 与 非 
绝对 几何 命题 的 界限 ， 为 第 三 节 蜀 氏 几 和 何 的 建 谋 创造 条 件 ， 古 
为 绝对 几何 也 是 罗氏 几何 的 一 部 分 ， 同 时 也 便于 比较 两 种 几何 
HWN EARTE. 

2,3 平行 公理 了 的 答 价 的 命题 

定义 ”对 于 公理 系统 王 ， 如 果 命 题 有 丸和 B 具 有 这 样 的 关 
R: 荆 二 及 可 以 推出 B， 而 + 如 又 可 以 推出 肪 ， 刚 称 命 题 丸 和 
对 于 公理 系统 是 等 价 的 . 

我 们 在 第 二 章 2.2 中 提出 的 命题 等 价 性 ， 也 符合 这 个 定义 ， 
但 是 那 是 一 种 特殊 的 稀 价 关系 。 

与 平行 公理 了 等 价 的 命题 了， 指 的 是 公理 了 和 命题 和 A 对 于 
绝对 儿 柯 公理 系统 下 的 等 价 。 按 等 价 的 定义 就 是 要 证 明 下 面 两 
个 事实 ， 

1 绝对 几何 公理 系统 1 一 Wt+ VSA; 

2” 绝对 几何 公理 系统 J 一 玉 +A 坟 站 ， 

我 们 在 第 一 童 里 曾 提 到 过 一 些 与 平行 公理 了 等 价 的 命题 ， 
但 在 那里 没有 证 明 ， 下 面 把 其 中 一 些 作 为 定理 加 以 证 明 。 与 平 
行 公理 了 等 价 的 命题 都 可 以 代替 平行 公理 了 建立 欧 氏 几 柯 学 ， 

定理 2.22 区 儿 里 得 第 五 公设 与 平行 公理 了 等 价 ， 

证 明 1 绝对 几何 公 惠 系统 + 平行 公理 Y 字 第 五 公设 ， 

这 就 是 前 面 已 证 明 过 的 定理 2,4， 

2° 绝对 疙 何 公 理 系统 + 第 五 公设 之 平行 公里 YY 。 其 证 法 
JE: 

已 知 直 线 a WH aj—- A. TEA AER a Hia 


= [j4 * 


bp ， 与 直线 a 相交 于 点 B。 过 点 及 作 一 直线 c ERMA e =a 
(图 3.29) ， 则 直线 6 与 a 不 相交 ， 
过 点 和 4 引 任意 一 条 与 直线 c 不 相同 的 
直线 mm , 央 在 直线 5 的 某 一 任 必 出 现 同 
出 内 角 和 小 于 二 直角 的 情形 ， 例 如 羡 
3.29 中 的 a 下 B28。 因为 第 五 公设 成 P 3 + 29 
立 ， 必 有 直线 m 与 a 相交 的 结果 ， 因 此 过 点 4 仅 有 直线 e 与 让 
线 不 机 父 ， 即 公理 Y 的 结论 忒 立 。 

定理 2.23 ”和 意 让 德 第 一 命 感 “-- 条 直线 的 重 线 与 竺 线 必 有 趾 
1222 与 公理 了 等 价 ， 

本 定理 的 证 明 与 定理 2.22 的 证 法 基本 相同 。 

定理 2,24 命题 “任意 三 角形 内 和 角 和 等 于 二 直角 ” 与 公理 
V 等 价 。 

证 明 1° 上 册 公 理 Y 推 出 “三 角形 内 角 和 等 于 二 直角 ”各 
是 前 面 已 证 明 过 的 定理 2.5， 

2” 内 “任意 三 鱼 形 内 角 和 等 于 二 直角 ”推出 平行 公理 
成 立 。 

因为 我 们 在 第 一 章 1.4 段 中 讲 过 了 勤 让 德 的 证 明 ， 即 承认 
“三 角形 内 角 和 等 于 二 直角 ”证 明 第 五 公设 成 立 ， 再 根据 定理 
2.22, 则 平行 公理 了 也 成 立 。 

定理 2.24 逊 可 以 减少 条 件 ， 恋 成 如 下 定理 ， 

定理 2,25 萨 开 里 一 一 贰 让 德 第 二 命题 “平面 上 只 要 存在 
一 个 内 角 和 等 于 二 直角 的 王 角 形 ” 与 平行 公理 了 等 价 ， 

定理 2.26 4#., HB W.Bolyai 1775—1856) YN “过 平 
面 上 任意 三 个 不 共 线 的 点 一 定 可 以 作 图 ”与 平行 公理 站 等 价 ， 

证 明 1° 公理 成 羡 则 伏 ， 鲍 耶 命 题 成 立 ， 就 是 前 面 的 
定理 2,15. 

2° 如 果 伏 , 饮 耶 命题 戒 立 ， 证 明 平 行 公理 站 成 立 . 

设 PQO 是 直线 4B 的 重 线 ，RS 是 直线 AB 的 射线 (图 3,30)， 
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在 线段 PR 上 任 取 一 点 瑟 ， 并 分 别 作 点 8 
关于 RS 的 对 称 点 C， 关 于 PQ HARA 
A, AA ER RS 是 AB HRR, DS C A 
在 直线 AB FE, TETKA., B. CHA 
可 以 作 一 图。 因为 PQ 和 RS 分 别 是 线段 
4B 和 BC Hp pE, PE PQ FRS 必 通 
过 这 个 辐 的 圆心 0 ， 即 PQ 与 RS4i T - SO. 
根据 定理 2.23 人 公理 Y 成立 ， 

定理 2.27 ME G JBE =Z 3 D b 3 T A 与 平行 公 
理 了 等 价 ， 

1” WAM ViR maA, EAM. 

2° 如 果 承 认 “ 三 角形 的 三 条 高 必 交 于 一 点 ” 则 公理 了 成 
i 5 

Ë PO, RS 为 直线 PR 的 垂 钱 和 AAE 
R. TRP EKRLER A, p. 
H A 3) RS ER AB, B, ARAE 

(3.3D , R ARBRE, ATF 1 A 

面 三 种 情形 ; 3.31 

H B, ARATE PO 的 异 侧 ， 则 RS HER PQ 相交 ， 

FA B, 落 在 PQ 上 上， 当然 RS 与 PQ 相交 于 Bi X. 

PA B 8 R š E PO BJ sj i), X} AB 与 PO 423684 C , 
在 AACR rF, CP E AyR 边 上 的 高 ,RBs 是 AyC 边 上 的 高 ;因此 
它们 必 相 交 于 一 个 点 ， 即 PQ 与 RS 相交 ， 这 就 证 明了 自 线 PQ 
BA RS 总 相交 ， 再 根据 定理 2.23， 平 行 公理 了 成立。 

定理 2.28 命题“ 共 面 县 不 相交 的 两 条 直线 被 第 三 条 下 线 
所 截 ， 槐 成 的 同位 角 总 相等 。” 与 平行 公理 Y 等 价 . 

2.4 返 动 的 具体 形式 

运动 公理 下 中 的 基本 概念 -一 运动， 是 比较 抽象 的 ， 实 际 
上 它 是 以 下 所 讲 的 具体 运动 (或 特殊 运动 ) 或 者 是 它们 的 合成 ， 
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1 HRES CHX) 

直线 反射 的 定义 我 们 在 $1 中 已 给 出 。 它 有 以 下 性 质 ， 

(1) 直线 反射 的 道 运动 是 同一 个 直线 反射 。 

(2) 关于 河 一 轴 的 两 条 直线 反射 的 积 是 便 筹 运 型 

(3) 在 家 线 反 射 上， 对 应 直线 或 者 充 于 轴 上 上 的 癌 一 点 或 
者 都 与 轴 平 行 

CO 直线 反射 由 反射 轴 完 全 确定 ， 

实际 上 ， 反 射 轴 确 定 后 ， 任 一 点 和 4 的 对 应 点 A 由 公理 

2 平移 

定 多 ”如 果 运 部 的 每 一 对 对 应 点 4 和 和 ”连结 的 有 疝 线段 
4’ 都 平行 、 相 等 而 且 有 同方 向 ， 则 送 种 运动 叫做 平移 

有 向 线段 447 叶 向平 移 向 量 ， 记 作 AAA ; 其 方向 叫做 平 
移 方 向 .平移 有 以 下 性 质 : 

(1) 平移 的 道 运动 仍 是 平移 ， 

(2) 两 个 平移 的 积 仍 是 平移 。 

(3) 在 平稳 于 ， 对 应 直线 平行 ， 

CA) 平移 由 一 对 对 应 点 完全 确定 

(5) 每 个 平移 可 以 表示 为 两 次 直线 反射 的 积 ， 反 射 轴 重 
直 于 平移 方 喇 ， 而 且 其 中 一 个 轴 可 以 任意 选取 . 

实际 上 ， 设 乎 移 了 由 -对 对 应 点 4&、47 确 定 ， 以 垂直 于 平 
移 阿 量 44* 的 任意 直线 si 作为 第 一 个 反射 轴 ， 设 4 在 si J BHH 
的 反射 于 对 应 点 为 4:， 再 取 线 笑 A,A R LF y su s, 为 第 二 
A MA s: AWER ATAA, HHE HR 
BRAA K 3584478 A si, s; 闻 距 离 的 二 倍 ， 是 一 个 
ER, XH [XV K A. A 孝 有 同一 方 问 ， 记 以 两 个 反射 的 般 
是 平移 了 。 

3 旋转 

定 光 ”她 果 运 动 的 任意 一 对 对 应 点 4 4 与 平面 上 一 个 定 
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HOHER, HQH Z AOA7 等 于 确定 的 有 向 角 9， 则 这 
种 运动 明 做 关于 点 加 的 旋转 。 

FA O BI 2 he $ cB U, Au ç HH IM ESE fB, 

关于 点 口 的 旋转 有 以 下 性 质 : 

(1) 旋转 的 道 适 动 仍 是 一 个 旋转 。 《旋转 中 心 为 口 ， 旋 
转 戎 为 一 人 ) 

(2) 旋转 由 中 心 与 一 对 对 应 点 完全 确定 ， 

(3)》 每 个 诈 转 可 表示 为 两 次 直线 反射 的 积 ， 反 射 轴 通过 
旋转 中 心 ， 并 且 其 中 一 个 轴 可 以 取 过 中 心 的 任意 直线 . 

(4) 任意 两 个 旋转 的 积 是 旋转 或 平移 。 

上 面 有 所 讲 的 三 种 运动 都 是 运动 的 圣 殊 形式 ， 一 般 的 运动 部 
可 以 表示 成 这 三 种 笑 殊 运动 之 积 的 形式 ， 

如 图 3.32 所 示 ， 两 个 三 前 形 和 4BC BAAB C MARA 
界 的 转动 方向 相同 ， 钟 做 同 向 三 角形 ， 而 入 ABC 与 A.A7B”C 
沿 周 界 的 转动 方向 相反 ， 岂 做 反 向 三 龟 形 ， 


B E g” B G” 


图 3 *， 32 


定义 ”把 一 个 三 角形 变 为 同 癌 三 角形 的 运动 叫做 第 一 种 运 
动 : 把 一 个 三 角形 变 为 及 疝 三 角形 的 运动 叫做 第 二 种 运动 。 

定理 2.29 每 个 适 动 都 可 以 表示 为 不 多 了 三 次 直线 反射 的 
P. 

定理 2.30 每 个 第 一 种 运动 或 者 是 平移 或 者 是 旋转 ; 第 二 
种 运 滑 或 者 是 平移 与 直 线 反射 的 积 或 者 是 旋转 与 直线 反讽 的 
H. 
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$5 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 几何 学 的 纸 构 


来 节 首 先 给 出 轴 巴 切 夫 斯 基 平 面 几 和 何 学 的 公理 系统 : 绝对 
平面 几何 学 公理 组 ] 一 四， 加 上 田 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 Y 。 然 
后 在 此 基础 上 建立 玉 氏 平面 几何 学 的 结构 。 因 为 绝 对 几何 的 座 
容 已 在 8 1 里 给 出 ， 其 定义 、 定 理 都 可 以 移 过 来 作为 已 知事 
实 ， 所 以 在 这 个 基础 上 着 重 研究 罗氏 平行 公理 所 能 推导 出 来 的 
一 系列 定理 ， 这 部 分 定理 可 以 称 为 真正 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 是 
理 。 这 里 所 讲 的 忆 是 最 基本 的 孝 识 。 最 后 讲 一 讲 欧 民 、 罗 K. 
艇 上 氏 三 种 几何 的 对 立 统 一 关系 ， 

我 们 的 目的， 主要 让 读者 开 疝 视野 ， 解 放 思 想 ， 了 解 玫 何 
空间 的 多 样 性 ; 进一步 熟悉 公理 法 的 具体 运用 ; 同时 只 有 站 在 
欧 氏 几何 之 外 ， 通 过 与 非 欧 儿 和 何 的 对 比 ， 才 能 进一步 掌握 欧 氏 
几何 的 畦 点 . 

3。1 SEMERE JL inj FJ 2: BE # St 5⁄2 8 Sa. PE TË 

罗氏 平面 几 柯 学 的 公理 系统 由 下 列 五 组 公理 ( 计 17 条 》 构 


序 公 理工 :4 

运动 公理 1—4} 

连续 公理 玉 ,_，,; 

穷 巴 切 夫 斯 基 平 行 公理 TY:， 通过 直线 外 的 每 一 上 点， 至少 窑 
在 两 条 直线 与 已 知 直 线 不 相交 . 

凡 氏 几 何 的 原始 元 素 称 为 “后 ”和 “直线 ”，、 但 由 于 办 氏 
笠 行 公理 与 殉 氏 平行 公理 截然 不 同 ， 因 此 两 种 平面 是 不 同 的 ， 
两 种 直线 也 是 不 同 的 ， 

根据 罗氏 平行 公理 YY 和 绝对 几何 定理 ， 首 先 可 以 推出 下 面 
一 些 定理 。 


辣 合 公理 | = 33 
顺 
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EHI, 1 两 条 不 相交 的 直线 被 第 三 条 直线 所 截 ， 同 位 稻 
不 一 定 相 等 ， 内 钳 角 不 一 定 相等 ， 

证 明 Dj EE a 和 直线 bT, Recea, bha 
交手 后 有 态 、B ， 构 成 的 周 位 第 为 & 和 8 (图 3.33) ， 

用 反 证 法 。 人 假设 任 何 两 条 不 相交 前 线 被 第 三 条 直线 截 得 的 
辣 位 角 总 相等 ， 即 a = 8， 则 网 氏 平 行 公理 必 成 F (参照 定理 
2.28》， 这 与 罗氏 平行 公理 了 考 盾 ， 所 以 同位 角 不 能 总 相等 。 

仿照 定理 3.1 的 证 法 《〈 即 用 反 证 法 》 同样 可 以 证 明 以 下 各 
EHE, 

定理 3。2 W- PB s By E 2 E; ERR EME, 

定理 3。3 三 角形 内衣 和 小 于 二 直角 . 

定理 3，4 ”过 不 基线 的 三 个 点 不 一 定 存 在 外 接 同 ， 

定理 3、5 不 存在 一 般 {不 全 等 的 ) 相似 三 角形 ， 

证 明 假设 入 A4BC 与 入 A’B’C' 是 不 全 等 但 相似 的 三 角形 ， 
LA=LA', ZXB=- ZB', ZC= LC (图 3,34) , 


' ë" 
— b C e. < 
A B A! n F 


a 


图 3 + 33 图 3，34 


将 A4BC 移 到 AA B’C 上 的 AA BO. 位 置 。 因 为 
LA CB = ZC, ZA BC =Z ABC M MAHE B.B: C! O, 
mj 33 Fd, E CCR ,根据 定理 1.40 入 BBC 与 八 BC7 Ci 
的 内 角 和 都 不 能 太 于 24, 两 三 角形 的 内 前 和 只 有 各 等 于 29, 才能 
使 下 这 形 内 第 和 等 于 46， 这 与 定理 3.3 韦 盾 ， 于 是 定理 得 证 ， 

定理 3,6 的 证 明 也 说 明了 商 个 三 角形 如 时 内 角 对 应 相等 ， 
则 两 个 三 角形 必 全 等 ， 

= {Z0 * 


定理 3. 6 三 角形 三 条 高 不 一 定 交 于 一 点 。 

定理 3。7 萨 开 里 四 边 形 的 上 底 角 小 于 直角 . 

证 明 ”根据 定理 1.43， 萨 开 里 四 按 形 上 底 钊 不 能 大 于 由 
间 。 萨 开 里 四 和 按 形 的 上 底 角 也 不 能 等 于 直 和 前 ， 否 则 就 存在 内 角 
各 等 于 二 直 前 的 三 角形 ， 这 与 定理 3.3 了 矛盾。 

这 个 定理 说 明 罗 氏 平 面 上 不 容 在 矩形 . 

3, 2 ”罗氏 平 面 上 直线 的 相互 位 置 

从 罗氏 平行 公理 站 容易 推出 ; 

定理 3.8 ”通过 已 知 直 线 Sk E 
意 一 点 ， 有 无 数 多 条 直线 与 已 知 直 
线 不 相交 ， 

证 明 US PP 与 直线 979 
是 两 条 通过 已 知 点 妇 且 与 已 知 直 线 
CC 不 相交 的 两 条 直线 (图 3.35)， 图 3，35 
如 果 直 线 SS 是 通过 点 4 且 在 PA4O 内 部 的 任意 直 组 ， 则 直线 
SS: 与 直线 CC’ 不 相交 ， 因 为 假设 直线 SS' 与 直线 CC? 相交， 
则 根据 本 章 定 理 1.10， 直 线 P'P 必 与 直线 CC' 相交， 这 与 已 捕 
直线 P'P 与 直线 CC7 不 相交 迄 盾 ， 所 以 过 点 4 且 在 LPAQ 内 
部 的 所 有 直线 都 与 直线 CC 不 相交 。 

1 平行 钱 的 征 六 和 性 原 

如 时 象 歼 氏 几何 那样 把 平 人 面 上 两 条 不 相交 冯 线 叫 艇 平 各 
线 ， 那 么 通过 直线 外 一 点 将 存在 与 已 知 直 线 平行 的 无穷 多 条 直 
组 ， 这 样 的 平行 线 显 然 不 满足 传递 和 性， 否则 通过 直线 外 一 点 的 
所 有 与 已 短 直 线 不 相交 的 直线 ， 彼 此 都 成 为 平行 的 了 ， 但 实 味 
它们 交 于 一 点 。 因 站 需要 重新 建立 平行 线 的 概念 。 这 种 平行 线 
要 满足 对 称 性 和 传递 性 ， 面 且 这 个 平行 线 定义 最 好 能 同时 适用 
于 罗氏 几何 和 了 欧 氏 也 何 。 为 此 本 眉 把 问题 的 讨论 限制 在 绝对 纪 
何 范围 . 

下 面 讨论 罗 巴 切 兴 斯 基 平 行 线 的 定义 。 


+ ]21 = 


LLL 2 C'C 和 不 在 它 上 面 的 一 点 4 (EH3.35) , AAR 
CCIR, EAB., K AB 将 平面 分 成 左 、 右 瑚 个 半 平 
而 ， 过 点 4 在 右 〈 或 左 》 半 平 面 可 引 无 数 条 半 线 〈 射 线 ), 根 据 
绝对 几何 的 顺序 关系 ， 这 些 半 线 可 以 建立 起 以 半 线 ABA 第 一 
条 《有 最 前 面 一 条 》 的 闭 时 针 《或 顺 时 针 ) 旋转 的 顺序 ， 

现在 考察 右 半 平面 的 半 线 。 根 据 绝对 几何 定理 1.32， 在 这 
些 半 线 中 一 定 存在 一 条 例如 半 线 AS 与 直线 CC 不 相交 ， 面 按 
逆 时 针 顺 序 在 AS 后 面 的 半 线 也 都 与 直线 CC 不 相交 ， 例 如 半 
线 AQ 等 。 因 为 如 果 它 们 与 直线 CC 相交 ， 则 半 线 4&5 也 与 直 
线 CC 相交 ， 这 与 半 线 43 不 与 直线 CCAAT. BAREA 
半 平 面 的 这 些 半 线 中 也 有 许多 与 直线 CC 相交 ， 这 只 要 在 半 线 
BC EER- AD, MER AD 就 是 这 样 的 半 线 。 下 面 答 出 平 
行 半 线 和 和 平行 线 的 定义 . 

定 尺 ”在 右 半 平 面 上 将 过 点 A 的 所 有 半 线 建立 道 时 针 旋 转 
顺序 ， 如 果 在 所 有 与 直线 C2C 不 相交 的 半 线 中 存在 最 前 面 《 郧 
第 一 条 ) 的 半 线 AP， 则 称 半 线 AP 平行 于 直线 C'C， 并 称 包 
FEAP HARP P 沿 荐 半 线 AP 的 方 同 平行 于 直线 CC 

同 理 ， 将 左 半 平 面 上 以 4 为 端点 的 半 线 ， 建立 以 半 线 AB 
为 第 一 条 的 顺 时 针 旋 转 顺 序 后 ， 如 果 在 所 有 与 直线 CC’ 不 相交 
的 半 线 中 存在 最 前 面 的 一 条 半 线 A0’， 则 称 半 线 AO 平行 于 
直线 CC'C， 并 称 包 含 半 线 AO 的 直线 QO WER AQ” 的 方 
向 平行 于 直线 C'C， 疏 直线 段 AB 称 为 点 丰 关 于 直线 C' C 的 平 
THE. (BAP Ek Z BAQ” 称 为 点 生 关 于 直线 CC 的 平行 角 , 或 
称 平行 距 AB 对 应 的 平行 角 ， 

我 们 虽然 引进 了 平行 半 线 的 概念 ， 但 还 不 能 就 断定 平行 半 
钱 存 在 ， 为 此 述 必 须 证 明 它 的 存 广 性 。 

定理 3，9 ( 宇 行 六 线 存 在 定理 ) 通过 直线 C Ch RA, 
有 和 且 只 有 两 条 半 线 平行 于 直线 C'C， 它 们 美 于 点 下 的 平行 中 及 
在 直线 对 称 ， 
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证 明 已 知 如 图 3.35 所 设 .首先 在 右 半 平面 上 ， 按 上 述 办 
法 将 通过 点 和 的 半 线 规定 前 后 顺序 。 然 后 将 这 些 半 线 分 为 两 
类 ， 将 所 有 和 直线 C'C 相交 的 半 线 作为 第 一 类 ; 所 有 和 直线 
CC 不 相交 的 半 线 作为 第 二 类 。 显 热 这 一 分 类 满足 戴 德 金 分 类 
条 件 ， 即 人 每 一 条 半 线 属于 且 只 属于 一 个 类 ， 每 一 个 类 里 都 含有 
半 线 ， 和 而 且 第 一 类 里 的 任意 半 线 都 在 第 二 类 里 任意 半 线 的 前 
而 。 根 据 定理 1.37 存 在 一 条 半 线 4P， 它 或 者 是 第 一 类 里 最 后 
一 条 或 者 是 第 二 类 里 最 前 面 一 条 。 但 是 第 一 类 里 没有 最 后 半 
线 ， 因 为 如 果 半 线 AP 与 直线 C C 相交 于 了 点， 则 在 直线 CC 
上 点 了 的 有 侧 ， 必 存在 一 点 Pl， 使 得 半 线 AP, BHAC CH 
交叉 在 半 线 4P 之 后 ， 因 此 半 线 4P 是 第 二 类 里 最 前 面 的 一 条 半 
线 ， 即 与 直线 C'C 不 相交 的 第 一 条 半 线 . 

显然 在 右 半 平面 上 ， 与 直线 C/C 不 交 的 半 线 中 ， 最 前 面 的 
一 条 有 了 唯一 一 条 . 

将 右 半 平面 上 通过 点 4 的 所 有 半 线 以 直线 4 B 为 对 称 轴 翻 
转 到 左 半 平 面 上 ， 半 线 BC 变 成 半 线 BC' ， 每 条 以 4 为 端点 的 
半 线 都 变 成 左 半 平 面 上 以 4 为 端点 的 半 线 ， 原 来 递 时 针 的 旋转 
顺序 ， 也 将 变 成 顺 时 针 的 旋转 顺序 。 右 学 平面 上 与 半 线 BC 相 
交 的 学 线 变 成 左 半 平面 上 与 半 线 BC 相交 的 半 线 ， 右 半 平 面 上 
HPR BC 不 相交 的 半 线 也 变 成 左 半 平 面 上 与 半 线 BC' 不 相交 
的 半 线 。 设 半 线 4P 的 对 称 半 线 为 AQ”, MJ AQ' 为 左 半 平面 上 
第 一 条 与 直线 C'C 不 相交 的 半 线 ， 否 则 设 半 线 AQ” HEPR 
面 上 按 着 规定 的 顺序 第 一 条 与 直线 CC 不 相交 ， 它 必 在 半 线 
49/ 的 前 面 ， 半 线 49* 的 对 称 半 线 必 落 在 半 线 AP HNM, E 
将 与 直线 C'C 相交 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 半 线 40’ 平行 于 直 
线 C2C， 

上 述 两 条 成 对 称 的 平行 半 线 是 否 不 共 线 尚 不 可 知 。 如 果 欧 
氏 平 行 公理 了 成 立 ， 则 两 半 线 必 共 线 (省 则 过 4 将 有 两 条 直线 
与 直线 C'C 不 相交 ， 这 与 公理 Y 蔬 盾 ) 。 如 果 承 认 罗 氏 平 行 公 
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AY, WAERTE 《否则 过 妇 和 将 有 唯一 直线 与 直线 C'C 
不 相交 ， 这 与 公理 了 矛盾 ) 。 可 兄 在 欧 氏 平面 上 过 4 只 有 一 条 
直线 在 两 个 方向 上 平行 王 已 知 直线 ， 而 在 罗 民 平面 上 过 点 4 有 
两 条 不 河 的 直线 在 不 同 的 方向 上 平行 于 直线 CC， 这 两 条 直线 
关于 平行 距 对 称 ， 对 应 的 平行 角 相 等 。 

定 闵 ”如 时 一 和 茶 直 线 上 的 点 滞 此 直线 的 一 个 方向 运动 ， 并 
且 这 个 点 到 另 一 直线 的 距离 无 眼 增 大 ， 即 类 于 事先 给 定 的 任意 
大 的 线段 ， 就 说 这 条 直线 在 这 个 方向 上 与 另 一 直线 离散。 否则 
就 说 这 两 直线 在 这 方向 上 与 男 一 直线 不 离散 ， 

根据 定义 可 知 ， 相 交 直 线 在 交点 的 两 个 不 同方 身上 离散 
(定理 1.45)， 一 条 直线 上 的 点 如 果 沿 此 直线 的 一 个 方向 适 动 ， 
这 个 点 到 嚼 一 直线 的 距 郊 总 保持 有 了 上限， 即 不 大 于 某 个 确定 的 线 
段 ， 则 这 条 直线 显然 在 这 个 方向 上 与 另 一 条 直线 不 离散 ， 

下 面 给 出 一 条 直线 在 某 一 方向 上 平行 于 已 知 直 线 的 重要 判 
EEH, | 

定理 3.10 一 条 直线 在 一 定 方 向 上 平行 于 已 知 直 钱 的 充分 
且 必 颈 条 忻 是 在 平行 方向 上 与 已 郑 直 线 不 离散 。 

证 明 SEH, REREH ECH- AP SEMER BC 
平行 《图 3.367， 过 4 作 BC HER, EEA B, zh PE BC 的 

Eik, EHC., WSA E SREPC 
A 7 FES AF, EEF, BC 5 AF 同 


了 时 垂下 于 直线 FC, 它们 必 不 相交 ， 
` ”按照 建立 平行 组 时 所 规定 的 顺序 ， 半 
线 AF 不 能 在 半 线 4P 的 前 面 ， 因 此 


点 了 在 点 C 、F 之 癌 ， SE F, 
图 3 - 36 ËO ZAPC2> ZAFC=d ( 式 中 的 等 
号 是 点 了 与 了 重合 的 情形 )。 又 从 二 B4P<d， 所 以 得 出 APC 
>ZBAP, REEM 1.42, H] PC 二 AB， 而 且 P 了 点 在 半 线 AP 
上 的 任何 位 置 都 成 立 ， 有 即 P 在 半 线 AP 的 任何 位 置 ，P 到 直线 
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BC 的 虐 离 PC 总 是 有 限 的 ， 所 以 总线 AP 与 直线 BC # AP Jr u] 
上 不 离散， 

充分 性 。 设 直线 4P 在 AP 方 向 上 与 直 强 BC AR. Wi 
定理 3.,.9， 过 点 和 4 存在 一 条 半 线 4P, 平行 于 直线 BC. 我们 来 证 
HHR AP 与 半 线 AP 重合 ， 

半 线 AP 与 半 线 AP 有 三 种 可 能 的 位 置 关系 C) PR 
AP 在 半 线 AP, <ii Gi) 半 线 AP 在 半 线 AP, 之后: Gii) 半 
£ AP BP AP 重合 ， 

如 果 有 (Ci) 的 位 置 关系 ,根据 平行 线 定 尺 ， 半 线 AP 与 家 
线 BC 相交 ， 根 据 定 理 1.45， 半 线 4P 与 直线 BC 离散 ， 这 与 已 
HAFA. 

如 果 有 (ii) 的 位 置 关 系 〔〈 图 3.37) ， 从 半 线 4P 上 任 一 8 P 
分 别 向 直线 AP: 和 直线 BC IEH, 

REHIA Po C. 连结 4C， 因 为 f o 
半 线 4P， 通 过 人 4CP 的 内 部 ， 根 据 

定理 1.10， 直 线 4P 与 PECETA B c 
Q, MA PC= PO+TOC, ATASE 图 3 + 37 
ATER, PCPP I, 5A P $$ AP 方向 运动 时 ，PP1i 可 以 
任意 大 ， 因 此 半 线 AP 与 直线 BC 离散 ， 这 与 已 知 了 矛盾 。 

既然 ( i)、(i) 两 种 情形 都 不 成 立 , 只 有 (iii) 成立 ， 所 以 下 
线 AP 沿 举 线 AP 的 方 癌 平行 于 直线 BC， 

从 罗氏 平行 线 定 久 来 看 ， 直 线 P'P E Pr 22 C! C 在 半 线 AP 
方向 上 平行 ， 伏 乎 与 特定 的 点 4 有 关 ， 其 实 并 不 这 样 ， 我 们 可 
DiE, ATAR PP 上 上 的 任何 一 点 4， 直线 P'P 仍 在 这 一 
方向 上 平行 于 直线 CC” , 

定理 3.11 如果 直线 P'P 对 于 其 上 一 点 4 活着 半 线 APH 
向 乎 行 于 直线 CC， 则 对 于 它 上 面 的 任何 一 点 4:， 仍 然 沿 着 同 
一 方向 平行 于 直线 CC. 

证 明 设 直 线 P'P 沿 着 AP 方向 平行 于 直线 CC， 点 44: 为 
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AR P'P 工 任意 一 点 。 

AREER AP E, iR AP HER AP 有 无 限 的 公共 
部 分 。 因 为 半 线 AP 平行 于 直线 C'C, 其 上 的 任何 点 到 直线 
C'C 的 距离 始终 是 有 了 归 的 ， 所 以 A RP AP A Eha g, 
A 到 直线 CC 的 距离 始终 是 有 限 的 ， 即 半 线 APEH PRAF 
重合 的 方 负 上 与 得 线 CC 不 离散 ， 从 而 直线 P'P EPER AP 
方向 上 与 直线 CC 平行 。 

若 A REER AP E, P AP 与 半 线 AP 除了 有 公共 
半 线 AP 外 ， 还 有 一 部 分 是 有 限 的 44 部 分 (图 3.38)。， 当 眠 M 
是 有 限 线 段 4,A 上 的 任何 一 点 , 它 到 直线 的 距离 始终 是 有 限 的 ， 
从 而 点 A FA A 方向 运动 时 ， A 到 直线 CC BU F Z 
终 有 限 ， 即 直线 P PEPR 4 了 的 方向 上 与 直线 C'C3IrT, 

既然 一 条 直线 PP 在 半 线 AP 的 方向 上 平行 于 直线 C! C 与 
站 线 了 了 上 方向 半 线 AP 的 端点 4 的 取 法 无 关 ， 而 只 注意 方向 
性 这 一 特征 ， 今 后 可 以 省 去 “ 沿 半 线 AP 方向 ”的 提 法 ， 只 称 
“直线 P'P 平 行 于 直线 CO, KERA P'P 5 HN ER C' C 字母 的 
顺序 指示 该 平行 关系 是 从 第 一 个 字母 到 第 二 个 字母 的 方向 上 上 平 
行 ,而 直线 PP' 平 伍 于 直线 C'C 表示 在 相反 的 方向 上 平行 。 

现在 证 明 罗 氏 平 行 线 满 瑟 对 称 性 和 传递 性 ， 

定理 3.12 《平行 线 的 对 称 性 ) MRE PP 平行 于 直 
RCC, WARC CETER PP, 

证 明 RER P'P 平 行 于 直线 CC, ERER PP HER 
-A A, MANER CCIE AB, eA 3.39., 


P” À P” 


' í A j 
P 7 i 
H 7 
ar o) KS ` 
Cry B Ç Cr HB P Ü 


il aF s.s 


RATIER B ER BC 方向 运动 时 ， 半 线 BC 与 直线 PP A 
离散 ， 

wR B ER BC y inlis S PIB, MA B. 向 直线 P” PTE 
h, ELAH; 从 点 了 作 直 线 CCE BID, BIS A 
EÉ B D Bs, BEAD. RAP AD 与 直线 C'C 不 
相交 (同时 垂直 于 直线 BLD》 ， 半 线 AP EFR AD 的 前 面 

CER AP 是 第 一 条 与 直线 C'C 不 相交 的 半 线 ) , Bp. D kf 

半 线 AP 的 不 间 人 出， 所 以 半 线 AP 与 线段 BJD 交 于 一 点 A, 而 
HEFER 运动 到 任何 位 置 都 存在 ， 因 为 BE 反 4:B， 且 4UBi 始 
AES RK, PE BiH 始终 是 有 限 的 ， 即 直线 C'C EPR BC 
的 方向 上 与 直线 已" 己 不 离散 ， 所 以 直线 CC 在 BC 方向 上 与 
HRP PEH, 

根据 对 称 性 ， 今 后 两 条 平行 线 可 以 写成 “直线 P'P 7 直线 
CC» ， 表 示 直 线 P'P 平行 于 直线 C'C， 面 直线 C'C 也 平行 于 
直线 P” P. | 

定理 3.13 《平行 线 的 传递 性 ) OR N QO OSKR R R 
分 别 平行 于 直线 P'P, WERO 'Q 和 直线 RR'R 也 沿 着 它们 与 
ARP P FFAA AEMT T. 

证 明 ”根据 平行 线 的 对 称 性 ， 直 线 P'P 平行 于 直线 Q'Q 
和 RR。 从 直线 O'Q LEA RBA P P 和 R RIE 
线 ， 垂 足 为 4 和 C (3.40; 从 从 向 直线 R'REER, SE E 
D, W BD 近 4B+AD， 且 和 直线 
Q'Q5 及 及 在 直线 FP 的 同 侧 或 异 
侧 无 关 。 因 为 BC= BD, 而且 当 点 是 
沿 品 吕方 向 运动 时 ， 线 玫 AB 与 AD 
始终 是 有 限 的 ， 所 以 点 8B 到 直线 R” R 
的 距离 BC 也 始终 是 有 限 的 ， 妈 直线 
Q Q 与 直线 R REPR BQ 的 方向 
上 不 离散 ， 所 以 直线 9Q' 品 平行 于 直线 R'R, 
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以 上 所 讲 的 内 容 并 未 用 到 罗氏 平行 公理 YY ， 纯 属 绝对 斤 何 
内 容 ， 因 而 也 适用 于 欧 氏 几何 学 。 由 于 欧 氏 平面 上 ， 过 直线 外 
一 点 存在 唯一 家 线 与 已 知 直线 不 相交 ， 根 据 本 节 所 讲 的 平行 线 
定义 ， 它 在 两 个 方向 上 都 平行 于 已 知 二 线 ， 其 平行 角 是 直角 ， 

2 ” 男 巴 切 夫 斯 基 函 数 及 性 质 

在 以 上 讨论 过 的 平行 线 理 论 基础 上 ， 如 果 引 进 罗 氏 平 行 公 
理 了 Y， 可 以 导出 罗氏 平行 线 的 进一步 性 质 ， 显 示 出 罗氏 平行 线 
与 欧 氏 平行 线 极 大 的 不 同 之 处 ， 这 主要 体现 在 平行 角 与 平行 这 
的 关系 上 上面， 以 及 其 他 一 些 性 质 ， 

定理 3.14 ”罗氏 平行 线 上 尾 意 点 所 对 应 的 平行 角 都 是 货 
fg. 

证 明 设 直 线 PP} 直线 C'O, A 为 直线 P'P 上 的 任意 
应， 六 B 为 平行 距 ， 人 BAP=@ 为 A 所 对 应 的 平行 角 ( 图 3,41)， 

首先 证 明 ord, Rit o=d, MER AP 关于 直线 AB RB 
对 称 半 线 AQ 也 平行 于 C'C, BER AP 与 半 线 AQ 构成 局 一 
条 直线 ， 这 时 过 点 和 的 任何 与 直线 QAP TH0WE 85 ES 
C'C 相交 ， 这 与 罗氏 平行 公理 了 矛盾 . 

其 次 证 明 opd, 即 平 行 和 角 不 能 是 pr 


能 角 。 假设 o>d, 则 过 4 存在 一条 4 
BABERE, ET BAP ARH , P 
与 直线 C'C 不 相交 , 这 时 半 线 AP 不 是 


第 一 条 与 直线 C'C 不 模 变 的 半 线 ， 这 图 3，41 
BER AP 平行 于 直线 CC FA, 

SHERHE, Ri od, 

从 这 个 定理 的 前 半 部 分 证 明 中 看 出 ， 如 果 平 行 角 等 于 直 
角 ， 则 欧 几 里 得 平行 公理 成 立 。 实 际 上 平行 角 为 直角 的 假设 与 
KEFFA H. 

Hit 过 直线 外 任意 一 点 ， 存 在 两 条 直线 在 不 同方 向 上 分 
别 平 行 于 已 知 直 线 ， 这 两 条 直线 关于 已 知 直线 的 平行 角 相 等 。 
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定理 3,15 在 平行 关系 中 ， 两 平行 距 租 等 ， 则 它们 对 应 的 
平行 角 相 等 ， 两 平行 卡 不 等 ， 则 对 应 的 平行 角 不 等 ， 平 行距 越 
大 对 应 的 平行 骨 越 小 ， 

证 明 ” 设 在 同一 半 平 面 上 半 线 AP, 和 ERAP: Aa FIT 
于 直线 BC, PITE A.B. AB 对 应 的 平行 角 分 曾 为 Dis Oz 
HAB>AB (83.42) , 

(1) B0: ou TE Z BAP; = 0 Aa 
内 引 半 线 AP, (Ë 人 BA2P =0, 则 
FR AP 与 半 线 AP AA 2, 2 — 
方面 ， 因为 半 线 AP: 平行 于 直线 
BC， 在 各 前 面 的 六 线 AP 必 与 直线 
BCH, RANC, Ki A; E; C 图 3。42 
在 直线 AP 的 不 同 侧 ， 半 线 AP 与 半 线 AP 相交 ， 于 是 出 
现 了 半 线 A,P EGER AP 不 相交 又 与 半 线 AP: + 1 I + 
E., 所 以 w; 不 能 大 于 o. 

(2) Bozon RAA 的 中 点 OO， 从 点 口 分 别 向 直线 
AP: 和 直线 AP FER, FEIM, N (3.43). HA 
ZOAN = Z BRA, Pi = ZBA: Po, -ONA - OMA =d, OA; = 
4:， 所 以 两 直角 入 ONM4 AONA, ZMOA = NOA, © 
PAM, O. NAER, MN A RBK A.P; AP HoE, R 
据 平行 传递 性 ， 直线 AP; AP, NMP; 是 对 应 于 平行 中 
MN 的 平行 第 ， 但 ¿NMP =d， 这 与 平行 角 为 锐角 矛盾 ， 综 上 
MEGA mo, 

当 AB-AB 时 ， 请 读者 自 证 
之 。 

当 冰 对 平行 线 处 于 任 和 局 的 忆 置 
时 ， 总 可 以 经 过 运动 移 成 图 3,42 的 位 
渗 关 系 ， 琢 进行 证 明 ， 

上 述 两 个 定理 说 明 ， 每 一 个 平行 


虐 对 应 一 个 平行 前 ， 棚 等 的 平行 距 对 应 相等 的 平行 角 ， 不 同 的 
平行 距 对 应 不 同 的 平行 角 ， 平 行距 越 天 对 应 的 平行 角 越 小 。 于 
面 证 明 每 一 个 锐角 都 可 以 作为 平行 角 而 对 应 一 个 确定 的 平行 
BE, 

定理 3.16 ”对 于 每 个 锐角 ， 总 在 在 一 个 平行 中 ， 使 这 个 锐 
角 是 它 所 对 应 的 平行 角 ， 

证 明 己 知 锐 前 二 4OB( 图 3。44) 4 G 

首先 证 明 ; 在 过 OB 上 一 定夺 在 


AM, WAM 且 与 DB 委 直 的 直线 r EN 

M: F 与 边 O4 Hx., RREH OA —— T. 
上 任 取 一 点 ， 过 让 作 OB 的 垂 线 ， 

EEH M, WM 就 是 这 样 的 点 ， Ss. 44 


其 次 证 明 ， 在 边 0B 上 一 定 存 在 点 WMz， 使 过 点 M: 且 与 OB 
垂直 的 直线 MaG 与 边 OA 不 相交 ,假设 不 在 这 样 的 成 M:， 则 
半 线 QB 上 的 任何 牌 线 必 与 边 OA WZ., EA OA 上 任 取 一 所 
A, (3.45 , FE AB: 1 OB. B, 3 E, # OB EPA Bs 
使 OB = 了 Bi， 作 B;AL OB, 
与 04 交 于 4:， 在 DB 上 取 氮 Bs, 
使 0B;= BB3， 必 BA4s LOB, 
H OA 交 于 Asn 这 样 地 继续 于 
去 ， i 到 一 系列 A 入 O41B， 
| AOA: AQA Bat, AOA, Bs, 

图 3，45 …。 根据 定理 3.3， 和 信 OA1B 的 

HAR oC(OA1B1) 必 为 

G(OA B) = xT- e, OE 
因为 AQA B. AB A Bi 得 

g(B:A B) =z-— 8 


O Ë, A Üa Ë 


因此 
g(QA:B;) = r< — BE 
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X AQA:5B: HAAR 
o (QAíB;) = 6 (0A Bd tol A:iB;:A.) — r 
= (to 2E) T O( A,B;.Aa) — x 

但 olABAD<r, MUH 

GOA, B) m 2e 
UER, HH 

o (OA,B:) <x- 2'E 

OLOA, Bnr 2g 
当天 充分 大 时 ，2 :ea MERAK., VA 

g(QA.B.)<0 
P£ p Z ff JÉ IN fü 129 IE 3 P 8, 所 以 必 存 在 所 求证 的 点 Ma 
击 且 在 宅 后 面 的 所 腹 点 也 都 是 这 样 的 点 。 

FRKE: ROFE OB 的 先后 顺序 ， 这 样 的 一 些 点 一 一 在 
半 线 OB 上 且 过 它 作 OB HERT OA 相交 ， 必 有 最 前 面 药 
殉 一 个 。 为 此 我 们 将 灶 线 OB 上 的 点 分 成 如 下 的 两 类 ， 属 于 第 
一 类 的 是 所 有 这 样 的 点 ， 通 过 这 些 点 作 边 08 的 恒 线 都 与 边 04 
相交 :属于 第 二 类 的 是 所 有 这 样 的 点 ， 通 过 这 些 点 作 边 OB 的 
ERRA D4 不 相交 。 显 然 边 OB 的 点 属于 而 且 只 属于 一 类 ， 
每 一 类 里 都 不 空 ， 面 且 第 一 类 里 的 每 一 点 都 在 第 二 迷 点 的 前 
面 ， 因 此 这 一 分 类 是 戴 德 金 分 类 。 根 据 戴 德 金 定 理 ， 在 边 OB 
上 存在 一 点 吕 ， 它 或 者 是 第 一 类 里 最 后 的 点 ， 或 者 是 第 二 类 里 
最 前 面 的 点 、 但 第 一 类 里 没有 最 后 的 点 ， 因 为 如 果 吕 是 第 一 类 
ERARA. Mito HEETE OB 的 垂 线 必 与 边 OA 相交 一 
AK, TE OK 延长 线 上 取 点 工 ， 从 点 王 向 边 08 IE3528, MÆ 
丘 一 定 落 在 点 名 的 后 面 ， 这 是 矛盾 的 。 上 既然 第 一 类 里 没有 最 后 
的 上 后， 所 以 点 名 是 第 二 类 里 最 前 面 的 点 ， 

最 后 证 明 ;， 过 QQ 作 直线 QC 垂直 于 边 OB, MOA Œ 
行 于 直线 QC， 过 点 Q@ 作 直线 QH EETA OA HAEE, 
在 人 CQH 内 任 取 半 线 QD， 并 令 点 也 在 人 AOB ARR., DIEA 


= ji ° 


OBRE, EXP, W| PZF6JO WI, ARE PD— E 5 
半 线 DA 3 — A E, WEB 1.9 itemm , 因为 半 线 
QD 与 AOPE 的 边 OP 不 相交 ， 但 与 边 PE 相交 ， 所 以 必 与 另 
一 边 OE 相交 。 由 此 得 出 ，ACQH 内 部 的 半 线 QD 都 与 直线 04 
相交 ， 面 半 线 QC 是 第 一 条 与 边 OA 不 相交 的 半 线 《建立 了 以 
半 线 QH 为 最 前 面 一 条 ， 而 所 有 半 线 QD 都 在 其 后 面 的 顺序 )， 
所 以 半 线 QC 平行 于 半 线 0&4， 这 时 OQ EFTE, wA L AOB 
正 是 这 一 平行 距 所 对 由 的 平行 角 ， 因 此 定理 得 证 ， 
将 上 述 三 个 定理 综合 起 来 ， 可 以 得 出 平行 距 与 平行 前 之 间 
的 沙 数 关系 ， 即 每 个 平行 中 对 应 一 个 锐角 作为 平行 角 ， 反 过 来 
每 个 锐角 作为 平行 角 也 对 宪 一 个 平行 距 ， 不 等 的 平行 中 对 虚 不 
等 的 平行 角 , 而 且 可 以 证 明 当 平行 距 连 续 递 增 , 其 对 应 的 平行 朋 
随 着 连续 递减 ， 即 平行 划 是 平行 归 的 单调 递 碱 连续 冰 数 ， 这 个 
HARS Eee, “5 lGIE 
0=m(x) (0 <s + o) (0O<0< F) 


其 中 心 为 平行 前 ，x 为 平行 距 。 
当 罗氏 函数 的 x 值 趋 近 于 0 时 ，@ 趋 近 于 地， 在 * 接 近 于 


0 的 狭小 的 过 间 里 ， 罗 氏 几 何 与 欧 氏 几何 的 性 质 是 非常 近似 
的 . 

3 分 界 垂 线 和 分 界 直 线 

定义 ”如 果 一 条 装 不 和 已 知 直线 万 直 、 又 不 和 它 平行 ， 
则 这 条 半 线 电 做 已 短 直 线 的 斜 半 线 。 

定理 3,17 在 每 条 直线 上 上 有 且 只 有 一 条 恒 线 与 这 直线 的 某 
条 己 知 和 斜 半 线 平行 ， 

证 明 R3 O, B b 3 SË 04 的 斜 半 线 (图 3.46》 , 根据 
定理 3.9， 存 在 半 线 QB 平行 于 半 线 ,Bl, # OB OA, WE 
线 DB 满 足 定理 要 求 。 若 DB BE TOA, ië Z AORB 为 锐 骨 ， 
则 根据 定理 3,16， 在 锐角 的 一 边 OA 上 存在 叭 一 一 点 马 ， 使 过 
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总 且 垂 直 于 直线 04 的 垂 线 CC 平 行 手 半 线 DB。 再 根据 平行 传记 


性 ， 直 线 QC 也 平行 于 半 线 O,B., pe 
用 反 证 法 和 定理 3.14 容 易 让 明 举 线 v. 
CC 是 唯一 存在 的 《与 半 线 OB 的 位 o, 

Br). Mi ga 


MÆR O, B BJWQ A O, A ZK 
OA FEZ, EE UM, RIAH 
T OC HERMA 上 的 所 有 牌 线 分 成 两 类 ， 垂 足 在 怠 前 面 的 
FERRIER OB HE, MEET QO Am 的 垂 线 都 与 半 线 
OB 不 相交 ，QC 正好 起 了 分 界 作用 . 

定义 ”具有 上 述 性 质 的 邓 线 QC MWF MA 关 十 和 斜 半 线 
O01B, 的 分 界 奈 线 . 

如 果 O: 在 直线 OA 上 ， 显 然 QC 就 是 人 BIO1A 的 关于 边 01B1 
的 分 异 垂 线 ， 这 时 也 可 以 说 QC 是 角 边 上 的 分 界 垂 线 。 

定义 ”如 果 一 直线 同时 与 一 个 航 的 两 条 边 平行 ， 则 直线 吊 
做 已 知 角 的 分 界 直线 ， 

定理 3.18 每 个 角 都 有 面 且 只 有 一 条 分 人 直线 ， 

证 明 已 知 了 40B。 必 408 的 平分 线 O8 〈 图 3.47) 。 
根据 上 一 定理 ，AAO8 在 在 唯一 的 
AEROC, HOCH AOB 
的 分 异 直线 ， 面 卫 是 唯一 的 ， 

角 的 分 界 直线 完全 落 在 甫 的 内 
部 ， 而 且 与 分 界 垂 线 类 做 ， 它 把 角 
平分 线 的 所 有 重 线 划分 成 两 类 ， 其 


图 3.46 


中 一 类 的 敢 线 都 与 前 的 两 边 相 交 ; 图 3.47 
另类 里 的 所 有 垂 线 都 不 与 角 的 两 边 相 交 ， 角 的 分 界 直 线 起 着 
分 界 的 作用 ， 


4 平行 线 的 进一步 注 质 
定理 3,19 任何 两 对 平行 线 总 可 以 重合 ， 


a T}j > 


证 明 ” 设 两 对 平行 线 04 PQ, O'A’ J P'Q' (B3,48). 
根据 定理 3.17， 在 OA 和 币 0 A tAn ED AEROB 和 OB’, 
而 且 都 是 唯一 的 ， 这 时 直线 。，,，。 a" p 
PQ 和 直线 PO 分别 是 直 | 
ff Z AOB. W ffi Z A” O” B” BJ A C, 

分 界 雪线。 经 过 运动 使 垂 线 ° ? 
n A 0 A” 
O'A’ O' By Ep EH OA. 
OB $S, WAA AOR 与 
LA'O 重合 ， 这 时 在 同一 运动 下 直线 P'O” D, Ly SË PQ 重 
£, FU ZAO 将 有 两 条 分 界 直线 ， 内 此 两 对 已 姑 平 行 线 重 


B. 


图 3.48 


图 3,48 将 直线 通 成 了 曲线 ， 这 是 采用 了 变形 画 法 ， 它 可 以 
更 直观 地 表达 男 氏 志 柯 的 图 形 性 质 . 

定理 3.20 ”从 一 对 平行 线 之 一 上 的 一 点 到 另 一 直线 的 距 
离 ，《 1) 随 着 这 点 河 平 行 方向 运动 而 递减 ， 随 着 这 点 沿 相反 
方 同 运动 而 递增 ; 《2 运动 时 这 一 距离 可 取 尾 何 数 倩 ， 

征明 设 直线 AP 平行 于 直线 BQ (图 3.49) .在 直线 
AP 上 依次 取 三 点 有 &、A1、 有 ;过 它们 分 别 向 直线 BN 作息 线 , 算 中 
为 B.Bi、B8;。 四 边 形 ABB. AH, ZBAA4298838. ZB.A,rA 为 
Pk f, 根据 定理 1.42， 因 为 
Z BAATZ BAA, 所 LD AB> 
妆 1B1。 同 理 在 四 边 形 ABBA: 
中 ， 站 1B: 半 A4B1。 由 此 证 明了 本 
定理 的 第 一 部 分 ， 

在 线段 B4 上 取 点 CC， 使 CB 
等 于 预先 随意 给 定 的 线段 MiNi， 图 3,49 
过 习作 和 直线 CR FATH BO ,根据 前 一 定理 ， 两 对 平行 线 
AP J BO, CR J 38 经 过 运动 呆 以 重合 ， 重 合 后 CB 落 存 MN 的 
ER, UMEERE, MHEAR BQ 的 距离 MN =CB, i 
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CB THAER, 

RAER, PS 2364758 dE3E TJ IHJ Ef ATRAN 
近 ， 在 相反 方 洒 上 无 限 地 离散 ， 

5 超 平 行 钱 及 其 性 质 

定 关 ”不 平行 叉 不 相交 的 两 条 直线 叫做 超 平 行 直线 ， 

定理 3,21 两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 堆 ， 如 果 截 得 的 同位 
角 相等， 则 这 两 条 均线 是 超 平行 的 。 

这 个 定理 的 证 明 ， 在 证 明定 理 3,15 的 后 半 部 分 (图 3,43) 
中 已 经 作 过 了 . 

定理 3.22 如果 一 条 和 直线 超 平行 于 另 一 条 直线 ， 则 第 二 条 
直线 也 超 平行 于 第 一 条 直线 

证 明 RARP PEFFER OQO, BRAR 9'Q 平 行 
于 直线 P"“P， 那 各 由 对 称 性 ， 直 线 PP 也 平行 于 直线 和 "名 ， 这 
与 已 务 了 矛盾。 所 以 直线 O 与 直线 有 忆 是 不 平行 及 不 相 变 ， 
即 直 线 Q O 超 平行 于 直线 PP, 

这 条 年 理 骨 论 了 超 平 行 的 对 称 性 ， 但 超 平 行 直线 不 具有 传 
递 性 . 

定理 3.23 如 果 两 条 直线 超 平 行 ， 则 它们 有 唯一 公 垂 钱 ， 
并 且 在 公 垂 线 两 侧 离 散 

证 明 ELMI 2RA ASB BEYA (图 3,50) , 

HERFRA. AA 


直线 B'B 上 任意 一 点 EE 将 它 分 成 p 5 Ë p 
的 两 条 半 钱 都 与 直线 A' 有 离散 ， 

根据 定理 3,18， 存 在 半 线 AP J 

与 4 了 P, 都 垂直 于 直线 A A, 又 分 [8]3; 50 


IATER EB 和 EB. BA TA BDM AAC, ACHA AK 

ECD, RIJE CD 与 BB' 相 实 。 过 点 已 分 别 引 半 线 CO” 

与 学 线 CQ 平行 于 半 线 A P 和 半 线 4P。 因 汶 相 等 的 平行 距 

CA’ 和 CA 对 应 相等 的 平行 角 ， 即 ACO = ZACQ, 于 是 
. ]55 » 


两 半 线 C8’ 与 C8 关于 直线 CD 对 称 ,CD 是 QCQ 的 平分 线 ， 
又 根据 平行 传递 性 ， 半 线 CQ 与 半 线 CQ 分 别 平行 于 直线 B’B， 
于 是 直线 CD 与 直线 BB EREHE A D, CDA AC 到 直线 
B'B 的 平行 踢 ， 所 以 CD 为 直线 A'A 与 直线 PBP BARER, 

其 次 证 明 公 径 线 的 唯一 性 ,车 已 知 二 直线 有 两 条 公 垂 线 , DU) 
Y EFELER, 这 与 定理 3.7 矛 证 ,所 以 公报 线 是 唯一 的 ， 

最 后 ， 两 已 知 直 线 在 公 垂 线 两 向 向 散 是 显然 的 ， 这 在 证 其 
的 开头 就 已 指出 了 ， 

妇 纳 本 节 所 讲 的 定理 ， 罗 氏 平面 上 直线 的 相互 位 置 有 三 种 
可 能 ， 即 相交、 平行 和 起 平行 

3. 3 罗氏 平面 上 的 基本 曲线 

在 欧 攻 里 得 平面 上 ， 直 线 和 图 都 具有 这 样 的 性 质 ， 直线 上 
的 任意 线段 可 以 运动 到 直线 的 任 柯 位置 面 完全 与 直线 重合 ， 而 
加 上 的 任意 贺 弛 也 是 一 样 ， 直线 和 图 的 任意 垂 线 者 是 它们 的 对 
称 轴 。 所 以 在 欧 氏 岂 何 里 把 图 作为 基本 曲线 来 研究 ， 

在 轴 思 切 夫 斯 基 平 面 上 ， 具 有 上 述 性 质 的 基本 曲线 除 面 以 
外 还 有 等 距 钱 和 极限 圆 ， 就 是 说 有 三 种 ， 这 是 罗 氏 平面 和 欧 氏 
平面 极 大 的 不 同 之 处 . 

本 段 将 通过 罗氏 平面 上 存在 的 三 种 基本 线束 给 出 三 种 基本 
曲线 的 定义 ， 热 后 讨论 它们 的 一 些 简单 性 质 ， 

1 线 东 和 线束 上 的 对 应 点 

HAP 氏 平 面 上 直线 的 三 种 位 置 关 系 ， 即 相交 直线 、 超 平 
行 直线 和 平行 直线 ， 人 可 以 定义 下 面 的 三 种 线束 〈 图 3.51) 。 


ha 


AHAI 


HARR Mi Pr ek SE N tT ER Ft 
图 3.51 


. 136 °" 


共 点 {中心 ) 线束 : YE EATA ARNA HERR 
合 。 交 点 口 叫 佑 线束 的 中 心 ， 

起 平行 线束 ; 平面 上 垂直 于 同一 直线 的 所 有 了 直线 的 集合 ， 
A EHR RAR. 

平行 线束 ; FELRE- Jy AFATA ERS S 的 所 
有 直线 的 集合 直线 3 S 叫做 线束 的 方向 直线 ， 

最 然 ， 平 行 线 划 里 的 任何 直线 都 可 以 看 作 是 方向 直线 ， 

HARRIERS TEE.: 

定理 3.24 每 个 线束 中 的 任意 两 条 直线 都 关于 该 线束 中 的 
某 条 直线 对 称 ， 

证 明 ” 共 点 线束 的 任意 两 条 直线 关于 它们 的 交角 平分 线 对 
称 ， 显 然 这 条 平分 线 属于 该 线束 。 

超 平行 线束 的 任意 两 条 直线 关于 它们 与 辰 的 交点 所 构成 线 
段 的 中 垂 线 对 称 ， 中 和 疏 线 属于 线束 ， 

WEERA 4 与 直线 B'B 其 平行 线束 中 任意 两 条 直线 , 它 
们 在 平行 的 相反 方向 上 离散 (3.52), EA AERAD f 半 
线 BB' ,根据 定理 3,.17， 人 A’AD 


FEE—-HHRARP P, CE p 

两 个 方向 上 分 别 与 半 线 AA 和 r 

AD 平行 。 因 为 平行 线 具 有 传递 ， 
人 性， 所 以 直线 PP} BB', WE 4 5 
它们 相反 方向 上 离散 ， 根 据 定 理 。 i 

3. 18, Æ BI sË P” PEREI — 图 3.52 


AC, 使 过 C' 的 直线 CC 与 8'B 平 行 且 与 P'P $Ë ORE 
线 ). 

显然 C'C 也 平行 于 A'A4， 即 C'C 属于 已 知 平行 线束 。 这 
时 直线 A'A 和 直线 B'B 分 别 是 人 P'C'C 和 ZPC”C 的 分 界 直 
R. 以 直线 C'C 为 轴 ， 将 右 半 平面 翻转 到 左 半 平面 上 ， 则 
LPC'C 与 LP'C'C 重合 ， 这 时 直线 DB 与 直线 AARS, @ 
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Jx p ZP'CUC 将 有 两 条 不 同 的 分 界 直 钱 ， 根 据 定 理 3.17 这 是 
不 可 能 的 ， 所 以 直线 AA 和 直线 B B 关于 直线 CC 对 称 ， 

EX ”如果 两 条 真 线 关 于 某 直线 对 称 ， 则 称 这 条 直线 为 已 
基 两 条 直线 的 平分 线 . 

这 征 角 平分 线 的 抽 E, 

推论 ”线束 中 每 两 条 直线 部 有 平分 钱 ， 而 是 属于 该 线束 ， 

定义 ”线束 里 一 条 直线 上 的 一 个 点 了 ， 如 果 与 线束 里 另 一 
条 直线 上 的 一 个 点 P 关于 它们 的 平分 线 对 称 ， 则 称 这 商 点 互 
为 对 应 点 ， 

定理 3.25 在 线束 中 一 条 直线 上 给 定 一 个 确定 的 点 ( 称 为 
起 点 )， 则 线 来 中 每 条 直线 上 都 有 这 个 点 的 对 应 点 ， 

这 个 定理 的 成 立 是 显然 的 。 因 为 线束 中 每 条 直线 都 与 已 知 
直线 关于 它们 的 平分 线 对 称 ， 平 分 线 实际 上 就 是 它们 的 对 称 
轴 ， 所 以 每 条 直线 都 存在 点 与 已 知 确 定 的 点 对 称 ， 这 就 是 已 知 
点 的 对 应 点 ， 

对 应 点 其 有 相互 性 和 传递 福 . 

定理 3.26 ”如果 两 个 同类 线 东 中 有 两 条 公共 直线 ， 刚 两 个 
线束 是 同一 线束 〈 两 者 爱 合 )、 

本 定理 不 作证 明 ， 

2 ”基本 上 曲线 的 定义 和 类 掉 

EX 在 线束 的 某 条 直线 上 取 吓 一 个 点 囊 骸 起点。 线束 里 
所 有 与 起 点 成 对 应 的 点 集合 ， 叫 做 基本 曲线 。 线束 的 每 条 直线 
都 半 做 基本 曲线 的 加 。 显然 ， 基 本 曲线 上 的 每 一 点 都 可 选 为 它 
的 起 点 ， 

罗氏 平面 上 三 各 线束 类 定 三 种 不 同类 型 的 基本 曲线 ， 

国 : 上 由 共 把 线束 决定 的 基本 曲线， 线束 的 中 心 叫做 圆心 

等 距 线 ， 由 超 平行 线束 决定 的 基本 曲线 .线束 的 硬 也 市 向 
等 中 线 的 底 ， 

极限 图 (或 极限 线 ) : 由 平行 线 东 决定 的 基本 曲线 ， 
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我 们 可 夷 证 明 下 一 定理 ， 

定理 3,27 ”基本 曲线 蚁 是 到 共 点 线束 的 中 心 有 等 距离 的 点 
的 集合 (轨迹. 

证 明 设 点 了 是 圆 上 的 任意 一 点 ， 上 入 为 起 点 ， 中 心 为 避 ， 
因为 A. P 是 对 应 虎 ， 它 们 关于 4OP 的 平分 线 对 称 ， 所 以 
OA=OP， 即 加 上 任意 点 到 中 心 趾 离 相等 ， 

反 过 来 , 车 任 意 一 点 P' 到 中 心 0 的 距离 等 于 OA, EAP, 
则 人 OAP REZE, A, P 关于 典 边 上 的 中 重 线 对 称 ， 
面 中 重 线 蚌 属 于 共 点 线束 0 的 ， 所 以 点 4、P' ERN AP 
EHE. 

定理 3.28 等 距 线 是 在 超 平 行 线束 的 席 直 线 同 侧 且 到 该 直 
RA SIP S HJ A E y CPE) , 

证 明 RFEREUEER a 为 席 的 超 平 行 线束 决定 的 ， 
. 起 点 为 A (83.53. 

设 P 了 为 等 距 线 上 任意 一 点 。 因 为 P、 

六 是 对 应 点 ， 它 们 所 在 的 直线 PP 和 AA 
关于 它们 的 平分 线 BB XF38, mE žk BB 
RAR P, A, pÆ, MHA P, 5 A ` 
也 关于 直线 BB, 对称， 于 是 PP: = AA, 图 3.53 

即 等 距 钱 上 的 任意 点 到 底 a 的 距离 等 于 定 长 AA. 

反 过 来 ， 若 任意 一 点 也 与 点 4 在 底 a WEWN, HAIE ahy 
距离 PP, = AA. , ë PA, W AAPP 是 萨 开 里 四 边 形 。 F 
P.A, WHER BB, N P,. A ATER BB HR, WISE CSS 
PP, 和 AA 也 关于 直线 BBIHAR. NARA PE a BJ sj Bi, 且 到 5 
的 距离 相等 ， 所 以 点 A. P 也 关于 线束 中 的 直线 BBA, HH 
点 上 各、 卫 为 对 应 点 ， 卫 属于 以 上 为 搬 ， 以 上 4 为 起 点 的 等 距 线 。 

在 网 氏 平 商 上 到 一 定 直 线 有 等 忠 离 的 成 集合 蚌 直线 ， 而 在 
罗氏 平面 上 ， 这 样 的 集合 一 般 说 来 是 曲线 ， 这 在 后 面 将 要 证 
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HJ. 只 有 一 种 特殊 的 情形 ， 当 起 点 在 超 平行 线束 的 底 上 时， 这 
时 等 距 线 就 是 这 个 线束 的 底 ， 称 这 样 的 等 距 线 为 退化 的 基本 曲 
线 ， 

平行 钱 东 在 平行 的 方向 无 眼 搂 近 ， 在 无 跟 远 处 绊 行 距 逐 渐 
赵 近 于 零 ， 可 以 认为 线束 中 的 直线 都 通过 一 个 极限 点 ， 可 以 证 
明 极 限 贺 的 点 到 这 个 极限 点 的 极限 值 都 相等 。 因 此 ， 极 限 加 可 
以 看 作 是 当 贺 周 忆 总 通过 一 个 定点 丰 ， 且 圆心 沿 着 过 和 4 的 直径 
延长 线 AA7 无 限 远离 时 ， 画 周 忆 的 极限 图 形 ，44”′ 就 是 它 的 
轴 。 

3 基本 曲线 的 性 质 

定理 3.29 基本 小 线 关 于 它 的 每 一 条 轴 对 称 。 

证 明 已 知 Adr 是 基本 基线 的 
任 一 条 思 {图 3.54) ， 在 曲线 上 歌 任 
意 点 各， 我 们 证 骨 点 入 关于 4o4o 的 


对 称 点 4 也 在 曲线 上 ， 

设 过 点 4 的 轴 是 AA, EXT 
AA” 的 对 称 直线 为 4:47 。 根 据 定 A AGA 
H3. 2AT ÈRTA 图 3.54 


线束 。 叉 根据 定理 3,25， 这 个 线束 与 构成 已 知 基本 曲线 的 线束 
Ro, BOE ALA” 为 直线 AA 和 AA 的 平分 线 ， 而 点 A. 
A LRT AA 对称， 所 以 4、4I 互 为 对 并 点， 点 A 在 曲线 
F. 艾 ， 曲 线 开 不 同 的 两 局 由、 旦 :其 对 称 点 是 赐 钱 上 不 朵 的 两 
AA, BAH, HRAFSI Aà AG 对 称 。 

定理 3.30 基本 曲线 上 任意 一 段 弧 4B， 经 过 和 运动， 都 可 
以 这 样 的 更 合 于 这 条 基本 曲线 上 ， 使 得 AB 的 端点 4 重合 于 基 
本 曲线 上 指定 的 任意 一 点 A, WA B 落 在 基本 曲线 上 A 点 指 
E BJ — W, 

HEBR PERRA A. A WJ 44 和 AA” (图 3.55)， 以 及 
它们 的 平分 线 CC .根据 上 一 定理 ， 以 直线 CC' 为 轴 ， 将 弧 
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AB 所 在 半 平 面 的 曲线 部 分 翻转 到 男 一 六 
平面 的 曲线 部 分 上 ， 则 后 4 与 A 重合 ， 
BAER BA, TEMARA TAE 
A 2883 AB... #BEDPDLE AQ A 2 
轴 , 将 弛 A.B 883631 g A.B; E. , 
, 划 AB 263: K XA ue sls A To AB 
图 3 + 55 上 ， 这 就 是 说 弧 AB 可 以 重合 于 A 版 指 
EHN. 

定理 3.29 和 定理 3, 30 RE PR H y 35 4 B 284 28 T ja] ak 
直线 ， 每 一 条 轴 都 是 对 称 轴 ， 自 身 可 以 滑动 或 沿 一 轴 番 转 仍然 
与 自身 重合 , 

定理 3,31 过 不 退化 基本 上 曲线 上 一 总 上 且 重 直 于 过 此 扩 的 轴 
的 直线 ， 不 能 再 与 曲线 交 汪 其 他 点 ， 生 曲线 党 全 匡 在 这 条 直线 
的 一 侧 ， 

证 明 对 于 图， 这 个 定理 显然 成 立 。 我 们 来 证 明 另 两 种 曲 
RUER. 

已 知 曲 线 上 一 点 态 ， 轴 为 AA, EA P'P 通过 点 4 县 午 
直 于 44” (图 3.56) , | | 

在 曲线 上 任 了 一 点 时， 连结 线段 4B，“ 一 下 ” 
W: AB HPE CC, EAC., 根据 基 
本 曲线 的 定义 ， 直 钱 C'C 也 是 已 知 茧 钱 的 
$H. 

A RR, WW SAAT CC” PG B 
HEATA EARR; ARERR [3.56 
BI], MER AA 与 CC7 平行， 无 论 在 那 一 种 情形 ， 二 42 AB 都 
JER. Hik, ABAH AA 在 直线 P'P RE — M|, 点 
B 不 在 直线 P'PE 上 上 。 由 当 点 B 是 曲线 上 的 任意 点 ， 所 以 整个 曲 
线 都 在 直线 P'P 间 一 笛 ， 这 说 明了 有 曲线 与 直线 P'P 不 会 再 有 另 
镍 的 交点 。 
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EX 过 基本 曲线 上 的 一 点 县 与 过 这 点 的 轴 垂 直 的 直线 刷 
做 基本 盟 线 的 切线 ， 切 线 与 曲线 的 变 氮 叫做 切 点 。 
定理 3.32 不 退化 的 基本 曲线 与 直线 最 和 多 有 两 个 交点 ， 
证 明 ”假设 某 基本 曲线 如 与 某 直 线 a METI TRA, B, 
C (83.57) ， 经 过 这 三 点 分 别 作 基 本 曲 鳅 的 轴 AA'、BB’、 
cC, 因为 其 中 每 两 点 互 为 对 应 所 ， 
4 P Fi J 33 BS š WAME Z 线 成 对 
称 ， 所 以 这 些 平分 线 慎 直 于 直线 5 ， 
由 对 称 性 可 得 二 47 AB = BBA, 
ZEC'CB= ZB’ BC, APB= Z C° CB, 
JT tH T B BA = Z B BC = d, 这 
图 8。57 样 一 来 所 讨论 的 角 也 都 是 直 前 ， 所 讨 
论 的 三 条 轴 都 垂直 于 直线 9 。 显 然 这 对 共 点 或 平行 线束 是 不 可 
能 的 ， 而 寻 超 平行 线束 来 说 ， 基 本 曲 弘 将 退化 为 直线 4 ， 这 
也 与 已 知 不 退化 的 条 件 矛 盾 ， 
集 与 不 是 它 切 钱 的 直线 相交 ， 一 定 交 于 两 个 点 。 极 限 略 与 
不 是 它 的 切线 或 轴 的 直线 相交 也 一 定 交 于 西 个 点 。 等 距 线 与 不 
是 它 的 妇 线 相交 可 以 变 出 一 个 点 或 西 个 操 。 这 些 都 反映 出 基本 
曲线 是 曲线 的 特点 ， 
直 ， 就 说 该 直线 与 曲线 垂直 或 正 变 。 
容易 证 明 与 基本 曲线 正 交 的 直线 都 是 该 曲线 的 轴 ，、 因 此 三 
种 基本 曲线 都 与 决定 它 的 线 东 中 的 所 有 直线 正 交 ， 这 样 的 曲线 
叫 敌 线束 的 正 交 拉线 。 基 本 曲线 是 三 种 线束 上 的 正 交 轨 线 ， 
上 而 讲 的 三 乌 定 理 是 基 本 曲线 的 共同 柱 质 、 极 限 因 还 有 下 
述 的 一 个 重要 性 质 . 
定理 3.33 所 有 极限 窗 称 可 以 重合 ， 
WBA 设 OQ... Q, 是 两 个 极限 加， 直线 A.A. AA 分 
别 是 Q, M AAR, E, m 使 4: GAG, AA 与 
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AA 重合 ， 且 方向 一 略 。 这 时 决定 O, 和 Q, 的 平行 线束 有 同 
一 的 方向 半 线 A.A. 两 个 钱 东 必 重 合 ， 又 因为 以 A 为 起 点 
的 对 应 点 集合 梅 成 了 曲线 2， 以 上: 为 起 点 的 对 应 集合 构成 品 ?， 
项 在 两 个 线束 重合 ， 两 个 起 点 A 与 A, EEA, 因而 Q, 与 
O, H Z, 

罗氏 平面 几何 学 的 结构 就 讲 到 这 里 。 这 些 定 闵 和 定理 ， 友 
映 了 光 氏 几何 的 基本 特性 ， 

3, 4 欧 氏 、 鸭 氏 、 歼 氏 三 种 几何 学 的 对 立 统 一 关系 

艾 开 平行 公理 与 罗氏 平行 公理 的 盖 异 就 在 于 过 直线 外 一 点 
是 “和 在 唯一 一 条 直线 ”还 是 “至 少 有 两 条 直线 ”与 已 知 直线 
不 相交 。 显 然 还 有 第 三 种 可 能 ， 即 “不 存在 直线 ”与 已 知 直线 
不 相交。 有 人 会 问 ， 用 最 后 的 关系 作为 平行 公理 的 几何 学 也 存 
E? 

三 角形 内 前 和 “等 于 二 直角 ”或 “小 于 二 直角” 是 欧 氏 几 
何 学 和 罗氏 几何 学 的 两 个 不 同 结论 ,。 FAZE, TABARA 
* 大 于 二 直角” 的 几 柯 学 也 在 在 吗 ? 

回答 是 肯定 的 。 德国 数学 家 黎 晕 于 1854 年 在 他 所 作 的 讲演 
“* 论 几何 学 作为 基山 的 假设 ”中 ,首先 指出 这 种 几何 学 的 存在 ,后 
来 就 称 这 种 几何 学 为 黎 曼 几何 学 。 黎 曼 认 为 吻 几 里 得 假设 直线 
大 无 限 长 的 ， 并 且 两 条 平行 线 在 无 限 远 处 也 永远 不 会 相交 ， 是 
没有 实验 模 据 的 ， 可 以 从 “ 恨 本 没有 平行 线 ” 的 假设 出 发 来 建 
站 新 的 非 欧 儿 和 何 学 ， 

非 欧 几何 产生 以 后 ， 人 们 从 多 方面 探讨 了 它们 的 现实 意 
A 公理 系统 的 无 矛盾 性 上 以 及 欧 氏 、 罗 外、 歼 氏 三 种 几何 的 
对 立 统 一 关系 等 ， 不 断 她 丰 科 了 它们 的 肉 容 ， 并 肯定 了 三 种 几 
何 并 存 的 意 多 。 下 面 就 是 这 样 的 例子 。 

我 们 曾经 讨论 了 平面 上 的 图 形 性 质 ， 即 平面 几何 学 。 同 禅 
我 们 也 可 以 在 某 些 卓 面 上 讨论 图 形 的 性 质 ， 彰 建立 平面 几何 学 
一 样 来 建 谋 申 而 上 的 几何 学 ， 一 般 称 之 为 曲面 的 内 在 (或 内 
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AD 几何 学 ， 例 如 球面 几何 学 就 是 这 样 的 几何 学 ， 而 平面 可 以 
看 成 是 特殊 的 曲 而 ， 

高 斯 曲率 是 表示 昌 面 弯曲 冬 度 的 一 个 量 。 各 处 高 斯 则 率 都 
术 同 的 曲 否 称 为 常 昌 率 此 面 。 例 如 乎 面 、 球 面 等 都 是 常 曲率 曲 
而 。 人 们 在 研究 常 曲率 曲面 的 内 在 几何 时 ， 证 明了 常 曲率 曲面 
上 的 内 在 几何 只 有 三 种 ， 当 高 斯 曲率 等 于 零 时 ， 称 为 抛物 型 几 
何 学 ， 欧 氏 平面 几何 就 是 一 个 例子 ， 当 高 斯 曲率 为 小 于 零 的 常 
数 时 ， 称 为 双 曲 型 几何 学 ， 罗 氏 几 何 学 就 是 一 个 例子 ， 当 高 斯 
曲率 为 大 于 零 的 常数 时 ， 称 为 椭圆 型 几何 学 ， 线 球面 几何 学 就 
是 一 个 例子 ， 这 祥 就 失常 曲率 曲面 的 内 在 几何 学 的 关系 上 ， 通 
过 高 斯 曲率 把 三 种 几何 统一 了 起 来 ， 说 明了 三 种 几何 学 的 意义 
和 并 存 的 必要 ， 

适 过 罗 包 切 兴 斯 基 空 间 中 三 种 基本 曲面 上 的 内 在 几何 学 的 
研究 ， 进 一 步 说 明了 这 一 事实 。 

把 罗氏 平面 上 三 种 基本 线束 推广 到 罗氏 三 维 空 间 里 ， 可 以 
得 出 三 种 线 把 ， 即 

CO 共 点 线 把 ， 通 过 同一 点 的 所 有 直线 集合 ， 定 点 称 为 
组 把 的 中 心 

(2) 超 平行 线 把 ， 垂 直 于 同一 平面 的 所 有 直线 集合 ， 定 
平面 称 为 线 把 的 底 ， 

(3) 平行 线 把 ， 和 向 一 半 线 平行 的 所 有 直线 集合 。 定 半 
线 称 为 线 把 的 方向 半 线 。 

完全 类 伏地 可 以 把 定义 基本 曲线 的 方法 推广 到 空间 ， 来 定 
义 基 本 曲面 ， 在线 把 的 某 条 直线 上 取 定 一 个 点 叫 作 起 点 。 在 红 
把 里 所 有 其 他 直线 上 且 与 起 点 成 对 应 的 点 集合 ,， UA EEH 
面 。 由 空间 中 三 种 线 把 上 可 以 定义 三 种 不 同 的 基本 曲面 ， 

(1) 球面 ， 共 点 线 把 上 所 定义 的 基本 曲面 (和 网 氏 空 间 
的 球面 一 致 ) . 

(2) 等 距 曲 面 ， 超 平行 线 把 上 所 定义 的 基本 有 曲面 ， 
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(3) WREE: FIRELE EAE AE rE. 

= Rh ht k BI Ri Pb 8 fil 3: 3 IR ek 2S MRE., Ai 

线 把 内 的 每 条 直线 都 是 基本 项 曾 的 对 称 轴 ， 称 为 基本 曲面 
R959. 

N ERORI Ag -ie JE) #R Je h: IRL AE PF26352 
曲面 的 直径 而 ， 

莽 本 曲面 上 的 人 性 一 图 形 经 过 运动 后 仍 可 落 在 该 基本 曲面 
E, 

M: 8 — 4 E e E: 

kE HH Bl ES TE B. 42 BIBJ 6k LI SS Ak EER, HRAS 
称 与 该 曲面 的 和 名称 一 致 。 如 球面 的 截 口 是 大 回 ， 极 限 球 面 的 截 
口 是 极 限 圆 ， 等 中 曲面 的 截 品 是 等 中 上 曲线。 这些 曲 线 意 称 为 该 
曲面 上 的 短程 线 或 测 地 线 。 测 地 线 上 两 点 问 的 弘 是 曲面 上 连 半 
这 两 点 的 最 短 的 弧 。 这 种 线 类 似 于 平面 上 的 直线 ， 

在 三 种 基本 曲面 上 分 别 地 建立 内 在 几 林 学， 每 种 几何 里 的 
AEREE- RALA, “EAR” Eam EAA, 
HARR, FRAR, FEXR, EIR RRES E jH] ER 
KAIMER. RAUR, # = Ah B EJE LB, 3⁄ 
氏 、 罗 氏 、 欧 氏 三 种 公理 系统 分 别 成 立 。 避 是 说 ， 球 面 上 的 内 
在 几何 学 是 黎 野 几何， 等 距 曲 面 土 的 内 在 也 何 学 是 罗氏 几何 ; 
极限 球面 上 的 内 在 几何 学 是 欧 氏 几何 

下 一 节 将 要 提出 的 关于 罗氏 平面 几何 学 的 卡 芋 一 克 莱 内 横 
型 ， 其 中 建立 杆 型 的 绝对 图 大 是 一 个 实 圆 : 面 当 绝对 圆 世 是 一 
个 内 加 时 ， 则 可 以 建立 黎 虽 几何 些 的 一 个 模型 当 绝 对 圆 为 堆 
图 于， 则 可 以 建立 欧 氏 刀 何 学 的 一 个 模 弄 .这 里 用 射影 几 柯 的 
方法 ， 又 将 三 种 几 箱 学 统一 想来。 这 也 说 明 三 种 志 全 学 的 对 立 
统一 关系 。 

我 们 已 经 讲 过 在 欧 氏 平面 上 可 以 作出 罗 外 和 黎民 几何 的 模 
弄 。 反 之， 在 罗氏 的 极限 球面 或 球面 上 也 可 以 作出 欧 氏 或 黎 氏 
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几何 的 模型 ， 同 时 又 用 不 同方 法 揭示 出 三 种 几何 学 的 联系 和 统 
一 。 从 罗氏 函数 中 又 看 出 ， 当 平行 虐 赵 近 于 零 时 ， 平行 角 趋 近 
于 直角 ， 说 明 欧 氏 几 何 是 罗氏 几何 的 一 种 极限 情形 ， 两 种 几何 
之 加 并 没有 根本 上 的 对 立 。 男 外 我 们 也 可 以 证 有 明 它 们 的 公理 系 
统 在 逻辑 上 者 没有 政 秆 。 这样 就 从 理论 上 论证 了 三 种 几何 的 正 
确 性 以 及 对 江 统 一 的 关系 ， 

然而 ， 三 种 几 柯 党 在 内 容 上 的 差别 是 很 深刻 的 ， 盐 至 是 相 
AFAR. 

罗氏 几何 字 与 欧 氏 几何 学 的 差异 ， 在 于 平行 公章 及 其 推论 
不 同 ， 而 属于 忽 交 几何 竺 的 部 分 则 是 完全 相同 的 ， 这 一 点 我 们 
已 经 根 清 楚 了 。 黎 晶 几 何 与 欧 氏 和 罗氏 几何 的 差异 就 更 天 更 深 
刻 ， 如 绝对 几何 学 中 可 以 证 盟 不 相交 直线 的 存在 (第 三 意 定 理 
1.32) 。 而 歼 碟 几何 学 中 是 不 存在 不 相交 直线 的 。 因 此 ， 不 能 
在 绝对 几何 学 的 基础 上 建立 黎 氏 几何 学 。 罗 氏 与 黎 硕 几何 中 没 
有 相 人 局 形 ， 只 若 三 对 对 应 角 分 别 相 等 ， 则 两 三 角形 就 合同 .在 
罗氏 几 和 何 学 中 ， 二 直角 诚 去 三 角形 内 凋 和 叫做 三 角形 的 角 钦 ， 
在 黎 开 几何 学 中 ， 三 角形 内 和 角 和 减 去 二 直角 称 汶 三 角形 的 和 
余 ， 而 欧 针 几何 学 中 两 者 之 差 为 零 。 欧 氏 几 何 的 三 角形 而 积 与 
其 内 角 和 无 关 、 耐 是 而 积 可 以 任意 大 ， 奎 氏 几何 的 三 角形 面积 
与 胡 欠 成 正比 ， 黎 氏 几 和 何 的 三 角形 而 积 与 角 余 成 正比 ， 而 且 两 
种 几何 的 三 角形 面积 在 任何 情况 下 都 是 有 限 的 。 尖 于 三 种 几何 
学 的 差异 是 不 胜 枚 举 的 。 有 人 可 能 要 问 ， 三 种 几 和 何 学 能 都 正确 
到 ? 嗓 一 种 几何 是 反映 现实 空间 的 客观 真理 呢 ? 要 回 管 这 个 问 
题 ， 首 先 要 明确 什么 是 真理 .真理 是 容 观 的 ， 是 绝对 和 的， 但 另 
一 方面 ， 由 于 人 人 们 对 客观 规律 的 认识 总 要 受到 一 定 条 忻 的 限 
制 ,所 以 真理 又 是 相对 的 ,无数 相 对 真理 的 总 和 ， 就 是 绝对 的 
真理 ,一 般 科 学 原理 都 是 接近 绝对 真理 界限 的 相对 真理 ， 几 何 
学 的 发 展 世 是 如 此 .人 欧 氏 、 罗氏 、 黎 氏 三 种 几何 学 都 没有 绝对 
他 揭露 现实 空间 的 几何 规律 ， 都 仅仅 是 在 一 定 条 件 下 相对 的 
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从 某 一 个 向 面 反 册 了 现实 空间 、 其 实 ， 更 实 世 界 从 微观 到 宏观 
是 无 穷 无 尽 地 酸化 善 ， 人 类 对 自然 界 规律 的 认识 也 是 逐步 在 深 
A. 当 我 们 在 中常 工 作 中 作 一 局 部 测量 对， 显然 可 以 看 成 是 欧 
氏 儿 行 学 的 现象 ， 引 用 欧 氏 儿 何 的 规律 即 再 以 正确 地 解决 了 。 
但 当 我 们 从 上 海航 海 到 伦敦 ， 则 是 球面 上 的 运动 ， 因 而 不 能 用 
两 成 间 直 线 景 短 的 规律 来 测量 这 样 的 距离 了 ， 这 时 就 需要 球面 
世人 和 何 的 规律 ,而 球面 内 在 儿 何 学 是 黎 氏 于 和 何 学 的 一 种 .和 如 进行 
遂 远 的 天 文 测量 时 ， 用 罗 天 志 何 学 也 是 很 方便 的 。 实 践 证 明 三 
种 几何 党 并 匹 抵触。 从 爱 因 斯 坦 的 相对 论 驱 点 看 ， 宇 窗 空 间 的 
几何 学 是 和 充满 天 际 、 互 殷 吸引 的 物质 的 分 布 与 运动 有 密切 的 
关系 ， 它 的 许多 管 案 比 较 符合 于 现代 的 实验 知识 和 结果 ， 这 个 
空间 的 刀 何 学 骨 定 不 是 欧 氏 几何 学 ， 面 非 欧 几何 学 在 这 一 理论 
中 得 到 了 一 定 的 应 用 。 

可 是 为 什么 对 欧 氏 几何 感到 习惯 和 容易 接受 呢 ? 这 不 过 是 
因为 它 有 反映 了 我 们 电 边 周围 的 空间 形式 面 已 。 几 于 年 前 人 科研 
究 问题 时 ， 也 都 是 从 眼前 曾 出 的 图 形 着 手 ， 就 眼 栈 所 看 到 的 ， 
手 能 找到 的 这 样 一 个 较 小 空间 里 研究 几何 学 。 因 此 ， 欧 儿 里 得 
CILA 35 蜂 的 一 些 儿 何 币 是 ， 不 过 开罗 了 人 人 和 们 月 常生 活 所 
控 触 的 小 范围 空间 规律 ， 习 慷 成 自然 ， 人 们 就 容易 接受 了 。 可 
是 随 着 科学 的 发 展 ， 刀 和 何 学 的 研究 不 能 局 限于 了 艾 氏 空间 ， 必 须 
研究 更 加 多 样 的 几何 空间 ， 


9 4 几何 公理 系统 的 基本 问题 


RME S 2 和 和 3 星 用 公理 的 方法 建立 了 欧 儿 里 得 几何 学 
结构 以 及 罗 巴 切 夫 斯 基 儿 何 学 结 拘 但是， 在 选择 作为 一 门 儿 
何 学 基础 的 公理 系统 时 ， 希 尔 伯 特 提出 下 面 的 三 个 基本 问题 ， 

1, 公理 系统 的 无 矛盾 性 (或 和 谐 性 、 相 容 性 》， 

2。 公 理 系 统 中 各 公理 的 独立 性 ; 
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3, 公理 系统 的 完备 性 ， 

对面 简单 地 介绍 一 于 这 三 个 问题 。 

4.1 公理 系统 的 无 矛盾 性 

定义 如 果 命 题 4“ 和 命题 4 的 题 设 相 同 ， 而 题 断 互相 韦 
盾 ， 则 称 命 题 4 和 4 为 矛盾 命题 ， 

定义 一 组 公理 系统 连带 它 的 一 切 推 论 在 内 、 不 合 有 两 个 
矛盾 的 命题 ， 则 称 这 个 公理 系统 具有 无 矛 拓 性 。 

公理 系统 的 无 矛盾 性 是 每 一 个 公理 系统 都 必须 具备 的 ， 否 
则 就 不 可 能 用 这 个 公理 系统 来 建立 一 种 无 内 在 矛盾 的 科学 体 
系 。 公 列 系 统 的 无 矛盾 性 ， 是 选 定 公理 系统 的 前 提 ， 

给 出 一 组 公理 系统 ， 如 何 来 证 明 它 具有 无 矛盾 性 呢 ? WE 
起 来 似乎 是 很 困难 的 ， 拿 欧 氏 几何 学 来 说 ， 它 的 公理 加 定理 总 
共有 上 千 条 ， 并 且 还 可 能 炙 续 发 现 一 些 新 定理 ， 怎 么 可 能 把 它 
们 拿 来 一 一 比较 ， 判 其 究竟 有 没有 两 条 互相 矛盾 的 命题 呢 。 对 
无 矛盾 性 的 证 明 ， 需 要 用 新 的 思想 方法 ， 这 就 是 几何 模型 法 ， 

第 一 章 提 到 过 几何 模型 {或 解释 ) 的 概念 ， 所 谓 模 型 是 从 
一 种 已 经 存在 的 事物 ， 作 为 公理 系统 的 对 象 “原始 元 素 》， 把 
公理 系统 对 象 间 的 原始 关系 解释 成 这 种 事 蚁 间 的 一 些 具 性 关 
系 ， 并 且 这 些 具 体 关 系 具 有 公理 系统 中 各 条 公理 所 规定 的 性 
质 。 于 是 抽象 的 公理 系统 就 由 这 种 事 收 间 的 具体 关系 得 到 了 一 
个 实现 ， 这 种 实现 就 称 为 该 公理 系统 的 模型 〈 或 解释 ) ， 

我 们 所 用 的 直 驶 图 形 就 是 几何 模型 的 一 种 。 又 如 平面 解析 
几何 是 用 代数 方法 研究 几何 图 形 的 性 质 ， 它 把 “点 ”看 成 是 两 
TAFEA, BE (x, y), “ER” 是 由 三 个 有 序 
实数 的 比值 (x:y:w) 所 确定 的 二 元 一 次 方程 wx +vy+ w = 0, 
如 果 点 的 举 标 满足 某 个 二 元 一 次 上 方程， 就 说 “点 ”在 该 “二 
线 ” 上 。、。 同 样 可 以 规定 “ 介 于 … 之 间 ”、“ 运 动 ” 等 等 关系 ， 
可 以 验证 ， 这 样 规 定 的 “点 ”和 “前线 ”以 及 它们 之 间 的 原始 
关系 ， 满 足 欧 几 里 得 平面 几何 的 全 部 公理 。 这 也 是 欧 氏 平面 儿 
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何 的 一 种 解释 或 实现 ， 常 叫做 解析 模型 或 笛 卡 儿 模 型 ， 总 之 ， 
用 公理 方法 建立 赵 来 的 几何 空间 是 抽象 的 空间 ， 筷 可 能 有 各 种 
各 样 的 模型 . 

几 和 柯 模 型 可 以 把 抽象 的 几何 对 象 具 体 化 ， 给 人 人 们 以 直观 的 
形象 ， 讲 义 里 的 所 有 直观 图 就 起 到 了 这 种 作 有 用。 在 一 种 几 柯 的 
模型 里 还 可 以 帮助 发 现 该 几何 学 里 的 新 定理 ， 或 在 模型 里 证 明 
该 几何 的 某 些 定理 ， 讨 论 访 几何 的 某 些 问 题 ， 从 而 使 澡 题 简单 
化 。 用 制造 模型 的 方法 可 以 证 明 公理 系统 的 三 个 亲本 问题 ， 这 
种 方法 叫 模 型 法 ， 

穹 基色 样 用 模型 法 来 证 明 一 个 公理 系 和 统 具 有 无 矛盾 性 呢 ? 
直面 以 证 明 罗 氏 几 何 公理 系统 的 无 矛盾 性 为 例 ， 扼 要 好 介绍 一 
FEHEM, 

HK SJL BJ G 3F 8 FE JES Sy 3k K 3 B, BER KEJILA 
38 PE SHR 4 £ 238 N pe2z, BEERS IS JU h BJ 3: 3 8 YE 
问题 ， 是 一 个 重要 的 问题 。 

有 几 个 很 草 要 的 模型 可 以 用 来 证明 罗 开 几何 学 的 无 了 矛盾 
ME. 如 柏 尔 特 拉 米 (Beltrami，1850 一 1900， 疙 大 利 人 ) Wi 
分 模型 ， 潘 加 芋 (Poincare, 1854—1912, EPP K) 的 几何 模 
HYRE (Cayley, 1824—1891, 4 A/O MAN (Klein, 
1849—1925, WEAN 的 射影 模型 等 。 

直面 简略 介绍 一 下 卡 莱 一 克 莱 因 模型 ， 它 是 建立 在 欧 氏 平 
面 上 的 (也 可 以 建立 在 射影 平面 上 。 

首先 规定 模型 中 的 原始 元 素 和 原始 关系 : 在 欧 氏 平面 上 任 
取 一 个 加 kX ， 称 为 绝对 贺 或 绝对 形 ， 规 定 ， 

(1) SA” ERE k 内 部 的 所 有 点 ( 贺 上 上 的 点 不 属于 
规定 的 “点 ”的 范围 ， 称 为 无 穷 远 点 ) ， 

(2) “AR” EHk ANAI GRMA E a A 
成 )， 

(3) 全 部 “ 平 而 ”就 是 圆 k 的 内 部 区 域 ， 
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(4) 成” 与 “将 鲁 ”的 结合 关系 指 原 来 成 和 兹 的 结合 
XR. 

(5) * 点 ”的 顺序 关系 是 圆 # 392 E B 36 BU P£ BJ Wá FPF 25 
R., 

(6) 加 形 的 运动 关系 ， 是 指 欧 几 里 得 平面 上 以 阿 疙 为 基 
略 的 极 透 射 变换 ， 这 种 特殊 的 射影 变换 ， 具 有 ， 

1” 把 图 站 二 的 点 变 为 同一 圆 上 的 点 ， 了 图 大 内 部 的 点 仍 变 
为 同一 圆 内 部 的 点 , 圆 上 外 部 的 点 和 仍 变 为 该 圆 外 部 的 
点 。 

2 直线 仍 杰 为 直线 ， 并 保持 属于 关系 和 介 主 关系 ， 根 据 
1°, 2 可知 圆 BJ3245 28022 A B F BX, 4336452389 34 
3, ASE BZ E AS 4122 BJ 32. 

3° #EZLAP JT 38[BDBUSS EBE H EP ， 在 极 透 射 下 
RETE, 

还 有 其 它 一 些 性 质 ， 这 里 不 一 一 列举 。 这 里 提 到 的 关于 极 
透射 概念 和 性 质 ， 将 在 下 篇 射影 几何 里 讲 到 ， 

这 样 规定 的 “时 氏 平面 ”以 及 它 上 面 的 “点 ”、“ 站 线 ” 
和 它们 之 癌 的 关系 ， 我 们 可 以 验证 全 部 适合 罗氏 平面 几何 公理 
系统 。 事 实 上， 了 朴 了 运 支 公理 以 外 ， 将 罗氏 公理 的 氮 换 成 忽 对 
RK 内 部 的 反 ， 将 直线 换 成 绝对 圆 K AAR, MEE REF 
面 上 与 圆 厌 有关 的 一 些 命题 ， 面 这 些 命题 显然 上 成立。 例如: 结 
全 会 理工: “对 于 任意 两 个 点 ， 存 在 且 只 存在 一 条 直线 通过 这 
两 个 版 > 。 可 以 换 成 “对 于 图 内 部 
任意 两 个 点 ， 存 在 且 只 存在 一 条 弦 通 
过 这 两 点 。” 等 等 。 

我 们 从 图 3,58 中 江 刻 可 以 看 出 罗 
氏 平 行 公理 V 成立 ， 以 及 直线 的 三 种 
相互 位 置 关 系 ， 

设 a 为 一 条 罗 氏 直 线 ， 和 为 直线 图 3.58 
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a 外 一 点 。 过 点 和 存在 直线 b, o c: 与 直线 9 不 相交 ， 其 中 
直线 c. c SAR PHT, MEER a 的 两 个 方向 上 是 第 一 条 
与 ea 不 丰 交 的 。 直 线 b 与 n 既 不 平行 又 不 相交 ， 是 两 条 超 平 行 
HR. 

运动 公理 的 验证 需要 一 些 射影 几何 的 知识 ， 在 这 里 不 作 进 
一 步 讨论 ， | 

这 样 ， 我 们 在 欧 氏 平面 上 的 绝对 贺 里 ， 实 现 了 罗 KFM 
几何 学 。 换 句 话 说 ， 在 对 罗 天 平面 几何 学 的 基本 概念 作 适 当 的 
解释 之 下 ， 罗 氏 平面 几何 学 的 每 一 个 公理 都 成 了 欧 活 几何 学 绝 
对 圆 里 对 应 的 定理 。 又 因为 罗 活 平面 儿 何 学 的 其 他 定理 只 是 这 
些 公理 的 扒 论 ， 因 面 也 全 变 成 了 欧 久 几何 学 绝对 回 里 的 一 些 定 
理 ， 这 些 定理 不 过 是 部 分 欧 氏 平面 (绝对 圆 ) 上 的 点 、 线 自 
GO 的 一 些 性 质 , 它 们 全 部 是 欧 适 几何 的 定理 。 反 过 来 ,绝对 
图 内 部 的 这 些 欧 氏 几何 中 的 定理 ， 也 和 罗氏 儿 何 的 定理 丰 对 
应 。 如 果 罗 拱 几何 学 存在 两 个 矛盾 的 命题 ， 那 未 它们 对 应 的 欧 
氏 儿 何 里 的 定理 也 将 是 相互 矛盾 的 ， 这 就 是 说 ， 如 果 罗 氏 几 何 
学 有 矛盾 ; 那么 欧 关 几何 学 也 不 可 如 免 的 具有 了 矛盾， 因此， 只 
要 欧 氏 几何 无 矛盾 ， 则 罗 拓 几何 也 无 矛盾 ， 

这 就 是 通过 模型 证 明 公理 系统 无 矛盾 的 思想 方法 ， 

希 尔 伯 特 对 欧 儿 里 得 公理 系统 的 无 矛盾 性 作 过 证 明 。 他 
首先 给 出 前 面 曾经 提 到 过 的 解析 祺 型 《 笠 卡 儿 模型 》 EJL 
何 学 的 元 素 和 定理 表示 成 为 实数 的 算术 运算 ， 然 后 , 他 得 出 
如 下 的 结论 ， 如 果实 数 的 算术 运算 没有 和 矛盾， 那么 欧 几 里 得 
的 公理 系统 就 不 会 有 矛盾 ， 也 就 是 说 欧 几 里 得 几何 学 没有 了 巴 
盾 . 

欧 儿 里 得 几何 的 公理 系统 和 罗马 切 夫 斯 基 公 更 系统 无 矛盾 
性 的 证 明 ， 最 终 沁 结 为 实数 运算 无 巴 盾 的 条 件 上 ， 因 此 这 种 证 
明 者 是 相对 的 ， 就 是 说 ， 只 要 实数 的 算术 运算 无 郑 捕 ， 则 歇 于 
儿 何 就 危 矛 盾 ， 从 面 罗氏 几何 也 无 矛盾 ， 
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4.2 ”公理 系统 中 各 公理 的 独立 性 

公理 系统 中 各 条 公理 的 独立 性 ， 就 是 指 这 一 公理 系统 中 的 
等 条 公理 都 有 独立 存在 的 必要 。 换 句 话 说， 公理 系统 中 的 每 条 
公理 都 不 是 其 余 公理 的 推论 ， 因 而 在 公理 系统 中 不 能 缺少 ， 否 
则 ， 余 下 的 全 部 公理 就 不 能 再 推出 原来 系统 所 能 推出 的 全 部 结 
论 ， 公 理 系统 中 务 公理 的 独立 性 ， 也 就 是 使 公理 系统 中 的 公理 
达到 最 少 的 个 数 . 

每 个 公理 系统 都 要 具备 无 也 盾 性 ， 但 不 一 定 都 具备 独立 
E. 有 的 公理 系统 也 常 把 它 的 某 些 简 单 而 常用 的 少数 定理 列 入 
公理 之 中 ， 这 样 就 可 以 在 建立 该 几何 的 体系 时 减少 某 些 烦 珊 的 
论证 ， 而 所 建立 的 儿 何 学 仍 是 相同 的 。 本 书 的 顺序 公理 和 运动 
公理 就 是 这 样 处 理 的 ， 

一 个 公理 系统 总 是 包含 着 许多 条 公理 ， 怎 样 来 验证 每 一 条 
公理 的 独立 性 呢 ? 一 般 也 是 采用 模型 的 方法 . 

设 公理 系统 三 中 包含 公理 A, Ane, An, WEHA, 
在 公理 系统 也 中 是 独立 的 ， 一 般 是 根据 如 下 原理 进行 的 。 在 从 
理 系 统 荆 中 去 掉 公理 4,， 祭 二 的 所 有 公理 构成 系统 E. W 
A' BA: 的 矛盾 命 厦 ， 假 设 A 不 独立 ， 即 4， 是 系统 z 的 
推论 ， 则 公理 系统 D +A, 及 其 推论 中 必 人 包含 两 个 巴 盾 的 合 
题 4, 和 4; ， 于 是 公理 系统 /+ 4， 就 不 具备 无 矛盾 性 。 根 
据 这 一 道理 ， 如 果 我 们 能 够 验证 公理 系统 BY + 4/ ,是 无 矛盾 的 
RA, WARTE 各 公理 的 推论 了 ， 从 而 也 就 证 明了 4; 在 
系统 荆 中 是 独立 的 ， 

我 们 和 无 蔬 盾 性 的 证 法 结合 起 来 ， 实 际 上 就 是 制造 公理 系 
统 .+ 4'， 的 一 个 模型 ， 而 这 个 模型 中 对 象 的 关系 是 无 
TAR, AMRA +A, RAFA, MAENT A, 
不 是 公理 系统 I 的 推论 ， 即 4, 在 公理 系统 三 中 具有 独立 
竹 ， 

根据 欧 乓 几何 学 和 罗氏 几何 学 公理 系统 无 矛盾 性 的 证 
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了 明 ， 显 然 欧 氏 平 行 公理 Y 在 欧 氏 几何 的 公理 系统 中 其 有 独立 
tE. 

实际 上 ， 欧 氏 公 理 系 统 卫 是 由 绝对 几何 的 公理 系统 至 +V 
组 成 的 ， 而 要 马 切 夫 斯 基 公 理 Y 是 公理 的 一 个 矛盾 命题 ， 公 
MRED + VV 构成 罗氏 几何 学 的 公理 系统 我们 曾经 通过 卡 某 
一 克 菜 因 神 型 证 明了 这 个 系统 的 无 矛盾 性 。 因 此， 公理 六 不 是 
绝对 几何 系统 E’ 的 推论 ， 即 公理 Y 在 欧 氏 公理 系统 了 中 具有 独 
立 性 ， 

同 理 权证 ， 公 理 Y 在 罗氏 公理 系统 中 也 具有 独立 性 ， 

在 科 士 育 〈B, 开 ,KocrHH)》 著 《 几 人 柯 学 基础 》 以 及 钱 端 壮 
编 《 几 何 基 础 》 等 书 中 ， 都 有 连续 公理 具有 独立 福 的 证 明 ， 可 
参阅 . 

4, 3 公理 系统 的 完备 性 | 

Z: HI S PE Ba Sk EE qr 4 ARRERA B JI 3 Il 
公理 ， 使 它 构成 新 的 公理 体系 ， 从 而 建立 一 个 与 原来 几何 学 不 
同 的 新 几何 学 。 这 种 性 质 症 以 用 模型 的 间 构 关系 来 定义 ， 

定义 ”如 果 某 一 公理 系统 有 两 个 模型 Q 和 和 20 ,而 这 两 个 
模型 的 对 象 与 对 象 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ， 使 得 对 应 的 对 象 间 
- 有 同样 的 相互 关系 ( 即 有 天 示 同样 美 系 的 对 应 定理 ) ， 则 这 两 
个 模型 叫做 回 构 ， 

例如 欧 儿 里 得 几何 学 的 模型 ， 是 绝对 几何 公理 系统 5/ + 
平行 公理 了 的 一 种 实现 ， 而 罗 巴 切 夫 斯 基 几 和 何 学 的 模型 9 ,是 
绝对 几何 公理 系统 3 + 平行 公理 Y 的 一 种 实现 ， 显 然 它们 都 是 
绝对 几何 的 公理 系统 EF’ 的 模型 , 但 独立 的 公理 Y 与 独立 的 公理 
普 是 互相 矛盾 的 ， 这 反映 两 种 模型 的 “ 直 钱 >” ， 不 具有 同样 的 
相互 关系 ， 因 此 绝对 几何 公理 系统 三 ' 的 两 个 模型 和 Q' 是 不 
同 构 的 . 

定义 ”如果 某 一 公理 系统 所 有 的 模型 都 是 同 构 的 ， 则 称 这 
个 公理 系统 共有 完备 性 ， 称 这 个 公理 系统 为 完备 的 系统 . 
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F E ayqi, WALAHAR 五 ， 存 在 着 
BAAS IE JAA B OOA o, 因此 绝对 几何 的 公理 系统 2 不 是 
完备 的 系统 . 实际 上 在 公理 系统 V 添加 欧 氏 平行 公理 Y 或 罗 
氏 平 行 公理 Y， 鲁 可 以 扩大 成 为 欧 氏 或 罗氏 公理 系统 ， 从 而 
H| EARALAS, BEKR JL Pf S 3 3 B JU f 
学 。 

一 般 地 公理 系统 不 要 求 都 满足 完备 性 ， 例 如 “拓扑 学 ”中 
定义 拓扑 空间 的 公理 系统 等 等 ， 都 是 不 完备 的 。 因此 在 这 些 公 
理 系统 的 基础 上 ， 可 以 添加 上 其 它 的 公理 ， 构 成 形形色色 的 空 
间 ， 这 在 现代 数学 里 具有 重要 的 意义 。 

欧 儿 里 得 公理 系统 是 不 是 共有 完 省 性 呢 ? 它 是 完备 的 公理 
系统 .因为 我 们 可 以 证 明 ， 这 一 公理 系统 的 所 有 模型 都 与 笛 卡 
儿 模 型 同 构 ， 

罗 巴 切 夫 斯 基 的 公理 系统 也 是 完备 性 的 系统 ，。 


>] 题 


Š 1 

1， 简 要 叙述 绝对 几何 学 的 公理 系统 ， 

2。 论 顺序 公理 在 初等 刀 何 中 的 作用 ， 

3， 证 明定 理 ， 如 果 一 条 直线 通过 三 角形 一 个 顶点 和 三 角 
形 内 部 一 点 ， 那 么 这 条 直线 必 与 对 边 相 交 ， 

4。 证 明 : 4、8、5C、 呈 为 一 条 直线 了 上 的 四 个 后， 如 R 
4BC，ECD， 则 有 4BD 和 4C DR Y.. 

5。 证 明 ， 恕 果 点 已 介 于 4 与 也 之 间 ， 册 线 层 AB 上 不 和 
CHERA, MAATRE 4C， 或 者 属于 线段 CB. 

6。 证 明定 理 ， 每 个 角 有 且 只 有 一 条 平分 线 ， 

7。 论述 连续 公理 在 初等 几何 中 的 作用 ， 

8, 证 明 ， 通 过 站 线 外 的 一 点 常 可 以 引 和 直线 ， 使 儿 定 直线 


. (54 ° 


作成 已 知 的 任意 锐角 ， 

9。 在 绝对 平面 区 和 何 中 ， 西 四 边 形 内 角 和 是 多 大 ?和 绰 角 和 
是 多 大 ? 为 什么 ? 

10。 《家 线 交 辐 命 题 ) 通过 圆 的 内 部 一 点 的 直线 一 定 各 加 
相交 于 两 个 点 。 

š 2 

]1。 论 述 欧 几 里 得 平行 会 理 Y 在 初 黎 几 何 里 的 作用 。 

12. 证明， 任 一 直线 的 重 线 和 和 斜 线 一 定 相交 。 

13。 证 骨 ， 通 过 不 共 钱 的 二 点 可 决定 唯一 的 圆 ， 

14。 证 明丽 里 斯 命题 “在 平面 上 只 要 存在 一 对 不 相等 的 
相似 三 骨 形 ”与 第 五 公设 等 价 ， 

15。 证 明 ; 勤 让 德 第 二 命题 “通过 一 个 角 内 部 任意 虑 ， 水 
和 还 可 以 作 和 角 的 两 过 都 相交 的 直线 7” 与 平行 合理 了 等 价 。 

16。 三 角形 中 位 线 定理 是 否 为 真正 的 欧 几 里 得 命题 ? 

Š 3 

17。 试 证 ,在 罗氏 玫 条 学 中 三 角形 内 角 和 不 是 一 个 固定 不 
变 的 常数 ， 

18。 证 明 ， 在 罗氏 几何 学 中 过 不 共 线 的 三 个 局 不 一 定 能 作 
圆 ， 

19. Wii: EF 氏 几 何 学 中 立 在 半圆 上 的 和 角 小 于 直角 . 

20。 试 证 : 如果 直线 AA’ J WEEK CC. E. AA CC EE 
线 BB' BU yp iN, 362 AA J BBE RCC J BB., 

21。 罗 氏 平 面 上 两 条 直线 有 副 些 位 置 关 系 ? 它们 有 鄂 些 性 
JE? 

22, Sr ES RLAR, = JD h PA 8: 28 Ej 38 = l 
WEB X 3 AMIK O 3 3. 

23。 试 证 ， 过 三 骨 形 三 边 的 中 点 所 作 边 的 垂直 平分 线 或 者 
有 一 个 公共 的 交点 ， 或 者 三 条 线 互 相 离 散 ， 或 者 三 条 线 在 同一 
方向 下 互相 平行 。 
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24。 在 罗氏 平面 上 的 任意 三 角形 是 吾 总 存在 内 心 、 垂 心 和 
外 心 ? 为 什么 ? 

25。 在 罗氏 吉本 学 中 ,已 知 四 边 形 ABCD,， 人 A+ B=X， 
AD = BC， 试 分 析 AB、CD 的 位 置 关系 和 大 小 关系 ， 

26。 比 较 欧 氏 三 角形 和 罗氏 三 角形 性 质 的 异同 ，。 
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F 编 变换 群 与 几何 学 


通过 上 编 的 学 习 ， 我 们 知道 了 用 公理 法 建立 几何 竺 的 程 
序 ， 那 就 是 先 给 出 一 些 不 定义 的 原 瘦 概念 和 几 组 公理 ， 然 后 利 
用 有 还 辑 推理 展开 了 我 们 所 研究 的 几何 学 。 可 以 说 ， 这 是 用 静 的 
现 扎 来 研究 几何 学 。 

但 是 ， 公 理 法 并 不 是 用 以 建立 几何 学 的 哄 一 方法 ， 还 可 以 
插 群 论 的 原则 ， 通 过 变换 群 来 研究 几何 学 ， 这 就 是 德国 数学 家 
WA (F,klein》 提 出 的 观点 。1872 年 ， 他 在 爱尔兰 根 (CEI 
angen) 大 学 作 了 题 为 * 近 省 几何 学 研究 的 比较 评论 ”的 学 术 
报告 。 在 报告 中 他 总 绪 了 射影 、 仿 射 以 及 其 它 几 何 学 发 展 的 成 
洒 ， 辊 出 了 构 契 这 些 几 和 何 的 普遍 原则 ， 即 每 种 几何 学 都 是 研究 
在 相应 变换 群 的 所 有 变换 下 保留 不 变 的 图 形 性 质 的 命题 系 毁 ， 
他 的 这 个 著名 的 思想 和 原则 后 来 就 称 为 “爱尔兰 根 网 领 ” 。 这 
种 用 变换 群 研究 刀 何 学 的 方法 ， 可 以 说 是 用 动 的 观点 研究 几何 
=, 

a P) sa 38 RAR LARREEN AER, HATER SJL 
何 的 基础 上 上 ， 分 别 邮 建立 正 充 变换 〈 即 运动 ) , Hilaria. i 
射 变换 以 及 射影 变换 的 概念 ， 研究 各 个 变换 群 下 图 形 的 不 变性 
质 和 不 变量 ， 以 及 各 变换 群 所 对 应 的 几何 学 。 着重 研 究 射影 也 
何 学 的 基本 理论 条 方法 ， 并 用 射影 几何 的 方法 统一 研究 各 变换 
群 的 从 属 关 系 ， 以 及 相应 几 柯 学 的 比较 + 最 后 研究 二 次 曲 挨 的 
理论 ， 

本 书 侧重 讨论 二 维 空间 〈 平 面 y 几何 学 ， 我 们 和 将 同时 采用 
解析 法 与 综合 法 ， 以 简化 讨 论 的 过 程 和 突出 几何 性 质 ， 
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第 四 章 ” 正 交 、 相 似 、 念 射 变换 
SKR., ARLI 


本 章 是 在 欧 几 里 得 几何 的 基础 上 ， 分 别 建 立正 交谈 换 、 相 
似 变换 和 仿 射 变换 的 概念 ， 然 后 研究 各 种 变 痪 下 的 图 形 的 不 恋 
性 质 和 不 变量 ， 指 出 各 种 变换 群 所 对 应 的 几何 学 ， 还 将 讨论 一 
些 变换 在 初等 几何 中 的 简单 应 用 ， 


SI 几何 学 的 群 论 原则 


1,1 点 变换 

图 形 是 由 点 构成 的 ， 图 形 的 变化 ， 实 际 上 是 由 它 的 每 个 点 
的 变化 来 实现 的 。 因此， 为 了 研究 图 形 的 变换 ， 应 该 从 研究 点 
FRAT. 

1 REES 

B: 16356 hb E A RJL RERE M 
些 定 义 并 不 困难 ， 只 要 联想 一 下 关于 函数 的 类 似 定 义 ， 就 容易 
掌握 它们 。 

EX 设 8 和 了 是 两 个 集合 ， 人 假定 有 一 个 对 应 法 则 z ， 使 
得 5S 的 每 个 元 素 s 对 应 于 工 的 某 一 元 索 上 ， 那 么 对 应 o 叫做 集 
合 S mj S r aq HED 映射 ， 记 作 

dt $ — T 
$ 对 应 于 + ， 就 记 作 # =o s), tufi soj, m s nhik t 69 
原 象 ， 注 意 ，t 的 原 象 可 能 不 止 一 个 ， 
WRA ts ajo Gd Aal), MBARI o 叫做 是 一 一 
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i ht LF 


的 ,这 时 对 于 集合 TT 中 的 每 个 元 素 t ESAI mR 
于 集合 全 的 每 个 元 素 t, ARN S BJ FOR s, Eol) =t, 
则 说 5 是 到 .上 的 ， 如 果 5 EER, ESEE, Aom 
做 一 一 对 应 ， 

以 上 这 些 概 念 和 术语 ， 无 疑 地 适用 于 作为 点 集合 的 几何 图 
形 ， 以 下 所 讲 的 变换 也 是 如 此 ， 

下 面 举 几 个 例子 ; 

(1) 如 图 4.1， 从 中 心 5 引 射 线 将 线段 PO 上 的 每 一 点 
ARENE a 上 的 一 点 4 ， 便 4 对 应 于 4 '， 这 是 从 线段 PQ 
到 直线 4 内 的 一 个 映射 ， 称 为 中 心 投影 。 这 个 映射 是 一 一 的 ， 
但 不 是 到 上 的 ， 因 为 线段 P9 的 象 P'O DEAR a 的 一 部 分 。 


疼 4,1 图 4.2 

《2 ) 如 册 4,2， 将 加 上 的 每 一 点 重 坦 投影 到 直径 MN 上 ， 
例如 点 各 对 应 于 点 己 ， 这 是 一 个 从 圆 到 真 径 MN 上 的 映射 ， 
但 不 是 一 一 的 ， 因 为 两 个 不 同 的 点 A, B 对 应 于 相同 的 象 也。 
成 时 、N 各 与 昌 身 对 应 ， 是 这 个 映射 下 的 不 动 点 

(3) 如 图 4.3， 将 直线 
a 二 的 每 一 个 点 和 4 平行 投射 
HER b EKKA, EAX 
TA, KEME S a pj Ha 
bø- W, EA E 
—— A], M Raj EB). <+ 
HJ — JR HU FITIR, Waska 5 WD b AJ E A M j B POP , 
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是 上 映射 下 了 的 不 动 点 ， 


对 于 “一 一 对 应 ”来 说 ，“ 一 一 的 ”和 “到 上 的 ”这 两 个 
色 件 缺 一 不 可 。 人 情人 1) 和 和 例 (2) 就 说 明了 这 一 事实 ， 
2 图 形 的 变换 


在 几何 学 中 ,一 个 非常 重要 网 概 念 是 变换 的 概念， 
定义 图 形 3 到 它 月 身上 的 一 一 对 应 
gids 
mik BE S 到 自身 的 变换 ， 简称 为 变换 5 ， 
定义 ”对 于 每 一 个 变换 0 ;5S 一 > 5S，S 中 的 每 个 和 元素 :"， 
都 有 唯一 曲 原 象 s 、 这 样 ， 把 一 个 点 对 应 于 它 的 原 象 ， 束 得 到 
一 个 变换 ， 这 个 变换 叫做 5 的 逆 变 换 ， 记 作 c 1!。 于 蚌 对 于 5 的 
每 个 元 素 s, ， 有 
g TS)7) =s 
定义 如果 对 于 5S BR deu sA G(s)=s, Mo HH kid 
等 变换 ， 
定义 ”如 果 对 于 5 的 某 一 元 素 s CF RU) ,ols)= 
s(g (U) =U, MTU MR TAE (FTE), 
对 于 几何 图 形 来 说 就 是 不 动 点 AROEN n., TAAR 
(或 称 二 重 直 线 ) 或 不 动 图 形 ， 
例如 平面 上 的 直线 反射 〈 轴 对 称 ) ， 它 把 对 称 轴 上 的 每 一 
个 点 都 变 成 目 已 ， 因 此 每 一 点 都 是 不 动 点 ， 而 对 称 轴 是 一 条 不 
动 直 钱 ， 因 为 它 在 反射 下 变 成 自己 ， 此 外 垂直 于 对 称 轴 的 任意 
直线 也 是 不 动 坦然 ， 不 过 ， 这 时 直线 上 的 点 的 对 应 点 不 再 是 自 
已 《这 条 直线 和 对称 轴 的 交点 除外 ) 。 
EM WRTH o MERET ER E, R 
ols) =07t{s) 
Ho 叫做 对 合 变 换 . 
HERRIA- THETH, 
下 面 澡 几 个 常见 的 变换 的 例子 ， 


a T6D = - 


(1) 平面 中 的 平移 9， 

它 使 平面 中 的 各 点 都 灌 阅 -方向 移动 相同 的 距离 ， 这 就 是 
说 ， 各 点 的 位 移 都 是 相同 的 问 量 。 设 这 个 向 量 是 9 ， 它 所 决定 
的 平移 是 2 ， 那么 对 于 任意 一 把 P, # otP) = P” BFA 

PP' =a 
确定 《图 4, O ， 容 易 验证 0 是 个 变换 。 它 的 道 变换 À tE 
H- a ketr. 


坐标 法 是 研究 变换 的 有 力 本 
工具 ， 今 后 我 们 将 主要 用 坐标 Y pw 
法 来 研究 变换 。 为 了 得 到 平移 yy 


HAERA, wa = (Gi, fr), 
P = (x, DAP’ = (x, y), 


— 


因为 PP = a, MA 图 4， 4 

Jx =X+ M 

ly’ =y + a: 
这 就 蚌 平 移 变 换 5 的 公式 。 应当 注意 ， 虽 然 它 在 表面 上 和 坐标 
系 平 称 变 换 式 一 模 一 样 ， 但 意义 却 完全 不 同 。 在 坐标 变换 中 是 
举 标 系 变动 ， 而 点 没有 动 ， 现 在 的 情 儿 是 坐标 系 设 有 动 ， 而 所 
在 变动 。 

(2) 平 而 中 的 直线 反射 5 , 

可 取 直 角 坐 标 系 的 X 轴 作 反 射 轴 ( 图 
d5) P = (x,y), P” =o (P) = (x? ,y* ), 
IX Hj, HO 5CSEBJEE IB, AEE RI o 
的 公式 是 


[x =X 


ly = - y 
显然 ，cz-1=C， 外 此 直线 反射 是 对 合 变 换 ， 
(3) 平面 内 线 点 0 的 旋转 og， 


+ ]J67T = 


它 使 每 对 对 应 点 已 、P "满足 POP' =a 【常数 ) HRA R 
一 旋转 方向 .我们 以 OQ 为 坐标 原 成 ， 任 取 一 个 直角 学 标 系 ， 
TEKH onjh X SH ese aE :图 4。6) ,显然 
0 是 个 变换 。 为 了 得 到 它 的 党 
ER, RINER, itii oy Pls 2 
旋转 ， 原 来 的 坐标 系 [ 口 ，Y 
恋 成 了 一 个 新 侣 标 系 CO, X” 
YO, OX 和 OX 的 夹 角 是 a. 设 
APER AP (x ，y’)， 
由 于 经 过 旋转 ， 平 功 上 和 点 的 图 4。6 
相对 位 置 并 没有 发 生 任 们 变化 ， 因 此 点 P 在 新 坐标 系 的 坐标 
REX, Y). HAX’, YOMA, NVWA, EREA P 
在 原 坐 标 系 的 坐标 (x , ORCE ERRARE (x, y) 之 
问 的 关系 ， 因 此， 由 坐标 变换 公式 ， 得 


fx” = xcosg 一 ysing 


|y" = xsina + yeosa 
这 就 是 旋转 0 的 公式 。 和 和 平移 公式 一 样 ， 表 面 上 它 和 坐标 变换 
公式 相间 ， 但 意义 则 完全 不 同 ， 举 标 变 挠 公式 表示 的 是 坐标 系 
变动 ， 点 不 变动 ， 面 旋转 公式 表示 的 是 举 标 系 不 动 ， 点 变动 ， 
《4) 平面 中 向 着 一 条 直线 的 压缩 0， | 
Waki M kE I, wJF3PFT ETRE AP, pP KATE IME 
£, Gl AM, Hk 3 L R— AP, ES 


P'M 
PM j k—1 
PM 0 < k < 


Hh, k ED ae. HI IESS SSE. E c(P)=P', PFH 
5 是 个 变换 。 恕 果 取 直线 1 EX ph. iS Á P AHIPA P” BJ Ae bay 别 
Ex, PI, yO, WAERT FJ yK A 

[x = x 

(yt - ky 
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读者 在 学 习 解 析 儿 何 时 ， 可 能 已 经 知道 ,一 个 圆 经 过 压缩 
项 就 变 成 了 椭圆 〈 图 4。?)》 ， 可 以 用 这 种 方法 来 画 棋 加 。 
(5) 平面 中 的 位 似 变换 o , 
设 以 再 标 原点 口 为 位 似 中 心 ， 那 么 位 拟 变 换 口 是 这 样 的 一 
个 变换 ， 它 对 于 平面 的 任 一 点 了 ， 象 点 P” = g (PW J 
OP’ = kOP 
其 中 大 是 个 常数 〈 图 4，8) ， 利 用 位 亿 变 换 的 这 个 性 质 ， 易 


向 它 的 变换 公式 是 ， 
N = kx 
y = ky 
Y P'(x'y5 
PES, F) 
—; = 
ELA, 8 


Bl 4. F | 
从 以 上 五 个 例子 的 变换 会 式 ， 可 以 看 出 它们 者 基线 性 的 ， 


这 是 我 们 这 一 章 要 研究 的 变换 的 主要 特征 .. 下 面 举 一 个 不 是 线 


FE e RJ P| T, . 
《6 >》 平面 中 的 反 演 变换 ， 严 格 地 说 ， 这 是 平面 去 掉 一 点 


〈 反 演 中 心 ) 后 的 集合 的 变换 ， 

在 平面 上 到 一 个 定 殴 ， 设 
它 的 中 心 为 O ， 半 径 为 RR (图 
4. 9), 

除了 区 的 中 心口 外 ， 对 于 
平面 上 任意 一 点 A ， 使 它 对 应 
平面 上 满足 下 面条 件 的 点 4 : . 

G) 点 OO、A 和 和 A’ 在 同一 直线 上 ， 


+ Jó} » 


Gi) OA +: OA’ = R2. 
HAA z HH Wk 2 +. El O 的 反 演 . 

在 关于 圆 口 的 肥 演 下 ， 对 于 贺 怠 内 的 点 4 ， 要 确定 它 的 对 
EAA hI, upa ABB 2OAJE PL SK T To B EBDDS pA Ti 
或 T: 作 圆 吕 的 切线 ， 则 切线 与 直线 D.4 的 交点 A' 就 是 点 和 4 的 对 
应 点 。 事 实 上 ， 从 直角 三 角形 OA 人 T 了 可知 ， 直 角 边 OT 是 它 在 
料 按 上 的 射影 和 震 这 的 比例 中 项 ， 如 果 点 4 在 报 外 ， 按 相反 顺 
序 作 图 ， 则 得 到 它 的 对 应 点 A. 显然， 图 内 的 点 对 应 圆 外 的 
AA | 国外 的 点 对 应 贺 内 的 点 ， 而 大 上 的 点 都 与 自身 对 应 ， 

其 次 ， 在 反 演 下 ， 点 与 点 癌 的 对 应 是 相互 的 ， 也 就 是 说 ， 
如 果 虑 4 对 许 点 4 ， 则 点 4 也 对 应 点 4 即 反 演变 换 是 对 合 ， 

Eib RESE ERE MELKO 的 直线 对 应 本 
$, 国 O 也 对 应 本 身 ， | 

为 了 得 到 反 演 的 变换 公式 ， 
我 们 以 败 心 0 为 举 标 原 点 引进 
二 角 举 标 系 。 设 平 而 上 性 一 点 
《原点 除外 ) 4 的 坐标 为 人 xy y), 

在 关于 扩 口 的 反 演 下 ， 它 的 对 
WAKA 的 坐标 为 x, y), 
H Ë 4 a10, II] 

x' y DOA _ OA: OA! 


x y OA OA? 


[OA OA =R (GEX), x+y z0r, RE R EB) O 的 半径 ， 
由 此 得 到 ， 


这 就 是 关于 圆 D 反 演 的 解析 式 。 同 理 求 得 这 个 反 演 的 逆 变 换 翁 
式 为 : 


= Jóg s 


Ra s Ry 
x! 2 + y? 2) x" 2 + y! 2 

从 上 面 的 解析 式 立 刻 看 出 反 演 是 个 对 合 ， 

和 用 上 而 的 公式 ， 可 以 证 明 反 演 的 狂 质 ， 贺 或 直线 的 对 应 
图 形 ， 或 者 是 图 或 者 是 直线 . 

事实 上 ， 设 任意 回 或 直线 的 方程 为 ， 

A Cx? + y) + Bx + Cy+ D =. 0 
这 里 ， 如 果 4 不 为 零 ， 则 为 加 的 方程 ， 如 果 上 4 等于零， 则 为 直 
线 的 方程 。 将 上 面 反 演 解 析 式 代入 这 个 方程 ， 则 得 到 : 
AR: + BRix’ +ORiy + Dix ?+ y?25 = 0 

我 们 看 出 ， 它 是 圆 或 者 是 直 钱 前 方程 ， 并 且 可 以 看 出 在 反 演 
F: 

(i) Wl OW] (CAz0, D=0) , ARAOR 
ik. 

GD 不 过 点 0 的 直线 (A-0, DZ0), #540 WA 
《由 反 演 的 相互 性 得 到 ) 。 

关于 反 演 的 其 他 性 质 ， 贸 给 读者 作为 练习 ， 自 己 证 明 . 

例 《1) 到 例 (6) 都 是 平面 中 的 变换 ， 但 是 ， 容 易 把 这 
些 例 子 推广 到 空间 中 去 ， 得 到 空间 中 的 一 些 相应 的 变换 ， 

1.2 变换 群 | 

在 欧 丘 几何 由 ， 我 们 知道 连续 施行 两 个 运动 的 结果 述 是 一 
个 运动 ， 这 就 是 说 运动 是 可 以 合成 的 。 对 于 一 般 的 变换 来 说 ， 
这 也 是 对 的 。 设 在 平面 中 或 空间 中 给 了 任意 两 个 变换 9 和 工 ， 
我 们 连续 施行 这 两 个 变换 ， 在 第 一 个 变换 口 之 下 点 P p Y — 
AAP ' Bl oP P, 在 第 二 个 变换 fT 下 ,点 P' 又 变 成 了 一 个 
成 P"， 苑 rz(CP“) = P”. 因此， 连续 施行 xz、r 的 结果 ， 每 个 点 了 P 
变 成 了 一 个 确定 的 点 P”， 即 rtafP)) = P2， 这 就 是 说 ， 我 们 利 
用 o、7? 得 到 了 一 个 映射， 这 个 映射 是 一 一 的 。 因 为 如 果 P SO, 
由 于 5 是 一 一 的 ， 则 otP) 关 go(Q)， 再 由 于 7 是 一 一 的 可 知 ， 
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t+(o{P)) 去 T(0(Q)。 同 时， 这 个 上 映射 也 是 到 上 的 。 因 为 对 于 任 
意 点 P*， 出 于 7 是 到 上 的 ， 故 有 一 点 P'， 使 得 i(P)=P"， 眶 
H o 是 到 上 的 ， 所 以 有 一 点 了 ,使 得 o(P)=P', W É, ro 
(P) = rP =P”, 因此 ,这 个 映射 实际 上 是 一 个 变换 ， 我们 
把 这 个 变换 记 作 To. 
定义 ”连续 施行 变换 和 了 所得 到 的 变换 zz 叫做 和 工 的 
FR. 
显然 (rz)(CP) = tto(P))， 
有 了 两 个 变换 的 积 的 定义 后 ， 不 难 给 出 任意 有 限 个 谈 换 的 
REEM. 
积 to 表示 先 施 行 0 后 施行 1。 这 里 ， 因 子 的 顺序 是 重要 
K, AAEH, toor, 
l K o Fue $E 
x’ = xcosg — ysina 
W = xsina + ycosa 
Y 是 平移 
x =x+a 
K = y + üz 
则 变换 fo 是 ，; 
x” = xcosg— ysina + d 
W = xsinga + ycosgi d; 
mor: 
x" = xcosg 一 ysinq + acosa — msing 
W = xsing + ycosa + msing + dosa 
因此 ， 一 般 地 fr 兰 GT， 
为 了 继续 讨论 变换 的 性 质 ， 我 们 需要 一 点 群 的 知识 ， 
定义 一 个 集合 5S 叫做 在 二 元 运算 (+) 之 下 是 封闭 的 ， 
如 果 对 于 集合 5 中 的 任意 一 对 有 序 元 素 4 和， 对 应 人 的 队 一 
的 一 个 元 素 Gr*。 
s Jóó + 


注意 ， 并 不 是 每 个 混合 在 每 个 二 元 运算 之 干 都 大 封闭 的 ， 
例如 整数 集合 在 除法 运算 之 下 就 不 是 封闭 的 。 

例 2 对 于 平面 上 任意 一 对 冰 P、 怠 ， 假 设 P*Q 基 线段 PO 
的 中 点 。 有 显然， 平面 上 所 有 点 的 集合 在 “ 取 中 点 ”的 运算 干 是 
封闭 的 . 

ES ” 设 一 个 集 台 SS ， 它 有 一 个 二 元 运算 O), WRH E 
THOA., WS, ouA iE. 

《5 在 (之 于 是 封闭 的 : 
(2) 对 于 5 中 的 任意 三 个 元 素 a, b,c 
(Ca*#b)*c =as*(b*c) 
这 个 性 大 岂 做 结合 性 ; 
(3) 8S 中 含有 一 个 元 素 e& ， 使 得 对 于 5 PARAR G, 
满足 
e*#q~= a*e 
ICR e BL fi S 的 单位 元 ; 
C4) 对 于 SS 的 每 个 元 素 z，5 中 在 在 唯一 的 元 素 a ， 司 得 
a*a" =g *a =e 
a" M iit a BU, 

如 果 用 af+B 或 是 üM a*B， 那 么 这 个 和 群 分 别 叫 居 加 法 群 或 
FEE AAFS DEU e 分 别 用 零 元 素 口 或 单位 元 1 4638. XO 
a 在 加 法 的 情形 记 为 -wa MERRER 4"?。 为 了 使 记 
号 尽 可 能 的 简单 ， 一 般 好 直 用 飞 法 记号 。 

在 不 发 生 混 靖 的 情况 予 ， 我 们 常 将 “ 群 (S, =) ”简称 为 

“S7, 

在 数学 中 ， 群 的 例子 不 胜 枚 举 ， 

作为 群 的 基础 集合 $ ， 决 不 能 大 空 集 ， 面 为 一 个 群 至 少 应 
该 有 一 个 单位 元 ， 

ES WER SEAR, MIARE, CRRA A 
n ix 4 RNR. MRS 是 无 限 的 ， 则 8 叫做 无 限 群 。 
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MW iKSWAUTESK AS E, -- SkRDzab-- ba, 

定义 ”如果 一 个 群 S ， 对 于 任意 两 小 元 素 g、b， 都 有 号 = 
pp， 则 这 个 群 叫 北 换 群 ， 

AF (2) ,我 们 可 以 用 ebe 来 记 ta5)c 和 aftBe)。 利 用 数学 
归纳 法 可 以 证 骨 ， 对 寺 任 意 有 限 多 个 元 案 的 乘积 ， 1 F S E 
Ë, 因此， 尽 可 不 去 管 那 些 括号 是 起 样 表 的 ， 反 正 结 困 是 一 样 
R Br ARAIA ENAA, W aè = aa, a? = aqa, a-2 = q" a Ye 
等 等 ， 

定义 ”如 果 群 口 的 一 个 子 集 晴 ， 在 上 G 的 运算 下 仍然 构成 
W WH RG B T PF. 

EX 设 台 是 平面 上 《或 空间 星 ) BJ H -— 6 348468 pk PJ sË 
合 ， 如 果 筷 在 变换 乘法 之 下 构成 一 个 群 ， 那 么 所 时 做 变换 群 ， 
也 就 是 说 ， 它 要 满足 群 的 四 个 条 件 ， 

(1) 在 八 换 乘法 之 下 是 封闭 的 ; 
(2) 对 于 GG 的 任意 三 个 变换 vo，r，4， 满 足 结 合 律 ; 
ACTO) = CAT)O 
(3) 台中 有 一 个 变 痪 8 《单位 元 ) ， 使 得 : 
GE = Fg = g 
(4) WTOREK, Gri — i o" GHJ), E 
得 ， - 
g a= gg =g . 

例如 ， 平 面 了 上 的 全 体 变 换 ， 就 构成 一 个 变换 群 。 因 为 

(1) 由 定义 ， 任 意 两 个 变换 的 积 ， 还 是 一 个 变换 . 

(2) 对 于 平面 上 的 任意 点 呈 ， 由 变换 乘积 的 定义 ， 可 得 

(Airo) (P) = TO CP = A Ce (p))) 
((Ar)g)(Py= (Ar)(@ (P) = A to PY) 
因此 
A(rzg) = CAtz)G 
(3) 由 变换 乘积 的 定义 可 知 ， 平 面 上 的 恒 等 变换 ， 对 
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于 平面 上 的 任意 变换 9， 有 
UF 二 BO = G 
(4 ) 平面 上 任意 变换 o 的 道 变换 o-! 满 是 
on l=og"iog=8 

显然 ， 任 意 集 合 8 的 全 体 变换 也 构成 一 个 变换 群 。 平 面 上 
的 变换 群 是 它 的 特例 。 

欧 氏 几何 中 的 运动 公理 保证 平面 上 的 全 体 运 动 构成 - 个 变 
换 群 。 下 一 节 我 们 将 较 仔 细 地 讨论 它们 。 

定义 平面 上 (或 空间 里 ) 的 图 形 在 一 变换 群 G 的 所 有 变 
换 下 保持 不 变 的 性 质 或 量 《 消 数 ) ， 叫 做 图 形 在 变换 群 G 下 的 
不 变性 质 和 不 变 最 ,车 在 G 下 的 所 有 不 变量 都 可 用 某 一 个 不 变 
量 来 表示 ， 这 个 不 变量 叫做 基本 不 变量 ， 

下 面 即将 看 到 ， 变 换 群 所 对 应 的 几何 学 就 是 研究 变换 群 下 
的 不 变性 质 和 不 变量 的 ， 这 些 性 质 就 是 这 种 几何 的 几何 性 质 ， 

1, 3 几何 学 的 群 论 原则 

克 羔 因 在 他 著名 的 “爱尔兰 根 纲领 ”中 提出 了 几何 学 的 群 
EEM. 

在 殉 民 几何 里 ， 我 们 学 过 三 角形 和 图 等 图 形 以 及 它们 的 一 
些 注 质 ， 并 且 知 道 一 殷 相 等 的 图 形 有 相间 的 注 质 。 由 此 可 见 ， 
所 谓 图 形 F 的 性 质 是 指 那些 和 图 形 P 相等 的 一 切 图 形 所 具有 的 
公共 性 质 。 我 们 也 知道 图 形 相等 的 含义 ， 两 个 图 形 是 相等 的 ， 
表明 存在 一 个 使 得 一 图 形变 成 另 一 图 形 的 运动 。 因 此 ， 和 图 形 
F 相等 的 一 切 图 形 所 具有 的 共同 性 质 ， 无 非 是 图 形 在 运动 之 下 
保持 不 变 的 那些 性 质 。 这样， 我 们 可 以 说 欧 氏 几何 就 是 研究 在 
运动 群 之 下 所 有 那些 不 变 注 质 和 不 变量 的 一 种 几何 . 

一 般 来 说 ， 几 何 学 的 群 论 原 则 可 以 概括 地 归纳 如 下 : 

首先 ， 考 虑 某 一 集合 @， 它 的 元 素 叫 做 点 ， 它 的 每 个 子 集 
叫做 图 形 (例如 直线 、 直 线形 等 等 ) ， 并 且 给 出 这 些 图 形 的 某 
此 性质， 集合 蝇 叫 做 基础 集合 ， 有 了 时 也 站 人 艇 空间 ， 
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其 次 ， 考 虚 从 集合 如 到 刁 的 某 一 变换 群 G， 根 据 它 可 将 问 
前 图 形 分 成 等 价 类 :如 果 忆 中 有 一 个 变换 了 ， 使 昨 形 4 变 成 图 
EB. MARAEA 5AE BS, 人 图形 间 的 等 价 关 系 具有 下 
列 性 质 : 

(1) 图 形态 必 与 它 自 身 等 价 ( 反 身 性 ) , 

这 是 因为 群 GG 里 的 恒 等 变 挽 把 和 4 ERA. 

(2) WRAAE A SEAE BB 等 价 ， 则 图 形 p tB EE À w£ 
ir CHIRO 。 

这 是 因为 群 避 里 的 变换 f ， 合 B= 了 (4)， 而 其 道 变 换 f"1， 
使 上 = 访 !(B) ， 

(3) 如 果 图 形 息 与 图 形 B 等 价 ， 图 形 BB 与 图 形 仑 等 价 ， 
M SJE A tB t; C aF y (传递 性 ) 。 

I LBELNB =-f(A). C=g( B), Hig UCA) = g (B ) 
=C, 

出 此 可 见 ， 为 了 保证 等 价 图 形 的 基本 性 质 ， 集 合 Q 上 的 蛮 
换 构成 群 是 绝对 必要 的 ， 没 有 这 个 条 和 件 就 不 能 使 用 “等 价 ” 这 
个 关系 . 根据 等 价 关 系 可 以 把 集合 上 内 的 所 有 图 形 进行 分 类 ， 
几 是 等 份 的 图 形 属于 辐 一 等 价 类 ,于 是 ， 同 一 类 里 的 一 切 图 形 
所 共有 的 几何 性 质 必 定 是 变换 群 G 下 的 不 变性 质 和 不 变量 , 反 
过 来 ， 图 形 在 变 搁 群 下 的 不 变性 质 和 不 变量 ， 必 定 是 同 -- 个 等 
价 类 里 一 切 图 形 所 共有 的 性 和 质 ， 而 这 些 性 质 正 是 该 几何 学 所 要 
研究 的 ， 居 此 ， 可 世 说 每 种 几何 学 都 被 它 的 一 个 周 有 的 变换 群 
GAME, MERA: “空间 2 上 的 几何 学 性 质 志 守 属 于 
变换 忆 的 所 有 变换 下 保持 不 变 的 性 质 ”， 由 变换 群 亿 完全 典 与 
了 这 种 几何 学 所 具有 的 特征 ， 

在 上 述 两 方面 的 意义 下 ， 一 种 几何 可 以 用 几何 Q, 
来 表示 。 篇 略 地 说 就 是 ， 几 何 学 是 研究 革 空 间 人 上 的 图 形 在 变 
换 群 如 下 不 变性 质 和 不 变 是 的 命题 系统 ， 这 种 几何 学 简称 状 殷 
PJ JL pe, 
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F 38 sa 3 BU JL ps FEIe 1), #—#hJ] Un 26 68 Jë iH == fal 
和 其 上 的 变换 群 G 决 定 的 空间 全 相同 ， 但 其 上 的 变换 群 G 
不 同 ， 就 可 以 构成 不 同 的 几何 学 ， 因 为 它们 的 等 价 关系 不 同 ， 
变换 群 下 的 不 变性 质 和 不 变量 不 同 ， 例 如 下 面 要 讲 的 欧 开 几何 
《运动 群 》 ， 相 似 几 何 GARRO MÆRLI HIRO S 
者 是。 当空 间 台 不 同 而 变换 群 相间， 也 可 以 构成 不 河 的 几何 
学 ， 例 如 欧 氏 几何 和 罗氏 几何 

设 有 集合 5S 的 一 个 变换 群 G 和 避 的 一 个 于 群 G1:， 它 们 记 对 
许 的 几何 学 分 别 是 甲 和 己 。 因 为 如 的 每 个 变换 都 在 妇 里 ， 所 以 
群 上 G 的 不 变性 质 和 不 变量 必然 是 GI 的 不 变性 质 和 不 变量 。 也 以 
几何 甲 中 所 研究 的 几何 性 质 、 对 象 必 在 几何 乙 中 } 反 过 来， 
Gil 中 的 全 部 变换 虽然 都 属于 已， 但 一 般 说 来 G, 的 全 部 变换 可 
能 仅仅 是 SG 的 全 体 变 换 的 一 部 分 ， 从 市 G1 的 不 变性 质 和 不 变 
量 不 一 定 是 G 的 不 变性 质 和 不 变量 ， 记 以 凡 何 乙 中 所 研究 的 几 
何 性 质 、 对 锭 不 一 定 在 几何 甲 中 。 这 就 是 说 ， 作 为 几何 基础 的 
变换 群 越 大 ， 则 对 应 的 几何 内 容 越 贫乏 ! Mik, E F P wë 
Zis SHINE ZBZ BS JLIP FREA. 

我 们 在 这 里 比较 抽象 地 提出 了 克 莱 因 的 观点 和 原则 ， 以 下 
各 章 就 是 在 这 种 原则 的 基础 上 展开 的 。 也 许 读者 现在 对 这 一 原 
则 还 不 能 很 好 的 理解 ， 但 不 要 因此 而 感到 不 安 。 上面 所 说 的 只 
不 过 是 个 引子 ， 待 学 完 以 下 各 章 之 后 ， 你 会 进一步 地 理解 这 一 
原则 ， 并 且 能 够 较 深 入 地 葡 握 它 ， 


92 正 交 变换 群 与 正 交 几何 


在 欧 氏 几何 中 研究 了 运动 公理 ， 而 且 我 们 已 经 知道 ， 所 谓 
和 运动 无 非 是 平移 、 旋 转 、 反 射 以 及 它们 的 某 种 合成 《乘积 )》 ， 
这 些 变 换 的 基本 特征 是 保持 两 所 癌 的 距离 不 变 。 那 么 ， 保 持 两 
点 间 的 距离 不 变 的 变换 是 不 是 就 是 运动 呢 ? 为 此 我 们 来 研究 正 
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TER. 

2,1 正 交 变 换 的 定义 和 简单 性 质 

定义 平面 上 (或 空间 中 ) 保持 两 点 间距 离 不 变 的 变换 ， 
MAE Z EH, 

显然 ， 运 动 是 正 交 变换 ， 

EZERA FINER: 

(1) 两 个 正 交 变换 的 乘积 是 正 交 变换， 正 交 淡 搞 的 着 变 
换 还 是 正 交 变换 。 这 些 都 不 难 用 正 交 变换 的 定义 验证 ， 容 易 看 
出 正 交 变换 的 全 体 构 成 一 个 群 ， 咀 做 正 交 变 换 群 ， 

(2) 正 交 变换 把 直线 变 成 直线 。 为 此 ， 我 们 只 需要 证 
明 ， 正 交 变换 把 共 线 的 三 点 变 成 共 线 的 三 点 。 设 P. O. RJ 
平面 上 颗 序 的 三 点 ， 那 么 ， 它 们 在 同一 直线 上 的 充 要 条 件 是 

|P@1+ [QR] = [PR] 
因为 正 交谈 换 保持 虐 离 不 变 ， 所 以 变换 之 后 ， 这 个 等 式 仍然 成 
立 ， 因 此 还 在 一 条 直线 上 ， 

利用 上 面 的 事实 可 以 证 明 ， 空 闪 中 的 正 交 变 换 还 把 平面 变 
成 平面 ， 

(3) 正 交 变换 把 相交 直线 (或 平面 ) 变 成 相交 直线 (或 
平面 ) ， 平行 直线 〈 或 平面 ) 变 成 平行 直线 (REM). 

平行 直线 (或 平面 没有 公共 点 ， 它 们 经 过 正 交谈 换 之 
后 ， 根 据 变换 是 一 一 的 和 性 质 〈 2 ) ， 仍 然 变 成 没有 公共 点 的 
直线 〈 或 平面 ) ， 即 仍 当 是 平行 直线 (或 平面 ) ， 

(4) 正 交 变换 保持 线段 的 分 比 不 变 ， 

由 正 交 变 换 保 持 距 离 不 变 这 一 事实 即 可 推出 ， 

由 性 质 CO 和 (2) ， 正 交 变换 把 线性 变 成 线段 ， 因 为 
线 惧 上 的 任意 点 把 线 眉 分 成 定 比 1 ， 经 过 正 交 变 换 ，， 保持 不 
变 ， 所 以 线 外 上 的 点 仍 变 成 线 眉 上 的 点 ， 由 此 推出 线 豚 变 成 线 
B. 

(5) 正 交 变换 保持 角度 不 变 ， 
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实际 上 ， 设 Z AOB ( A. BEEE f PM EER SK) 在 下 
3623 F K 人 A’O’B’。 因 为 正 交 变 换 保持 距离 不 变 ， 所 以 
A AOB5 AA O’ B RIAT, TE 

AAOBZ AAO’ B’ 
因此 一 4DB = <A'0'R', 

( 6) 正 交 变换 把 直角 坐标 系 变 成 直角 坐标 系 ， 而 且 任 意 
AMER M 在 新 坐标 系 里 的 坐标 与 点 对 在 厌 坐 标 系 里 的 坐标 
相同 ， 

因为 正 交 变 换 妓 保持 距离 又 保持 角度 不 交 ， 因 此 它 把 直角 
坐标 系 变 为 直角 坐标 系 (图 4 。11) 。 


MLN, Y} 


Hd, 11 
BA MARBRI, y), RA iS k i titi asa, H 
而 有 


这 表明 M 在 变换 后 的 坐标 系 中 的 坐标 与 M 在 原 学 标 系 中 的 坐 
标 相同 。 其 中 ，El、E: 分 别 是 处 轴 与 Y 轴 上 的 单位 点 ; M.. M; 
分 别 是 M 在 基 轴 与 了 轴 上 的 正 投 蚁 . 

对 于 空间 的 正 交 变换 ， 也 有 同样 的 结果 ， 

2. 2 正 交 变换 的 坐标 表示 与 分 解 

有 了 焉 记 变 换 的 性 质 〈《6) ， 很 容易 求 出 它 的 坐标 表示 。 
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HRA EFH CHEEK (FJ 4 J2) , 


Y| Pid; y 
Pig, yO NOA 
E | X ('[o,5) 
44. 12 


设 o 是 平面 上 一 个 给 定 的 正 交 变换 ,和 伍 取 一 个 直角 坐标 
# LO, X, Y), EXTARE, RAP, y) Aj ao Tk 
AP O, y), REEERE, y) q (xy 之 回 竟 关系 。 
HEERKE 6), AMARRA; X, YI, ži 
o 变 成 直角 坐标 系 [OQ ; X', Y”), W O TEASE PAE 
是 (a，B)， 设 人 "和 OX 的 来 前 是 4 ， 由 于 所 已 "在 新 坐标 系 里 
HERRER, y, WA, ME (x, PA a, yO ZAR 
系 ， 相 当 于 点 P' 的 新 坐标 和 旧 坐 标 之 间 玖 关系 。 因 此 ， 可 利 
用 坐标 变换 公式 求 出 (x，) 和 (x ，y 之 间 的 关系 ， 
HAREA RITEK, SCO, X, 了] 和 [OO X,Y” 
同 为 左 于 系 或 同 为 右 于 系 时 ， 有 
W = xcosg — ysing+ a (1) 
y” = xsing + ycosg + b 
HO; X, YMO; 其，Y 中 ， 一 个 是 有 于 系 ， 一 个 是 左 
卑 系 时 ， 则 有 
É = XC0sG r ysiña + a (2) 
y" = xsinë — yeosa+b 
这 就 是 正光 变换 0 的 公式 ， 
由 上 面 竟 公式 可 以 看 出 ， 对 于 第 一 种 情况 ， 正 交 变 换 o 可 
表示 为 一 个 旋转 T: 


. Ti 


x’ = xcosa— ysing 
N = xsinña + ycosa 
HAF.: 
X xta 
Dasan 
HIRR, B: 


T 
(x, y)—— (xcose — ysing, xsina-+ ycosm) 


P , 
—> {xcosg 一 ysing +a, xsing t+ ycoq + b) 


对 于 第 二 种 情况， 正 详 变换 o 可 先 经 过 一 个 关于 关 轴 的 反 
HP, 
x = x 
K = — y 
然后 再 经 过 一 个 诞 转 了 和 一 个 平移 % 而 得 到 ， 
(x, y- (x, 一 y)— > (xcoq + ysina, xsina- ycos) 


> (xcosa + ysing ta, xsing-— ycosa +b) 

MA, -MEZER An EA eM AE R 
积 ， 或 者 分 解 为 一 个 反射 、 一 个 诈 转 和 一 个 平移 的 溢 积 ， 于 是 
我 们 得 到 一 个 重要 的 结论: 

定理 4. 1 平面 的 正 交 变换 就 是 运动 。 

庶 庐 注意， 我们 所 说 的 运动 和 通常 所 狐 的 刚体 运动 是 不 同 
的 ， 我 们 所 说 的 运动 ， 其 实 是 满足 运动 公理 的 变换 ,不 一 定 能 
通过 出 体 运动 来 实现 。 比方 说 ,平面 上 的 直线 反射 ， 就 不 能 通 
过 平 而 上 的 刚体 运动 来 实现 。 因 此 ， 我 们 可 惨 把 运动 分 成 两 
类 ， 一 类 是 把 右手 系 变 成 右手 系 ， 叫 做 第 一 类 运动 一 类 是 把 
布 手 系 变 威 左手 系 ， 叫 艇 第 二 类 运动， 刚体 运动 指 的 就 是 第 一 
类 运动 。 
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EXER 9 在 两 种 情况 下 的 公式 (1) 和 “(2》〉， 可 以 统 
一 写成 
X = an% + auy + fi 

人 (4, 1) 

Hp, E 
(ií Gi 

| (131 n 
满足 正 交 条 件 

qa tar =1 Ga lan = 1 

Clis T aaa = Ü 


这 种 矩阵 叫做 二 阶 正 交 甜 降 ， 由 上 述 条 从 可 知 


(™ J (™ | 1 0 J 
Giz üz dza ün 0 1 


并 且 可 知 
as 6 | |an an Gil G -| | = 
aa ün Gz (3 Gu Q 0 1 
所 议 
=+ 1 


H d 
A = | 1! 12 
üz G 


显然 ， 前 面 的 公式 〈1) +< (2) 是 上 列 公式 的 特殊 情 


说 。 
由 于 an=amx=cosq, t= da = Sina, 所 以 有 时 也 将 ( 1)， 
(2) 两 式 统一 写成 
{ x' = HX+ eBy+ a 
y = Bx + cay + a; 
其 中 e =+ 1, +e =l, 
现在 我 们 来 说 明 公 式 (4. D 确实 表示 一 个 正 交 变换 ， 
i P.GXis Xi), P,(x;, yj) 是 平面 上 的 任意 两 点 ， 而 
Pi x, y>, P,' (xy 37) 分 别 是 它们 的 象 点 ， 则 由 
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i = Aui t Quy; T ai 
y = Qz: + Gy: F d2 


W = Aia F di2y2 T (1 
Ya = 21X2 T (222 T G 
, Fa 
x" — x,“ = Ni X;) + i y;) 
y — yr RO) tanl Ya) 
TE: 


(x — Xa + y y 
= [an(x i Xa) + anly — X) 十 
(qa (Xi — X) + az Uy: — 32) 2 
= {a} +a) (xi x,)2+ (aš + añ) (y: — ya) + 
+ 2 (aii T G21022) (Xi 一 X) (yi 一 Ya) 
这 里 用 到 a2 tag = = al +al,Gnaquatanaa= 0, WER IP:s 
P, 的 距离 等 于 P. P, 的 距离 。 所 以 这 个 公式 确实 表示 一 个 正 
交 变 换 。 因 此 ， 内 要 我 们 适当 地 选择 4 ， 总 能 把 公式 
x” =a +t ay + Ql 
区 = Qa T dy + ü; 
写成 前 面 的 《1) < (2) RAER, A= 1 是 第 一 类 运动 ， 
而 4 = - 1 是 第 二 类 运动 ， 

对 于 空间 的 正 交 交换 二 网 样 讨论 ， 不 过 情况 稍微 复杂 一 些 
RT, 

设 0 是 三 维 空间 的 一 个 给 定 的 正 交 变换 。 任 取 一 个 直角 坐 
RACO, XYZ]， 在 这 个 坐标 系 里 设 点 P (x, y, z) Ayto% 
REP G, y, z), WA, 利用 正 交 变换 的 性 质 (6) WE 
标 变换 公式 ， 得 到 og 的 公式 是 
[7 = qX + aY t dr + Gi 
x = dX + day 十 Gag + 0 
z! = GsiX + Gy T Gs5Z + a 


a ]77 + 


Hp, EPE 


dii Qiz Qa 
Bat daz U33 
G31 ay da3 


WERTE. 
Sa, q, = 3, 


其 中 
Â, = | 1. 当 了 = kihi 
0, HiAk 
PEEM R = r IE 2 EE, MOREE, BERA 
忻 可 知 
Giu Riz di13 


A=] qa an as |= + 1 


3l Qaz 033 
其 中 A=1 对 应 于 0 把 右手 篆刻 咸 右手 系 的 情 闹 ， 耐 A= -II 对 
SFe ERFARER FARK K, 

和 平 而 情 癌 类 个 地 月 下列 定 理 《 证 明 从 略 ) 

定理 4， 2 空间 的 正 交 变换 就 是 运动 . 

和 平面 的 情形 一 样 ， 我 们 把 空间 中 的 运动 分 为 两 类 ， 一 类 . 
把 右手 系 变 成 右手 系 ， 岂 做 第 一 类 运动 ， 它 是 由 一 个 平移 和 一 
个 旋转 合 咸 的 ， 另 一 类 把 右手 系 变 成 左手 系 ， 呆 散 第 二 类 运 
动 ， 它 是 由 一 个 平移 、 一 个 旋转 再 加 一 个 平面 反射 合成 的 。 前 
者 对 说 于 A = 1， 后 者 对 应 于 4= - 1、 

2, 3 拒 区 变换 登 的 几何 一 正 区 几何 

我 们 已 经 弄 清 楚 了 正 交 变换 就 是 运动 ， 现 在 可 以 说 所 谓 欧 
氏 几 何 就 是 正 交 变换 群 下 的 几何 ， 即 研究 在 正 交 变换 之 下 的 那 
B oR 31EDME 421. HiF2e 38160 E Y. “ER” PERRI 
不 变量 。 由 此 可 以 准 量 一 系列 的 其 它 的 不 变性 质 和 不 变量 ， 

还 变 变 换 把 任意 图 形 己 变 成 与 它 相等 的 图 形 F, IEX 
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THERE, D4OBd 6 By i2F: 3 R 8 TIHEM: 

(1) WEF L H 5442 (CE bk) 。 值 等 变换 保证 了 这 
一 关系 。 

(2) 如 果 图 形 了 相等 于 F, WEJ F' iH 4826 BE F 
《对 称 性 ) ， 闭 变换 的 存在 保证 了 这 一 性 质 ， 

(C3) 如果 图 形 F, 相 竺 于 图 形 F,， 图 形 F; 相 等 于 图 形 Fa 
但 贿 形 Fi 相等 于 图 形 F3 《传递 性 ) 。 正 交 变 换 的 积 是 正 交 变换 
保证 了 这 一 性 质 . 

因此 ， 图 形 的 相等 关系 是 一 个 等 价 关 系 ， 接 着 这 一 关系 可 
将 平面 《空间 ) 内 的 所 有 图 形 进 行 分 类 ， 凡 是 相等 的 图 形 都 属 
于 同一 全 等 价 类 ， 其 中 的 所 有 町 形 具有 共同 的 几何 性 质 ， 它 们 
是 正 交 变换 下 的 不 变性 质 ; 反 过 来 ， 正 交 变 换 下 的 不 变性 质 ， 
也 正 是 同一 等 价 类 图 形 的 共同 性 质 ， | 

正 交 变换 群 的 几何 就 是 研究 正 交 变换 下 务 等 价 图 形 的 共同 
性 质 , 也 就 是 正 交 变换 下 图 形 的 不 变性 质 和 不 变量 。 便 如 ,; 辣 合 
关系 、 顺序 关 系 、 相 等 关系 、 度 量 关 系 、 平 行 美 系 等 都 是 ， 而 
这 些 关 系 都 是 欧 几 里 得 公理 系统 的 推论 。 上 具体 地 说 ， 这 些 不 变 
性 质 和 不 变量 也 就 是 属于 、 介 于 、 和 相交、 平行 垂直 、 相 等 、 
H., ESUE, WHE., BRE C Xh., KE, HMS, 
以 及 把 这 些 平面 几何 的 性 质 推广 到 空间 的 一 些 性 质 等 等 。 它 们 
都 是 欧 氏 几何 所 和 研究 的 儿 何 性 质 和 量 。 可 见 ， 正 交 蛮 换 群 的 几 
何 学 一 一 正 变 儿 何 ， 属 于 欧 开 几何 学 ， 

2, 4 ”利用 正 交 变换 解 作 图 是 

利用 前 面 讲 过 的 正 交 变换 《〈 平 移 、 反 射 ， 旋 转 以 及 它们 的 
合成 等 ) 解决 初等 几何 的 一 些 作 图 问题 是 很 方便 的 ， 具 体 的 应 
用 可 通过 下 面 几 个 例子 说 明 ， 

测 1 在 两 加 之 间 求 作 一 线段 XY, JEE SE 5 A 1 B 5 
(图 4。13) ， 

解 ” 如 果 线 篡 XY 已 经 作出 ， 延 长 XO, 到 天 ， 将 图 O1, 沙 0;4 
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FAFE, OX 5YE S. 于 是 器 点 变 成 O14 点 ， 易 知 A0 = 
4D:" 。 由 此 得 到 作法 ， 

EOAR ELR AO = AO1， 以 O,” 为 圆心 作 与 贺 
口 : 半 径 相 等 的 圆 D ， 把 它 与 贺 DD; 的 交点 Y 了 和 有 克 用 直线 连接 起 
来 就 成 了 ， 显 然 ， 这 个 问题 可 以 有 两 解 、 一 解 或 无 解 . 

例 2 在 一 给 定 的 “4BC 内 作 一 周 长 最 小 的 内 拨 三 角形 ， 
使 其 一 个 项 点 为 稻 内 一 已 知 点 财 ， 另 两 个 项 点 分 别 在 已 知 角 的 
AAWE H4., 1., 


图 4。13 图 4。Id 

E ”对 于 以 并 为 一 顶点 的 任意 内 接 三 角形 MNIP， 作 对 点 
关于 直线 4B 和 BC 的 对 称 点 M: 和 Ma， 刚 AMN PI 的 周 长 等 于 
MIN: f NiPi t P.M:, BIH MIN PM: 变 成 直线 上 时， 对 应 
AnNP 的 局 长 最 小 。 因 此 ， 不 难 作出 这 个 三 角形 来 。 

例 3 以 已 知 操 操 为 一 项 
后 ， 作 一 等 过 三 角形 ， 使 其 它 
两 个 顶点 分 别 在 已 知 直线 Ga、 电 
上 

E 设 AOAN BA 为 所 求 
ZAE (j4. 15. WERB 
OA 与 直线 4 ARRO Aw 
60°, WA A HRES, X 
W, PAREKO OM 
旋转 60” 后 的 直线 a 5 bR. AE, EA, HAA 
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图 4，15 


算 解 决 了 ， 于 是 有 下 列 作 尘 ， 

MAOA a EROH, BEA H ,使 人 HOH' =60 ， 
月 OB = OF’ PH! 点 作 垂直 于 直线 OU 的 直线 ao ， 则 直线 a 
与 直 钱 的 交点 即 为 刀 x<. 

由 于 OH 可 向 两 个 相反 的 方向 旋转 60"， 因 此 ， 还 能 求 得 
OH” =OH， 从 而 得 到 相应 的 直线 只、 请 读者 目 己 讨论 一 下 解 
的 情况 ， 它 可 能 有 两 解 、 一 解 或 匹 穷 多 解 。 

例 4 已 知 线段 羡 Y (H4, 10 ， 及 直线 XY 同 侧 询 两 已 
知 点 4、B。 在 直线 XYT 上 求 两 点 M、N, 使 线段 MN 等 于 线段 XY 
且 同 向 ， 出 时 使 折线 4MNB 的 长 为 最 小 

解 ” 对 于 任意 折线 4MNB， 其 中 MN = XY 且 同 向 。 先 将 点 
上 沿 XY 方 向 平移 至 4 ， 使 得 44” = MN， 再 作 上 4 关于 直线 
XT 的 对 称 点 4 。 这 时 有 

AMNB = AM+ MN + NB 
= AM+ NB + MN 
-A'N+NB+XY 
=A"N+NB+ XY 
Bi, RÆ A'N + NB h. 那么 折线 4MNB 就 最 小 ， 显 然 ， 
折线 4"NB 变 成 直线 时 ， 折 线 4MINB 就 最 小 ， 

于 是 可 作 图 如 下 : 按 所 指 
志 的 那样 ， 将 4 点 平移 反射 求 
得 4 点 ， 作 连结 邱 Ar E gá B 
的 直线 ， 它 与 直线 XY BUZ SA 
即 为 所 求 的 N 点 , FHE M ga, 

这 个 问题 有 且 公 有 一 解 ， 


S3 ”相似 变换 群 与 相似 几何 
正 交 变换 的 特点 是 保持 两 点 间 的 距离 不 变 ， 正 交 变 换 只 是 
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改变 图 形 的 位 置 ， 并 不 改变 图 形 的 大 小 和 形状 ， 因 此 ， 它 不 能 
KREE. TEEF, KERA R YAAK E m JER 
完全 相同 的 形变 要 算是 最 简单 的 了 ,有 反映 这 一 种 形变 的 就 是 相 
伺 变 换 。 我 们 先 从 景 简单 的 相似 变换 谈 起 ， 

3。1 位 似 变 换 

1 位 似 蛮 换 的 定义 和 人 性质 

定 尽 ”如果 平 面 上 一 变换 的 每 一 对 对 并 点 和、4 满足 下 而 
条 性 ; 

(1) 上 和 4 在 通过 点 口 的 阿 一 音 线 上 ， 

(2) OA'/OA =1， 其 中 4 是 不 等 于 零 的 常数 ! 

(3) WRA 0, 点 上 4 和 上 4 在 点 口 的 同 侧 ， 如 果 4<0， 
志和 和 由 在 点 的 异 人 出， 则 这 种 变 痪 站 人 散 位 似 变换 《或 中 心 
相似 变换 ) ， 常 数 1 叫 做 位 似 比 〈 或 中 心 相似 比 )， 点 品 岂 做 位 
wpe RPG) 。 

如 果 位 似 比 14-0， 则 点 已 叫做 外 相似 中 心 。 如 果 位 似 比 
A< 0, BJA O m Ak N iii (Ea. 1⁄) ， 


Ba. 17 
有 显然， 位 似 变 换 在 位 伺 比 4=1 和 一 1 的 特殊 情况 于 ， 分 审 
是 恒 等 变换 和 中 心 对 称 。 
位 似 变换 一 般 只 有 一 个 不 动 点 ， 即 位 位 中 心 ， 通过 位 似 趾 
心 的 所 有 直线 是 个 动 直线 ， 
正如 前 一 节 讨 论 过 的 那样 ， 如 果 以 位 似 中 心 为 坐标 原点 任 
了 到 一 个 直角 坐标 系 ， 那 么 位 似 变 换 的 公式 是 ， 


a JE? s 


e = Àx (4. 25 
y Ay 
利用 这 个 公式 、 容 易 验 证 位 似 变 换 有 下 列 性 质 ， 
(1) 凑 同 一 位 似 中 心 的 两 个 位 似 变 换 的 积 是 位 似 变 挤 ， 
位 似 变 换 的 道 变换 是 位 似 变 换 。 固 此， 上 其 有 同一 中 心 前 所 有 位 
似 变 换 构 成 一 个 群 ， 
(2) 位 似 变 换 把 直线 变 成 直线 ， 
(3) 位 似 变换 把 平行 直线 变 成 平行 直线 。 
(4) wu at prepa y E, 
(5) fD EHE xT W 28 ED E F fo likaa at E, 
wE Ej T ETJE W Ah p. = 
在 牢 等 几 知 的 作 图 方面 有 许多 应 肌 。 
2 利用 位 似 变 换 解 作 图 题 
例 1 求 作 一 个 正三 角形， 使 其 内 接手 已 知 三 角形 ， 并 县 
一 个 按 与 已 知 三 角形 一 边 平 行 ， 
解 ” 在 已 知 信 4BC 内 先 作 
一 正六 4BICI (FJ a. 18) ， 
EIB, CRIE AC. BC 
E. BC, # BC, HAS AŻ 
B C hyk M. EA B PEAA:, 
HECSABCHETA . EA 
BE A'B JAB, AC} H4, 18 
AC, WA B 与 AC 相交 于 B'，A'C' 与 4B 相交 于 C'。 则 易 知 
AA B'C SHAA6BC. 成 位 氢 。 因 此 ,和 八 4'B8'C' 就 是 我 们 所 要 
求 的 正三 角形 。 
显然 ， 本 是 有 三 个 解 ， 
例 2 已 策 通 过 点 0 的 三 条 射线 a. b. c REFA, 
使 它 与 直线 a WH, Puh bE, HEA c ERRA 
PST ET i, 


a Jf * 


RO UER b FIESRR S dub, Ur 为 半径 作 贺 与 直线 
a U] (图 4 。19) 。 设 这 个 圆 在 直 钱 c 上 记 截 的 藏 AB=m。 
四 为 所 求 图 的 中 心 宁 在 直线 
上 ， 并 且 与 直线 a 相 切 ， 所 以 
与 圆 $ 关于 点 品位 似 ， 如 果 用 
r 表示 图 S: 的 半径 ， 则 位 假 
REik=l/m, FH =k. HE 
我 们 得 到 作 图 方法 ， 
HAGWBIS, KHE k 图 4。19 
求 出 中 心 S" ， 再 以 六 为 半径 作 贺 就 是 所 要 求 的 。 
本 题 只 有 一 个 解 。 
3。2 相似 变换 的 定义 和 简单 性 质 
位 似 变 换 司 得 对 应 线段 的 比 是 个 正 的 常数 〈 们 做 比 的 绝对 
f) 。 这 个 性 质 反 映 了 相似 变换 的 特征 ， 
定义 ”平面 上 的 变换 ， 奶 果 对 应 线段 A'B’ 与 48 的 比 是 个 
正 的 常数 ， 
O A'B 
AB 
kpr DH K E, k BE, 
EHHRERT, WREE F SEDE F, MRE F H 
似 于 图 形 F“ . 
从 相似 变换 的 定义 可 以 直接 看 出 ， 正 交 变 换 是 相似 变换 当 
HEIE k 等 于 1 的 特殊 情形 . 显然 位 似 变 换 是 相似 变换 的 特例 ， 
相似 变换 具有 下 面 的 性 质 : 
(1) 相似 变换 8 的 道 变换 0-1! 仍 是 相似 变换 
事实 上 ， 设 相似 变换 日 的 对 应 线 眉 为 4B 和 AB, HHE 
Wk: 


a 
r 


A’ B’ 
AB 


. Jad» 


BS 3369 18 x] sk ER A B'A AB, HRERL k HNN: 
,rl AB 

k A” B? 

为 相 局 比 的 相似 变换 ， 

积 据 这 个 性 质 可 知 ， 如 困 图 形 下 相似 于 F’， 则 F’ 也 相似 
FF, . 
C2) 两 个 相似 变换 9, 和 0: 的 积 仍 是 一 个 相似 变换 ， 

事实 上 ， 设 相似 变换 0 把 线段 48 变 为 4.81,， 相 似 比 汶 &1， 
HERI RR ABAE ABa HW EAk mA 
变换 的 积 B,8. 把 线段 A8B 变 为 4;8:， 而 且 

AB: AB. A.L. K. 

AB AB AB 
Ke, 8;9, 是 以 Keoki 为 相似 比 的 相似 变换 。 所 以 平面 上 所 有 相 
伺 变 换 构 成 一 个 群 ， 叫 做 相似 变换 群 ， 

RRRA m, WRAAE FARF, Fi 相似 于 F;， 
m FTE. 

Ha, H E PSS ERa., E E 018 EE, 
恒 等 变 换 把 每 个 图 形变 为 本 身 。 因此， 每 个 图 形 相 似 于 本 
H., 

(3) 在 相 亿 变换 下 ， 一 条 直线 上 的 点 ， 仍 变 到 一 条 直线 
上 ， 世 就 是 直线 变 为 直线 。 

事实 上 ， 设 4、3、C 是 一 条 直 钱 4 上 的 三 个 点 ， 闪 上 且 点 刀 

f AC Z], A, Br. C' 是 它们 的 对 应 点 《图 4。20)， 


根据 相似 变换 的 定 习 
A'B BC S AC oy 
AB BC AC | 


REH k 是 相似 比 。 由 此 得 到 
A'B'+BC _ AB+BC 
AG AC 
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因为 ，4B+BC = AC, BW EL A'B -+ BC -AC 因此， 点 
A, B, CRE- RERE, HAAB EN C 之 间 。 
根据 这 个 性 质 可 知 ， 在 相似 变 


Hr, HATARA, AENM, g — 
任意 三 角形 变 为 与 其 相似 的 三 着 ei 
J. 
定义 一 条 直线 上 三 个 点 点 ， 
B、C 构 咸 的 比 AC/BC mik 5 ñ H. , 
这 个 简单 比 常用 记号 (和 BC) 下 示 ， 国 4 20 
A. B HRES., C 吊 居 分 点 。 简 单 比 与 线段 的 分 比 略 育 不 
R. AB 出 分 成 C 所 得 邓 的 分 比 是 AC/CB8， 从 有 向 线段 来 看 ， 
两 者 差 一 符 卫 。C 内 分 4 也 时， 简单 比 是 负 值 ， 外 分 时 是 正 值 。 
(4) 在 相似 变换 下 ， 一 条 直线 上 的 三 个 点 及 、8、C 的 简 


PEDE, 
ZD A. B. CTP F, EHAA B', CA 

据 相 似 变换 定义 

AC BOC’ k 

AC — BC 

由 此 得 到 

AC _ AC 

BC BC 
也 就 是 


(ABC) = (ABC) 
(5) 在 相似 变换 下 ， 角 的 大 小 不 变 ， 
事实 上 ， 对 任意 二 4BC， 在 相似 变换 下 , AABCE HAA 
B Ce ， 且 


AB Bc AC 
因此 六 ABC HUTOA B C, PEZA B'C = Z AB, 
(6》 在 相似 变换 下 ， 对 应 三 角形 的 面积 比 不 变 。 
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事实 上 ， 设 三 角形 4BC EHA BC, Mhk ERAM 
个 三 角形 的 高 (图 4.21) 。 根据 上 述 性 质 ， 在 相似 变换 下 ，h 


EAW. Ae, š 
Sape e 
Say 
_ A B' +h” h’ 
AB h `a E 4: B: 
= kz 
. EI: 21 
HS nc A Sa Bš C! HI 


表示 对 应 三 角形 的 面积 。 由 这 个 等 式 可 知 ， 三 角形 面积 的 比 是 
相似 变换 的 不 变量 . 

现在 研究 决定 相似 变换 的 条 件 ， 我 们 有 下 画 的 定理 。 

定理 4.3 相似 变换 由 不 共 线 的 三 对 对 应 点 唯一 确定 。 

证 明 ” 设 已 知 相 似 变 换 的 三 对 对 应 点 为 万，A’，B、B"， 
C、C' ， 构 成 了 两 个 相似 三 角形 4BC 和 A B'E I (图 41,22) 。 
我 们 证 明 把 三 角形 ABC 变 成 三 角形 ABEC 的 相似 变换 只 有 
一 个 。 


M: 


Kid < 22 
FXE É MEET EBR M, WRH 变换 人 性质 
(5), ZACM= 了 AC IM' ， 点 导 的 对 应 点 M' ECOM E, 
灵 根 据 相 似 变换 的 定义 
CM’ /CM =C A! /CA =k 
即 
CMÉ =kCM 
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Fr AM 唯一 确定 ， 

与 运动 相 类 似 ， 相 似 变换 也 可 议 分 为 两 类 ， 把 一 个 三 角形 
变 为 同 向 三 角形 的 相似 变 融 ， 叫 做 第 一 类 相似 变 措 。 反 之， 把 
一 个 三 角形 变 为 异 向 三 角形 的 相似 变换 ， 叫 做 第 二 类 相似 变 
i. 
显然 ， 两 个 同类 相 亿 变换 的 积 ， 是 第 一 类 相似 变换 ， 两 个 
不 同类 相似 变换 的 积 是 第 二 类 相似 变换 ， 

3,3 ”相似 变 措 的 分 解 与 治标 表示 

1 相似 变换 的 分 解 

下 面 我 们 讨论 相似 变换 的 分 解 ， 这 可 由 下 面 几 个 定理 来 完 


定理 4.4 相似 变换 是 位 似 变 换 与 运动 的 积 
证 明 ”相似 变换 8 是 由 三 对 对 应 点 A. A, B. B MC, 
也 就 是 两 个 相似 三 角形 ABC 和 A B'O RERA). 
任意 取 一 点 0 作为 位 亿 
中 心 ， 忆 已 知 相 似 比 AB 
/AB=k 作为 位 似 比 。 作 出 
三 角形 ABC 关 于 中 心 0 的 位 
B= fE ABC, 则 三 着 
形 ABC 与 A BPC 相等， 

由 此 可 S, W = AE Hd, 23 
ABCHAB CHERE T, PRAA O JP b, B k Aiit 
似 比 的 位 做 蛮 换 为 5 ， 则 它们 的 积 就 是 已 邱 相 似 变 换 0: 

Ü 二 Tg 

于 是 定理 得 到 证 明 ， 

2 EHRE ER 

FABE ERE AE ER A a A < — s£ 
实 ， 不 难得 到 相似 变换 的 公式 ， 

设 这 个 位 羽 变 损 为 


" [E + 


C" 


`. 


x” = kx 
K = ky 
而 这 个 运动 是 
K = (iX + Yt üh 


yf - qx + dy + Q; 


(d ai? 
m (23 
EEE, mk EHRE. 
于 是 这 个 位 似 和 运动 的 乘积 是 


W = kiala + ay) + al (4. 3) 
y = k(axx + azy) + G: 


其 中 


反之 ， 和 任意 这 种 形式 的 变换 式 表示 一 个 相似 变换 ， 
这 显然 是 一 个 线性 变换 式 ， 它 的 变换 行列 式 是 


Kii kiz | = k: 
kän kam 


其 中 “+ 7? SOROR Ai IA. “2 ERRAR 
变换 ， 

有 了 相似 变换 的 学 标 表 示 ， 就 可 以 用 解析 法 来 研究 相似 变 
#, | 

室 间 的 相似 变换 可 作 完 全 类 似 的 讨论 。 

定理 4。5 异 寺 运动 和 位 似 的 第 一 类 相似 变换 让 是 以 某 一 
点 口 为 中 心 的 旋转 与 同一 点 为 中 心 的 位 似 变 换 的 积 。 

证 明 ”相似 变换 中 是 由 两 个 相似 三 角形 ABCH A BC TN 
ADJ (EQ 4, 24) , 

FEAR O, JW A Op EH 2F1AEJ 5 A. TE 
Jë EP, SER ABE A) B 不 相等 也 不 平行 设 5 SK AB 
HA 了 交点。 因为 三 角形 OAB 与 OAB 相似， 所 以 人 OAS = 

+ 189 » 


1il diz = + kf 


da1 an 


OA'S， 这 就 是 说 四 个 点 0、5.A,，A!' 杰 同一 贺 周 上 。 同 理 ， 
HAO, S, B, BAE- 
圆周 上 ， 因此， 不 动 点 是 通过 
ZMS., A, A RIS. B. B' 的 
两 个 区 的 交点 。 
RIHEHSO, Dl O dH 
Ù, PL pr AOA” 3 W $E fh 


IERE T, RHEU OH O, 图 4。24 
Bk = A B'/AB 为 位 似 比 的 位 似 变 措  ， 则 它们 的 积 就 是 已 向 
相似 变换 9.,， 即 

g, = gt 


应 该 注意 ， 点 3 可 能 与 @ 重 侣 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 用 还 线 
BC 和 BC 或 直线 4C 和 4 的 交点 。 

可 以 看 肘 ， 异 于 运动 和 位 似 的 相似 变换 有 一 个 不 动 点 ， 

定理 4.6 ” 异 于 运动 的 第 二 类 相似 变换 bz 是 反射 与 反射 轴 
上 某 一 点 吕 为 中 心 的 位 伺 变 换 的 积 ， 

证 明 ” 设 相似 变换 名 是 由 两 个 相 拟 三 角形 ABC HA B C 
确定 的 (图 4. 25) 。 

现在 来 找 点 0O， 我 们 
注意 点 是 相似 变换 的 不 
3A. HECA, B 
为 直线 OA 应 该 与 OAJ} 
称 ， 直 线 OB 应 该 与 OB p 
对 称 。 扬 以， 对 称 轴 应 是 
三 前 形 AOA 与 BOP 的 
LO HEHA, REAA 
与 AA7. BB' ZTA PH 
Q, PHI QO DAIRE AA 和 BE 分 咸 比 值 等 于 相似 比 玉 的 
MARE, RI 


. 490 = 


p» 


NA 
/i 


Ë 


图 4，25 


AP OA AB 


BQ_OB’ 47B _y, 

BQ OB AB 
因此 ， 作 出 反射 轴 s 与 三 角形 ABC RTH s AHI = JH JM 
4IBCI， 根 据 已 知 条 件 ， 刚 三 角形 ABC A'B C E, T 
是 直线 414“ 与 轴 s 的 交点 就 是 中 心 0， 

我 们 作出 点 口 ， 作 关于 直线 skio, BEA O AAP 
心 ， 以 R 为 位 似 比 的 位 假 变换 + ， 则 它们 的 积 就 是 已 知 煌 似 变 
#80,, Bp 

Ü, = TG 

同时 可 以 看 出 ， 蜡 于 运动 的 相似 变换 有 不 动 点 OO 和 通过 后 
口 的 互相 妹 直 的 两 条 不 动 直 线 ， 

3. 4 相似 变换 人 群 的 几何 一 一 相 亿 几何 

我 们 看 一 看 棚 们 变换 群 的 几何 是 什么 样 的 儿 局 ， 

根据 相似 变换 的 基 李 性 质 可 以 和希 道 ， 平 面 上 的 任 一 图 形 在 
所 有 的 相似 变换 下 都 变 成 筷 的 相似 图 形 ， 所 有 相 亿 形 阅 的 基本 
特点 (公共 性 质 ) 是 对 应 角 相 等 对 应 边 成 比例 。 由 于 相 亿 变换 
构成 群 ， 所 以 图 形 的 相似 美 系 基 有 有 反 身 性 、 对 称 往 和 传递 性 ， 
因此 可 以 根据 相似 关系 将 平面 上 《或 空间 里 ) 所 有 图 形 分 成 等 
价 类 ， 每 一 类 里 的 图 形 都 基 相 似 的 ， 于 基 同 一 类 里 一 切 图 形 所 
共有 的 几何 性 质 都 是 相似 变换 下 的 不 变性 质 和 不 变量 ， 反 过 来 
也 成 立 ， 例如 全 体 正 方形 属于 一 个 等 价 类 ， 它 们 的 公共 性 质 是 
对 边 平行 且 相 等 ， 对 骨 线 垂直 平分 ， 对 骨 线 相等 ， 亚 个 内 和 角 都 
是 直 骨 ， 凤 个 边 相 等 ， 锻 等 。 面 每 一 个 边 的 大 小 ， 面 积 的 大 小 
在 相似 变换 下 都 改变 了 ， 不 是 公共 的 性 质 。 总 之 ， 在 相似 变换 
下 只 保留 形状 而 不 保留 图 形 的 大 小 ， 

猎 究 在 相似 变换 下 各 等 价 类 的 公有 性 质 ， 也 就 是 研究 在 相 
似 变 换 群 下 图 形 不 变性 质 和 不 变量 的 命题 系统 的 几何 ， 称 为 相 
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EULI. 

容易 验证 ， 所 有 和 相 伺 系数 & = 189 BDE A EJ Kit. EXT 
变换 群 下 总 保持 两 点 间 的 距离 不 变 ， 因 此 ， 这 个 群 就 是 正 交 变 
换 群 ， 可 见 正 交 变换 群 是 相似 变换 群 的 子 群 。 相 似 几 何 也 属于 
欧 氏 几何 ,一般 将 正 奕 几何 与 相似 几何 统称 欧 氏 几何 ， 

3. 5 相似 变换 的 应 用 

相似 变 搞 常 用 在 解决 作 图 问题 上 ， 

如 果 某 个 问题 ， 可 以 归结 为 一 个 作 图 F， 我 们 常 根据 已 知 
条 性 或 其 一 部 分 ， 作 出 所 求 图 形 的 相似 图 形 F, aP H 相 
似 变 换 将 它 变 为 所 要 求 作 的 图 形 。 这 种 作 图 方法 叫做 相似 作 力 

例 1 已 抑 和 三 角形 的 三 个 高 ， 求 作 这 个 三 角形 ， 

和 解 ” 因 为 三 角形 克 BC 的 边 BC、CA、AB 与 相对 应 的 高 及 。、 
kio h- ATERRAR ‘图 4 26) 

BC+h, = CA+-h, = AB+Rh. = 2S 

这 里 $ t= W .ABCHY TIPI. Br, 


amaan 2S , 2S , 25 
BC:CA:AB = hn ` h, ` h. 


+ JJZ + 


WR UZAE.. han :为 边 作 三 角形 ， 划 这 个 三 角形 的 
边 与 它 的 高 hi、 his h BARERA: 


tapiat _ l 1 , 1 
hh sh; = hh. h, ' h. 


因此 
BC:CA:AB=h, hi ih. 
= BCC A A'B” 

这 个 等 式 表示 所 求 的 三 角形 ABC 与 以 ka, h. h. HAN 
ZAPA B' C 相似 ， 由 此 得 到 作 图 方法 : 

Vha, ha, h AUZA. RERS RA By. h.. 
再 以 它们 为 边 作 三 角形 A BC ， 然 后 再 将 它 相 亿 变 换 为 三 角 
形 ABC， 使 一 个 高 为 hn。( 图 4 。26) ， 则 这 个 三 角形 就 是 所 求 
的 、 

本 组 内 有 一 个 解 ， 

以 下 我 们 研究 相似 轴 的 概念 ， 并 用 来 证 明 几 个 重 开 定理。 
汶 明 确 想 似 轴 的 概念 ， 我 们 研究 三 个 图 形 谣 位 似 中 心间 的 关 
系 ， 

定理 4, 7 ”如果 三 个 图 形 丙 两 位 做 ， 则 它们 的 相似 中 心 在 
同一 直线 上 

正明 HORAE Mp D, Ow 是 图 形 p: 和 ps 
的 相 拟 中 心 ，0w4 是 图 形 qps 和 Pp! 的 相 亿 中心 (图 4 。27) 、 

我 们 用 s 表示 直线 O; 
Oiz, HEHH PL£R s NË FL Oiza 
H, KAER s ARER Ép 
的 直线 ， 因 为 它 通过 中 心 Oi, 
所 以 在 把 图 形 q1 杰 为 图 形 g; 的 
hele F, W 28 s 3 3; * 
身 。 其 次 把 它 看 作 是 图 形 q3 的 图 4。27 
直线 ， 因 为 通过 中 心 0ay, 所 以 在 把 图 形 ‰ 变 成 图 形 9%s 的 位 似 蛮 
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HF, H $ MEARI. . 

由 此 可 知 ， 直 线 s EAEpHEHER. Ai EERE p Bj H 
R. 因此， 在 把 图 形 m: 变 为 图 形 gs* 的 位 似 变 换 下 ， 直 线 s 必 通 
过 中 ,心中 ta， 

通过 两 两 位 似 的 六 个 相 拟 中 心 的 直线， 叫做 这 三 个 国 形 的 
相似 轴 . 

例如 ， 三 个 圆 互 不 相等 ， 并 且 中 心 不 共 线 ， 则 每 取 丙 贺 所 
得 到 的 六 个 相似 中 心 ， 每 三 个 一 组 共 在 四 个 相似 轴 上 。 

图 4.283228 O, 
Or D RARE G O a, 
On On Om Os,O,, 和 四 
ARE hisi SI Šas Sa, 

现在 应 用 相似 轴 的 概念 
HEB F IBD E 3E 

定理 +， 8 如 果 三 角形 
六 BC 和 的 进 BC、 CA, ABW f: 
延长 线 上 三 成 L. M. N, 
满足 于 面条 件 : 


LB + ME & NA -— l 
LC MA NB 


则 三 点 工 、 对、N 在 同一 条 直线 上 . 

证 明 B A，、B、C 是 三 个 位 似 图 形 F,F!、F” 上 的 对 应 点 
{图 4。29) ， 工 和 对 分 别 是 图 形 Fi、F’ 和 F’、F 的 位 羽 中 
心 


在 图 形 F. F, FESH 
联 对 应 点 A, B, C, ER 
HEA , BB’. CC, W 
AA: BB: fCC 


因而 
+ [34 š 


LBE _ BB MC cc” 
re  ce'° MA AA” 


从 这 两 个 等 式 和 已 知 条 件 可 以 得 到 
NA _ AA” 
NB BB’ 


因为 点 六 在 边 4B 上 上 ， 所 以 ，、 由 这 个 等 式 可 知人 六 是 图 形 和 和 F. 
的 位 似 中 心 ， 根 据 定 理 4 。 7 ， 三 个 位 似 中 心 L. M. NK 1 
在 同一 直线 上 ， 
这 个 命 古 叫做 美 耐劳 斯 (MeneIaus) 定理 。 容 易 证 HH, 
这 个 定理 的 道 命题 也 成 立 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 ， 
现在 利用 定理 4 ，8 证 朋 
TF HIxE HE, 
定理 4. 9 i 3 = f JÉ 
ABC 和 A” B” C” 的 对 应 顶点 连 
HAA’ ,BB' CC 交 于 一 点 口 ， 
(或 互相 平行 ) 则 对 应 边 BC. B' 
C! CA C'A, AB, A'B J 36 
AA, Bo, CE- RERE (图 4 。30 
HER RRE ajay ERMER, Wk JHJEOBC Ej A 
RRAC B, W: 
AB CC B'O 
AC CO BB 
yE JEOCA5 yR A, Mj: 
BC A'A CO _ 


BA AO CC 


就 三 解 形 OAB 与 各 边 截 线 ，A’ BCo 则 ， 
CoA B’ B A O m 
CoB B O ` A A 


H Fig = 4 Sak. 148) 


1 
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AB BC GA 
AC BA Cob 
再 根据 美 耐 劳 斯 定理 ， 由 三 角形 48C 可 以 看 出 ， 点 A&o、Bo,Co 在 
一 直线 上 . 
这 个 定理 的 道 命题 可 用 同样 方法 ， 按 正定 理 相 反 顺序 证 
明 ， 我 们 把 证 明 留 给 读者 ， 
上 面 的 定理 ， 叫 微 笛 沙 格 定 至， 它 在 几何 学 里 占有 重要 
地 位 ， 满 足 稍 沙 格 定 理 的 两 个 三 旬 形 叫做 透 袖 三 角形 (图 
4. 30) ， 关 于 透视 三 角形 在 第 五 章 里 还 会 遇 到 ， 
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下 交 变 换 和 相似 变换 有 两 个 共同 特点 ， 它 们 都 把 共 线 点 变 
成 共 线 点 和 保持 线 眉 的 简单 比 不 变 。 我 们 把 这 两 个 性 上 质 抽 象 出 
来 ， 便 得 到 仿 射 变换 的 概念 ， 

4. 1 仿 射 变 找 的 定 头 和 简单 性 质 

EX 如果 平面 上 的 -个 变换 、 把 共 线 的 任意 三 点 谈 成 共 
线 的 于 点， 并 且 保 持 线 段 的 简单 比 不 变 ， 那 必 这 个 变换 就 叫做 
平面 上 的 仿 射 变换 。 

因此 ， 正 交谈 换 和 相似 变换 都 是 仿 射 变 换 的 特殊 情形 ， 显 
然 ， 问 着 直线 的 压 纱 也 是 仿 射 变换 ， 

下 面 ， 根 据 定 六 讨 论 坊 射 变 换 的 一 些 简 单 性 质 : 

(1) 仿 射 变换 把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 点 ，。 

ERE, RETIRER APO REIR P., Q”. R' 是 共 
RRL WM364-3F BD EEb3P' , Q' ,R 所 在 的 那 条 直线 1 上 ， 
这 就 各 仿 射 变换 的 定义 相 忒 盾 了 ， 因 此 P'. Q., R' 是 不 共 线 
的 ， 现 在 我 们 来 证 明 上 述 的 断言 : 

设 对 是 平面 上 本 与 己 重 合 的 任意 一 点 ， 过 对 点 作 一 直线 
1 ， 它 与 直线 PQ 和 PROIETTA, BR 4. 31), WA. B 
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RA. B ERA, HFA P, 
A. Q. R, MAP, A, 
Q H, BMA EV E EE, 
B 也 在 世上 .。 BE MH RUAM 
也 在 世上 ， 从 而 整个 平面 被 映 
B| E. 
(2) 仿 射 变换 把 直线 变 成 直线 ， 
这 是 定义 的 直接 推论 ， 
(3) 仿 射 变换 把 平行 直线 变 成 平行 直线 ， 
平行 直线 的 特征 是 无 公共 点 ， 根 据 变 换 是 一 一 的 ， 所 以 一 
对 平行 直线 经 过 仿 射 变换 后 两 直线 仍 无 公共 点 ， 因 面 是 平行 
HY. 


图 4，31 


(D 念 射 变换 把 线 仆 变 成 线段 ， EER XA AB- 
1 CD 不 变 ， 

设 经 过 一 念 射 变 换 ， 点 上、B 分 别 变 成 4 、B”。 如果 C 是 
线段 48B8 的 内 点 ， 则 简单 比 《4BC) <0, HENX, (ABC) = 
(ABC) < 0, AECE A’B' 的 内 点 ; 反之 , 利用 (1》 易 知 
线段 4/ 了 的 任 一 内 点 是 4B 的 某 一 内 点 的 象 ， 于 是 线段 变 成 线 
B. 

为 证 明 仿 射 变换 保持 关系 4B= CD 不 变 ， 在 AB 的 连 线 
上 取 一 点 吾 (H4. 32) ， 使 

AB = 1 


— > 

显然 A5 = CD， 因 此 AECD 是 平 

行 四 边 形 ， 经 过 变换 后 ，A、B、C、 TA 
D. ERIKA BCD, E. 


H G), AL E, Cr, D 仍 为 
— 
平行 四 边 形 , 所 以 有 4 E =C D, 
由 定义 有 
— — 
A” B' = AA! E’ 
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多 此 得 型 所 要 证 明 的 结 H 
本 = 1C D” 
, GI EH 提起 乎 面 的 癌 量 间 的 一 个 变换 ， 并 且 有 
a 仿 射 变换 保持 向 量 4 、 b. c, HZA: 
Pi -Aa tub 
不 变 ， 

《6》 两 仿 仿 半 变 换 的 乘积 仍 是 一 个 仿 射 变换 。 

(7) 仿 射 变换 的 道 变换 仍 是 仿 射 变换 ， 

H (1) 番 仿 射 变 换 的 定 交 即 可 得 到 。 

内 此 ,平面 上 的 全 居 仿 射 变换 梅 成 一 个 群 , 即 平面 上 的 仿 冉 
变换 群 ， 

4。 2 仿 射 坐标 系 

在 研究 正 交 变换 时 ， 利 用 直角 坐标 系 是 方便 的 ， 这 是 因为 
经 过 正 欧 变换 后 直 间 坐标 系 仍 间 变 成 直 第 坐标 系 。 可是， 我 们 
将 会 看 到 ， 一 般 地 仿 射 变换 并 不 保持 距离 和 角度 不 变 。 轩 此， 
一 个 直角 举 标 系 经 过 仿 射 变换 后 ， 就 未 必 是 直角 坐标 系 了 、 这 
样 ， 册 用 直角 举 标 系 来 研究 仿 射 变换 ， 就 没有 什么 先 别 方便 
T. 但 是 我 们 可 以 把 直角 坐标 系 舱 加 挫 广 ， 引 进 仿 射 众 标 系 ， 
这 种 坐标 系 在 仿 射 变换 下 仍 变 成 仿 射 坐标 系 ， 

一 个 直角 坐标 条， ie P Ak RERA O A OX 轴 的 单位 
jej Et TROY NI E #J 8: Th b) Et 总 所 确定 ， 当 然 这 时 让 。 h0. 
我 们 在 平面 上 建立 直 前 华 标 系 ， 无 非 是 把 平面 上 的 点 和 和 数 对 一 
一 对 应 起 来 ， 但 是 直角 坐标 系 并 不 是 达到 目的 的 瞧 一 途 稳 。 此 
方 襄 ， 两 个 华 标 轴 可 以 是 不 嫌 直 的 ， 它 上 面 的 用 以 确定 轴 的 方 
向 的 向 量 也 可 以 不 是 单位 长 的 ， 

EX THL- ERR E EEEE O AE 

意 两 个 不 共 线 的 向 十 。 e, e 记 为， CO; PA 621, 对 于 平面 上 
任意 一 点 M， 设 OM -- Xe + yer, gic, y) BEBE — BJ, Uj iii 
型 点 在 仿 射 坐 标 系 [0O; en 21) 中 的 ke. META 定义 


= 19 + 


问 量 的 坐标 〈 图 生 ，33) _ 
证 口 点 的 以 el 为 方向 的 直线 称 为 其 轴 ， 以 8 为 方 阿 的 百 线 
POY $h. 
TA, E AEIR RED 
坐标 系 的 特殊 情形 . À we, 2 
A Yu hL nA 38. Wie 
把 平面 上 的 点 和 数 对 建立 起 一 N 
HARR. HA a BIN BI 
坐标 系 来 研究 各 种 几何 问题 。 
下 面 列举 几 个 这 样 的 问题 . 
1》 向 量 的 运算 和 在 直角 坐标 系 中 一样 ， 对 于 任意 
mHE. b, WER 
a =a eí" M€? 
b =bier 二 
那么 
a- + b = (a, +b) e; + (as + ba) e, 
x 1a sidie + ase 
这 就 是 说 ， 两 个 向 量 和 的 坐标 等 于 它们 坐标 的 和 ， 用 数 1 R 
量 得 到 的 乘积 的 坐标 等 于 用 1 乘 向 量 的 坐标 ， 
HEHA Ea = Caga: b = (bi, bo) 共 线 的 条 件 是 
Gi i 
bi b (12 
(2) 直线 的 方程 。 设 一 直线 1 AM (xo, yo, JAA 
h — (mi, M). Py 3YHIESE AM (x, 3) 在 1 上 的 充分 必要 条 
售 是 MoM 与 严 共 线 ， 由 〔1) 向 


X x _ y Y 


—— — — 


Mli rts 


或 者 写成 
y — yo=ktxX— xy) 
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其 中 k=mo Wi， 在 仿 射 举 标 系 中 ， 直 线 的 方程 是 一 次 的 ， 尽 
过 来 ， 一 次 方程 
Ax+ By+C = Ü 
HRA, BEIF, ARR- RER. 
(3) 定 比 分 点 。 在 仿 射 坐标 系 中 ， 和 让 比 分 点 的 公式 和 下 
基 举 妹 系 中 的 公式 完全 一 样 ， 
设 rO, Pa enk HI ERR, M (xi, VOMM X, yx) 
是 平面 上 的 两 点 。M(x， 切 是 直线 MiM: 上 的 一 成 ， 使 得 
M .M/MM; = 1 
因为 
OM, = xe + ye 
5 


OM = xe) + yes 
由 
— > — 
M M = ¿ MM. 
得 
— — -一 > — 
OM - OM, = 1 OM; - OM) 
用 坐标 表示 即 得 
y- yƏi= À(y:- y) 
_ I+ AX; 
1+1 
_ + dy 
1+4 
(4) Mebnaepa zv k. MAEAEA U TE, AEEA Bh 
线 的 方程 和 坐标 系 有 关 ， 


设 CO; er, DAO; e;，e:] 是 两 个 仿 射 坐标 系 《 图 
4, 33) , CO’; e,, 已 六 的 位 置 是 


s. 200 = 


OO? = ae, + aye; 
=. = ane) + a216 C2) 
e, = Gue: + ane 
iz (x, y)5j (x7, y 是 同一 
把 对 分 别 对 于 这 两 个 坐标 系 的 
HEER, BH, 
OM =x ert yer (3) 4.34 
Ea x E + y” E, 
H (2) 和 < (3) ) 有 
OM = OO” + O'M 
= (a:e: + azea) + (x'e, + ye) 
= (nX + aay” +a) ei + lanx” + axzy! + a2) €z 
比较 系数 ， 得 ; 


Ë = qi x" + ay” + äi 


y = AaaxX’ + any” + a; 
PAL R: lH EIRE EIE zy t. Fr 


F} d 
HO H | —anaz— 0302190 


a= 

| Q 3 

因为 (ans G21) 与 (ai 22) 分 别 是 新 坐标 向 量 e, ，， e o” TE AA A 
RLO; ë, ej 中 的 坐标 ， HF, e, e; 不 共 线 ， 因此 


ñ: — 
u p 2n 或 anuün At 
diz Hz? 


因此 ， 由 【4) 可 得 


x’ =- Canl- a) — aly- a))2 (5) 


y” = a — ai (X — Gi) T Gri (y ~ an] 


X< x? E: H IH FR Rar ERAT. 
TE, ERER, AA AE HS bn an H3 baby X T 


a ZÜT s 


4》， 还 是 用 旧 些 标 表 未 新 坐标 的 式 子 (5》， 都 是 一 次 
HJ. 
ASAE, HIELE r E RHR A EER. 
4. 3 仿 射 变换 的 举 标 表示 
定理 4.10 在 仿 射 变换 下 ， 仿 射 坐 标 系 变 成 仿 射 坐标 系 ， 
而 且 每 一 点 对 变 成 这 样 的 点 M'， 它 对 于 新 坐标 系 的 坐标 与 点 
M 对 王 原 坐标 系 的 坐标 相同 。 反 过 来 ， 具 有 这 些 性 质 的 每 一 变 
PARM FB. 
证 明 ”因为 仿 射 变 痪 把 术 共 线 的 三 点 变 戌 不 共 线 的 三 皮 ， 
所 以 ， 仿 射 变换 把 仿 射 坐标 系 变 成 仿 射 坐标 系 ， 
HLH; BES bA (O; e1, erl 经 过 一 优 射 变换 变 成 仿 射 坐 
标 系 LO; Ei, e) Ea, 35) ， 那 么 由 
OM = xe, ~ yez 
HELEH (59. 4 
一 一 一 > -> 一 
O' M! =xe. + ye, _. 
这 就 是 说 ， 经 过 一 仿 射 变换 ， 如 果 伪 射 仅 标 系 [O; er, ed 的 
像 为 仿 射 坐标 系 CO’; €, e, 那么 品 对 的 香 M 对 于 CO 
e, Ë, 的 坐标 和 点 M 对 于 rO, Ps ej 的 坐 奈 是 相同 的 。 


Pa 4 + 35 


肥 过 来 ， xT WT S E 3 CO, Ps el 和 | CO’; 
e,，e,J， 设 平 曾 上 任意 一 HM, CATER es ex] 的 
BRAG, V, RIELTHRAM AFO; e, e) WE 
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标 为 (x*，y)， 现 在 证 明 这 个 映射 是 仿 射 的 . 

根据 仿 射 变换 的 定义 ， 只 需 证 明 这 个 映射 把 共 鳅 点 变 成 共 
线 点 且 保 持 简 单 比 不 变 , 但 是 我 们 已 经 知道 ， 三 点 共 线 的 条 件 
及 线 眉 的 分 比 都 可 用 点 的 坐标 表示 出 来 ， 并 且 表 达 式 与 坐标 系 
的 选择 无 关 。 即 然 我 们 所 定义 的 映射 ， 任 意 点 和 它 的 像 点 在 两 
个 坐标 系 中 坐标 完全 相同 ， 因 此 它 满足 仿 射 变换 的 条 和 件 . S 
然 ， 这 个 觅 射 是 平面 上 的 一 一 映射 ， 所 以 这 个 映射 就 是 仿 射 变 
换 。 这 就 全 部 完成 了 定理 的 证 明 ， 

推论 ”平面 上 的 一 个 仿 射 变换 ， 由 不 共 线 的 三 对 对 应 点 所 
唯一 决定 ， 

现在 我 们 可 以 导出 仿 射 变换 的 坐标 表示 了 。 — _ 

设 o 是 一 个 仿 庙 变换 ， 它 把 仿 射 坐标 系 e, ER 
HIERRO, e, e1, EABAR H: 


- 一 -时 — — 
ODN” = aí ei + G;6; 


-F — — 
é; 二 A181 T G;i@;> 
— — 一 > 
E: =ü Cit ü; Ez 


设 平面 上 任 一 点 M 关 于 5[O，et， en MR (x, y ERRA 
M' 关 于 CO; e, 6 的 坐标 为 (x” ， 风 )， 我 们 来 研究 (x, 和 
(x' ， 交 ) 之 间 的 关系 ， 

HAM 关于 [04 ;6 ，@] 的 化 标 与 村 关于 CO; e enp 
坐标 相间 ， 于 是 M" 关于 新 坐标 系 [O/; dir Z UBJAKER2S (xp), 
面 关 于 原 尝 标 系 [O; e, e2j 的 坐标 为 (x*，%')。 所 以 ， 问题 
TETERA 对 ”关于 两 个 优 射 举 标 系 的 坐标 之 间 的 关系 ， 国 
此 ， 利 用 坐标 变换 公式 ， 风 得 到 ， 

x” = aux + aiy + ü 
Aus s: (C4. 4) 
这 就 是 仿 射 变换 的 坐标 表示 . 
因为 el ，e :不 共 组 ， 所 以 在 《4。4) 中 有 
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A= 好 1 Az 区 


Gz z3 
邦 正 交 变 搞 一 样 ， 仿 射 变换 根据 4 的 符号 分 成 两 类 ， A> 
o 的 呀 做 第 一 类 念 射 变换 ， 而 4 一 0 的 名 做 第 一 类 人 坊 射 变换 ， 
反 过 来 ， 在 任意 仿 射 坐标 系 中 , H C4., 4) (C A=0) 
Fiia BRAM, DAAM (x',y') 的 变换 是 仿 射 的 。 因 为 ， 
由 《4。4) 可 建立 一 人 新 的 仿 射 坐标 系 CO s Eis E13, E 


— 一 -> 一 > 
OO" = Mg T Gag: 
-全 一 一 > 
e, = dune t üy: 


-> — -> 
ë, = (zÉ T A2263 


ERRAR, EER AYATA 3, B m 9] 
显然 是 个 优 射 变换 ， 这 个 变换 根据 前 型 的 结论 ， 就 是 用 公式 
(4, 4) 表示 的 。 

要 注意 的 是 、 昌 然 公 式 (4 。4) 和 坐标 变换 公式 形式 上 是 
一 样 的， 但 意义 是 完全 不 同 的 。 (4 。 4) 表示 坐标 系 不 动 而 
点 变动 ， 坐 标 变换 公式 则 表示 瞩 不 动 市 坐标 系 变动 

4. 4 WAY SPO E 

这 是 一 种 非常 重要 的 仿 射 变换 ， 

下 而 ， 我 们 试图 通过 对 仿 射 变换 不 动 点 的 讨论 来 得 到 这 个 


特殊 的 仿 射 变换 。 
设 给 定 的 仿 射 变 换 是 ! 
= ank T Gizy T+ di du an | 0 (1) 
y = asiX + azy + 03 üz üz? 


AE, A SH SA Z Wa AÉ R RIE 
ret 让 12 条 十 d (2) 
y = QxiX T day + G 
解 方 程 组 《“ 2)， 便 得 到 不 动 点 的 举 标 ， 
方程 组 (2) 可 能 有 一 个 解 ， 可 能 没有 解 ， 也 可 能 有 无 限 
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多 个 解 。 我 们 感 兴 趣 的 是 最 后 一 种 情形 ， 在 这 种 情形 中 ， 方 程 
网 系数 成 比例 ， 即 

aul 3 Ar 

TETI (s> — ] (1 


这 时 方程 组 (2) 表示 一 条 坦 线 ， 它 和 的 所 有 点 都 是 不 动感， 
现在 我 们 证 明 ， 在 这 种 情 
揭 下 ， 仿 射 变 换 的 对 应 点 的 连 
线 是 平行 的 (图 4 ,36)。 实 际 
E, WẸ 1 ETHER, FE 
A. B JW AAT. B, BE 
LHES ABST RERI 的 充 
KA X h: ds 5k. HE, HME EL 4 + 36 
RA B GER 4B 交 于 天 A, WN RK AE 2. £: 
(ABX) = (A?B” X) 

由 此 我 们 得 到 ， 人 AXA’ 的 边 上 的 线段 成 比例， 因此 得 到 
AA 平行 于 BB“ ， 

定 光 ”平面 上 每 对 对 应 点 连 线 平行 的 仿 射 变换 叫 赂 选 视 仿 
FE. AER I mA RRA, A AE R e g 
透视 方向 ， 

对 应 点 在 办 同人 钠 的 透视 变换 ， 册 散 第 一 种 透视 仿 射 变 换 ， 
对 庶 点 在 轴 异 侧 的 透视 仿 射 变 换 ， 叫 仇 第 二 种 透视 仿 射 变换 . 

定理 4。11 透视 仿 射 变换 由 轴 与 一 对 对 应 点 完全 了 确 
E. 

证 明 REA im- HHA, A! (B| 4. 365 。 我 
们 可 以 证 明 平 面 上 任意 成 B 有 一 个 而 且 只 有 一 个 对 应 点 B'， 

HRE, ABHRA AB 的 对 应 直线 上 ， 同 时 也 
在 过 点 召 且 平行 于 直线 44′ (透视 方向 ) 的 直线 马上 。 作 查 线 
48B， 它 与 工交 于 点 天 《或 平行 于 1 ) ， 直 线 X4” (或 过 A'E 
t 的 平行 线 )， 就 是 直线 4B 的 对 应 直线 ， 则 直线 XA’ 与 直线 
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b IEAB Sk R pK B WX a, BRA BE 有 一 个 且 只 有 一 个 ， 

4. 5 ” 仿 射 变换 群 的 子 群 

平面 上 的 仿 身 变换 群 有 几 个 重要 的 子 群 ， 这 些 子 群 里 的 变 
换 自 然 都 是 仿 记 变换 的 特殊 形式 .它们 是 ， 

l EARE. 

2” 和 相似 变换 媳 . 

1 和 2 都 是 仿 射 变换 群 的 子 群 ， 因 为 它们 都 保持 共 线 性 和 
三 把 的 简单 地 不 变 ， 

3” 中 心 坊 射 变 换 群 . 

定义 ”保持 原点 不 变 的 仿 射 变换 本 做 中 心 仿 身 变换 ， 它 的 
ERETTE 

Y = guX + ay 


y = anx + tuy 


m maje (4, 5) 


Gz: dz 


Ai EI HERE RY lp] X SAER Y 轴 的 压缩 是 中 心 伪 射 变换 的 特 


il. 
定义 向 和 轴 和 向 立轴 的 压缩 的 积 所 得 到 的 变换 
人 
y 一 bv dA, B ) 
TEREE AA 


T AR hb Ye ph B e h D b E F. 
下 面 给 出 中 心 伪 射 变换 的 另 一 个 特殊 形式 ， 错 切 变 换 的 定 


Me 
X = x+ Ày 
K =y CA0} 
# 
x" = x 
W (A7>0) (4, 7) 
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的 仿 射 变换 ， 前 者 叫 册 平面 上 沿 改 轴 的 错 切 变换 ， 后 者 叫 笋 平 
面 上 潜 工 轴 的 错 切 变换 
图 4 ，37 表 示 第 形 把 过 向 民 轴 的 错 切 变换 后 所 得 的 图 形 。 
容易 验证 所 有 中 心 仿 射 变换 构成 群 ， 
4° 等 积 仿 射 变换 群 。 
设 一 个 仿 射 变 换 ， 
x' =a X++ Qy + Q) 
K = auX + any + G; 
满足 条 件 


d d 
A= 11 12 


= 1] 


(a G| 
留 给 读者 验证 ， 记 有 这 种 形式 的 仿 
射 变换 也 构成 仿 射 变换 群 的 一 个 子 Y| s æo 
群 ， 汕 散 等 积 仿 射 变 换 群 ， 因 为 容 
易 证 明 在 这 种 变换 之 于 ， 面 积 保 持 
不 变 。 例 如 ， 第 一 种 透视 念 射 变换 
中 的 特殊 情形 潜 动 就 是 一 种 等 积 仿 
Hf TEJ. 图 4 + 37 

EX HERA, A 连 线 平行 于 透视 轴 1 的 第 一 种 透视 优 
射 变换 ， 叫 知 沿 轴 1 的 滑动 (图 4，38) 。 

4 。6 仿 射 变 换 的 分 解 

为 了 更 请 楚 地 认识 仿 射 变换 ， 
我 们 来 研究 仿 射 变换 与 正 变 谈 换 、 
相似 变换 以 及 透视 仿 射 变换 的 关 
系 ， 

仿 射 变换 可 以 分 解 成 一 个 正 交 
变换 和 一 个 伸 句 变换 的 积 ， 

我 们 选 定 一 个 直角 上 坐标 系 ， 关 图 4 .38 
于 这 个 直角 坐标 系 ， 设 一 个 坊 射 变换 为 
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X" = nux + diay + t 
W = Anx tany + G; 
当然 ， 在 仿 射 变换 下 ， 一 般 地 长 度 和 角度 是 要 改 蛮 的 M 
在 考虑 这 样 一 个 问题 ， 是 否 存在 这 样 两 个 垂直 的 方 河 ， 使 得 经 
过 变 斤 后 仍然 保持 焉 直 ? 为 简单 起 见 ， 先 讨论 变换 
X" = auX +t aY 
E = aX + Ay 
如 果 这 祥 的 方 亲 存在 ;那么 应 该 有 数值 4 ,使 得 变换 后 的 直 
线 是 y =x y = 一 x ， 而 它们 的 原 象 则 应 该 是 互相 垂直 况 
直线 
an% + any = À (aux + ay) 
À(G,.X + tay) = ~ Caux + ay) 
或 者 
(ax 一 HG11X 十 【22 > Àn y = 0 (1) 
(Aant + (Jax + day = 0 
根据 垂直 条 件 ， 得 ， 
(an — Aan) Aaa t an) + Car Aan) Ad + Ai) = Ü 
或 者 
A Canan + diud) = À (022 + Qar — g — 0122) 一 (2) 
《G11G21 十 aita) = Q 
这 是 关于 4 bJ F Khi, 34 BE h 3k A 3 F, EAM 
个 实 根 而 且 两 个 根 的 积 是 -1, 固 此, 一般 地 说 ,不 是 相似 变换 前 
仿 射 变换 存在 一 对 且 仅 有 一 对 和 一直 直线 ， 它 们 是 由 一 对 垂直 站 
线 经 仿 射 变换 向 得 到 的 ， 
任 给 两 条 带 有 指向 〈 方 向 》 的 相交 直线 ， 和 就 规定 了 平面 上 
的 一 个 方 沸 。 如 东南 西北 的 方向 就 由 两 条 垂直 的 有 向 直 线 确 定 
的 ， 一 般 地 两 各 家 直线 在 仿 射 变换 下 不 再 是 垂直 直线 ， 但 方才 
的 证 明说 明 ， 对 于 任意 的 仿 射 变换 来 说 ， 一 定 存在 一 对 重 直 直 : 
线 ， 它 们 在 这 个 仿 射 变换 下 仍然 变 为 垂直 二线， 
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定义 ”在 仿 射 变换 下 ， 垂 直 直 线 仍 变 成 究 直 直线 的 这 个 刁 
直方 向 ， 叫 橄 仿 射 变 撞 的 主 方 向 ， 
我 们 已 知 在 仿 射 变 搁 
下 ,平行 线 变 为 平行 线 , 这 
些 平行 钱 的 方向 相同 。 平 
行 于 主 方向 的 正方 形 了 网 将 
变 威 矩形 网 《图 4 。39)， 
在 主 方向 上 建立 的 直角 坐 
标 系 ， 仍 变 为 直角 坐标 图 4，39 
系 、 选 择 主 方向 上 的 坐标 系 ， 将 会 给 讨论 问题 带 来 一 些 方便 ， 
我 们 把 对 应 于 主 方向 的 一 对 垂直 直线 取 作 及 胃 和 Y 轴 ， 那 
么 方程 《< 2 ) 的 根 应 该 是 0 和 co， 而 且 
Anz T ai= 0, Q, +a;,ss a, + ar, (3) 
如 果 我 们 记 一 au/an = +taps/an = ctga, ERIE ÉJ 2 A 
En E 
x =al xcosa — ysing) 
É = þ{ xsing + ycosg) (4) 
Tihatz=b2, ab 0, Apr, 33 
aula T 02 = 0, akt ah = dnt Ok C5) 
时 ， 岂 有 的 重 直 方 各 经 变换 后 仍 开 直 。 容 易 验 证 ， 在 这 种 情形 
或 者 4 =b 或 者 a = -bb，。 当 a=b 时 ， 这 个 仿 射 变换 是 一 个 旋转 和 
一 个 位 似 变 换 的 葬 积 . 当 a = -5 时 , 它 是 一 个 友 射 和 一 个 位 似 的 
莱 积 。 除 这 个 情况 之 和 外， 在 一 般 情形 ，“ 4 〉 中 仿 射 变换 表示 
— F Ez, —F IE] 3 X #HBJJK 358 $l — F FI Y 3k 38 DU 3 
如 果 a =0， 那 么 仿 射 变换 是 


x" = ax 
É = by (az = bš, ab +0) ( 5) 
这 就 是 前 面 讲 过 的 伸缩 变换 ， 


综合 上 而 的 讨论 ， 我 们 得 到 : 
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定理 4 .12 HE—4 AIE Dy PI yB R — 4 AE23 AF35 
mAAR EE., SOERA aE (a= 
0z=0)， 或 者 有 一 对 垂直 直线 或 者 所 有 垂直 直线 保持 牌 直 性 不 
变 ， 在 后 一 情形 ， 上 庄 编 是 一 个 相似 变换 。 
图 4。40 说 明 〔4) 中 具有 


YY 
art boR JE ,一 个 特 完 的 
正方 形 如 何 经 过 正 交 变换 和 压 x. 
缩 变 成 -一 个 矩形 ， 自 然 ， 对 主 š 


一 般 位 置 的 正方 形 ， 不 见得 能 
恋 成 矩形 ， 而 只 能 塞 成 平行 四 
mE. 图 4，40 
作为 上 面 定 理 的 一 个 推论 ， 不 难 证 明 下 面 的 乍 理 ， 
定理 4 .13 在 仿 射 变换 下 ， 任 何 一 对 对 应 多 边 形 面 积 之 
比 等 于 常数 ， 换 和 外话 说 ,任意 两 个 多 边 撒 面积 之 比 是 仿 射 不 塞 
BL, 
RE, IE SA U a — 4 YE TE Bh E Ti 85 38 38: 
HR, Im DH 38 A BL HE 33 AF4 hn. AEE RI ERR p) zr 
RIE 338 Ej S 35 338 BJ 3. Ex api k E IO i K SA, 
而 压缩 显然 使 面积 以 压缩 系数 为 比值 而 改变 ， 实 际 上 这 个 系数 
恰好 是 变换 的 行列 式 ， 
仿 射 变换 与 透视 乱 射 变换 、 和 相似 变换 有 雇 下 关系 ， 
定理 4 ，14 HHEH 
以 表示 为 两 个 透视 仿 射 变换 的 
积 ， 
证 明 ” 设 已 知 仿 射 变换 og 
是 由 任意 两 个 三 角形 ABC H fi 
A'B'C' 确定 的 (图 4. 415. 
HARA, B. CHA, 
B'. C' 任意 作 两 组 各 三 条 平 BJ á + 41 
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行 线 ， 使 它们 分 别 相 变 于 不 共 钱 三 点 4 B. Co HEMI 
(Desargues, 1593—1562) EJ. 三 角形 ABC 和 ABC yË 
饮 ， 三 角形 4:BiC: 和 47 BC 也 透视 。 ECDSA, A, 
几 为 一 对 对 应 点 和 以 ss 为 轴 ,4 4 ,为 一 对 对 应 点 。 这 两 个 
和 四 视 仿 射 变换 的 积 t;:，T;， 把 三 角形 4BC 变 为 Aa: B C, Bie, 
trz，Ti 是 坊 射 变 换 ， | 
Gg = T: * Tı 

从 这 个 定理 也 可 以 看 出 ， 把 三 角 有 展 变 为 任意 三 角形 的 仿 射 
变换 确实 存在 。 

定理 4 ，15 仿 射 变换 是 透视 仿 射 变 挽 与 相似 变换 的 积 ， 

证 明 ROCAS EH o 是 由 两 个 三 角形 ABC 和 A B'C' 
确定 (图 4。 45), 


P 


A c 人 \ 
_ F CT 


图 4 + 42 

以 4B 为 一 边 作 三 角形 4BC: 与 ABC 相似， 我 们 以 直线 4 如 为 
名 ,Ci 为 一 对 对 应 点 作 透 视 仿 射 变 措 TT ， 再 以 三 角形 ABC: 和 
A'B'C 为 对 应 三 角形 作 相 似 变 摸 6 。 它们 的 积 好 把 三 角形 
ABCE HA BC, 因此，87 是 伪 射 变换 ， 即 

g =Ar 

4, 7 仿 射 变换 群 的 几何 优 射 几何 

在 仿 射 变换 下 ， 如 时 图 形 下 变 成 图 形 F, M| P ÉE] JE F 
仿 射 等 价 干 图形 F' 。 由 于 仿 射 变换 构成 群 ， 图 形 的 仿 射 等 
从 是 一 个 等 价 关 系 ， 乔 用 这 个 关系 可 以 把 图 形 分 成 各 种 等 价 
类 ， 问 一 类 里 的 一 切 图 形 所 共有 的 性 质 都 是 仿 射 变换 下 的 不 变 
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人 性质 和 不 变量 ， 反 过 来 也 成 立 。 例 如 结合 关系 、 顺 岸 关系、 平 
行 关系 等 都 是 仿 射 性 质 ， 三 点 的 简单 比 是 基本 的 不 变量 ,而 长 
讼 和 和 急 庶 都 不 是 仿 射 不 变量 

因为 仿 射 变换 是 由 三 个 点 的 简单 比 的 不 变性 定义 的 ， 所 以 
图 形 的 优 射 性 质 与 仿 射 变换 的 基本 不 变量 一 一 简单 比 有 关 ， 下 
面 研 究 几 种 证 要 的 仿 射 图 形 。 

(1) 三 角形 ”由 于 在 仿 射 变换 下 ， 任 意 一 个 三 角形 都 可 
以 变 为 另 一 个 三 角形 ， 因 此 ， 任 意 两 个 三 角形 都 是 仿 射 等 价 
K. 

设 三 角形 4BC 与 4 BC 仿 射 等 价 〈 图 上 4。43)， 则 三 角形 
4BC 各 这 中 点 对 应 三 角形 4 BC 的 对 应 按 中 点。 例如 边 4B 的 
中 点 Cl 对 应 边 4'B 的 中 点 C1 ， 因 为 

(ABC) = (A! B' C) 
由 此 可 知 ， 三 角形 的 中 线 对 应 中 线 ， 重 心 G 对 应 重心 G” , 这 
些 都 是 三 角形 的 仿 射 性 质 ， 

利用 仿 射 性 质证 明 一 
些 问 题 是 很 方便 的 ， 例 如 
由 于 正三 角形 和 任意 三 角 
形 仿 射 等 价 ， 所 以 村 研究 
任意 三 角形 的 仿 射 性 质 ， 
只 要 研究 一 个 正三 角形 就 
可 以 。 因 为 三 角形 面积 比 图 4 s 43 
了 出 是 伪 射 变换 的 不 变量 ， 由 于 正三 角形 ABC 中 ， 六 个 三 角形 的 
面积 相等 (图 4。43》， 故 可 以 直接 得 出 三 角形 A BC 中 的 
六 个 三 角形 面积 也 都 相等 ， 

(2) 四 边 形 任意 两 个 四 边 形 不 一 定 仿 射 等 剧 。 但 是 ， 
如 果 四 边 形 4BCD 和 4 B'C D' 有 下 面 关 系 ， 
(ACP) = (A! CP) 
(BDP) = (B? D! P* ) 
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出 它们 俯 射 等 价 (图 4 。44) , 
梯形 的 仿 射 等 价 图 形 


是 梯形 ， 对 角 线 必须 满足 p ° ` y c 
上 面条 件 。 梯 形 的 仿 射 等 P| PS 
价 图 形 所 以 是 梯形 ， 是 因 Ioi J 


为 在 仿 射 变换 下 平行 性 不 
Æ (图 4。45) atbh, PE 
Eri RERA IEA. 

任意 商 个 平行 四 边 形 是 仿 射 等 价 的 ， 因 为 它们 的 对 角 线 互 
相 平 分 ， 并 且 对 边 平行 。 这 样 ， 正 方形 可 以 和 任 专 平行 四 边 形 
仿 射 等 价 ， 


D G n (z? 
y r A: Br 
图 #4， 45 
因此 ， 我 们 要 研究 平行 四 边 形 的 伪 射 性 质 ， 只 研究 正方 形 


就 可 以 了 。 例如， 从 正方 形 中 四 个 三 角形 面积 相等 可 以 直接 推 
出 ， 平 行 四 边 形 中 四 个 三 角形 面积 也 相等 《图 4 46, 


P PQ 
图 4 46 


(3) 椭圆 在 仿 射 变换 下 ， 加 的 对 应 图 形 叫 做 椭圆 也 
就 是 说 ， 贺 的 念 射 等 价 图 形 是 椭圆 ， 因 此 ， 图 的 伪 射 性 质 也 是 
宵 圆 的 仿 射 性 质 ， 

首先 可 以 看 出 阅 的 中 心 ， 在 仿 射 变换 下 ， 变 为 柄 图 的 中 
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图 44， 44 


Ü, FXE DBDASO D 32182 B9Er isk, BREESE 
HFR. AA REET AE H E, Pre, CEE PEA 
FARRAR AMER, AMEER O, RAA 
HU W E n a 2 , 

其 次 , 圆 的 任意 一 对 互相 垂直 的 直径 ,其 中 一 个 平分 男 一 个 
Pf 《图 4 47). Ff FPE PER SDN 3 B y, uu kE) E 
3 3E E 89 iS, H T 5KER AU P A4TEETRE yPESRE E, Br 
URAH RE., ík Ek R F Br 2 pR 59 38 IR 89 58 2 PL 46 15 5 
PCTEBSPERE. But, HSE Rj X 48: Wq 2 m # +B, | k'u 85 EAN 
HEHE, SRRI, 

Ja Jia Hi H 12 X fh FE 
M, RIE BIE TC AI 86 Bl 
AERARII, 
例如 , ERER E A B ` 
HHM B elf, 3At 
A'B EERIE F”, 
MEH bO g EF 
中 点 M HC D” 就 是 直 
径 A B hj su r ie (图 4。 47), 

如 果 圆 的 一 对 共 斩 直径 在 主 方向 上 ， 则 它们 对 应 搓 圆 的 
一 对 共 斩 直 径 也 在 主 方 向 上 上。 因而 互相 垂直 ， 所 以 ， 燃 加 有 一 
HEERA, AE hA E e n e A a G h. 

在 特殊 的 仿 射 变换 下 ， 例 如 斜 皮 射 〈 透 祝 优 射 变换 的 对 应 
点 被 透视 轴 平 分 的 变异 》， 这 时 加 变 为 男 ， 根 据 椭 辆 的 定义 ， 
刚 帮 可 以 看 做 梢 图 的 特殊 情形 ， 由 于 反射 有 无 限 多 对 主 方向 ， 
记忆 图 有 有 无 限 多 对 称 轴 . 

最 后 ， 研 究 贺 的 切线 。 我 们 知道 通过 点 忆 且 平行 于 直径 
CD BJ 315 e AB) 2k t 2: B] E t C 9912. JS E Bl F 6 
—A EA, MEJE., HTFEFTERG IEA, MH, Ht 
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的 对 应 直线 萎 也 有 这 样 的 性 质 。， 因 此 ， 这 样 直 线 也 叫做 椭圆 的 
切 鳗 ， 当 然 粒 圆 的 切 强 与 奖 闸 也 只 有 一 个 亮 点， 这 个 点 叫做 该 
HRH, (图 4 47., 

如 果 要 过 椭圆 上 一 点 C' 作 切线 ， 我们 只 要 引 直 径 CD 的 
Tk3 ELSA B, 再 过 C SJA R 的 平行 线 就 可 以 了 ， 

入射 变换 群 的 几何 学 就 是 研究 仿 射 等 价 图 形 的 仿 射 性 质 的 
见 何 学 。 换 句 话 说， 就 是 研究 仿 射 群 中 所 有 优 射 变换 下 山形 的 
不 变性 质 和 不 变量 的 几何 学 ， 这 种 几何 学 叫做 仿 射 几何 学 ， 

因为 相信 变换 和 群 和 正 充 变换 群 是 仿 射 变 换 群 的 子 群 。 上 四 
ie., GAJLE BARRELA RAA., aE BAERE 
何 学 . 正 是 由 于 这 个 原因 ， 我 们 才能 在 欧 氏 所 何 里 研究 仿 射 性 
质 ， 本 书 就 是 这 样 处 理 的 。 我 们 还 可 以 犯 开 欧 导 几何 ， 单 独 地 
研究 纯粹 的 仿 射 所 何 学 ， 就 是 只 订 论 在 仿 射 群 下 的 不 变性 质 各 
不 变量 ， 至 于 相似 性 质 、 度 量 性 质 等 不 是 伪 射 性 质 的 一 概 不 再 
讨论 . 这 样 的 仿 射 几何 学 才 是 真正 的 ， 或 吓 艇 印 详 的 仿 射 几 
何 ， 它 可 用 公理 法 建立 ， 

4. 8 lH PB 8 S pz FB 

仿 射 变 换 常 用 来 解决 几何 问题 ， 特 别 是 解决 作 图 与 画 法 几 
何 问 题 。 

如 果 我 们 要 解决 某 个 图 形 下 的 仿 射 性 质问 题 ， 我 们 常 根据 
己 拓 条件 或 条 件 的 一 部 分 ， 作 出 图 形 下 的 比较 特殊 的 仿 射 等 价 
图 形 F” ， 转 而 研究 解决 关于 这 个 图 形 上 对 应 的 问题 ， 然 后 再 根 
据 问 题 的 条 忻 ， 将 它 变 换 为 所 要 求 的 图 形 的 问题 特别 是 利用 
这 种 方法 解决 作 图 问题 时 ， 则 把 它 叫 做 仿 射 作 轿 法 ， 

我 们 先 研 究 椭 加 的 仿 射 作 图 。 为 此 先 证 明 下 面 定 理 . 

定理 4 ，16 FHIR Xin Bn te aE, 

证 明 REAA HEERA AB 和 CD (图 
4, 48) 。 我 们 把 以 线段 47B A C D: ARERR, = 
iF — F BI O SEE, E E 638 1B B jESü m 
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图 4 = 48 
#AB. CD ÈH AP, CD., 在 加 OO 上任 取 一 个 点 请 ， 过 点 
E 必 怠 EF 平行 于 直径 AB。 设 它 与 4&8 的 革 轿 直径 CDT M, 用 
M’, E 分别 表 示 点 村 、E 的 对 诺 点 。 由 于 A BJE M, 
(OCM) = (OC M' ) 

所 及 ,上 后 证 的 对 应 扩 上 只 有 一 个 .如 果 把 椭 图 看 作 另 一 个 周 O; 的 估 
BP SAE, AB, CDKA B., CD, W IMIH ABCHA 
B.C 确定 了 相似 关系 ， 则 EE 的 对 应 点 互 也 对 应 点 E'。 办 此 ， 以 
A'B AC D 为 共 轿 直径 的 桶 央 上 只 有 一 个 ， 

例 1 已 知 收 回 的 一 对 共 孝 直径 ， 试 作 这 个 椭 图 ， 

方法 一 (一般 的 仿 射 作 图 法 》，。 

任 作 一 加 OO， 表 作 周 的 和 外 切 正 方形 ， 它 和 的 过 分 别 平行 于 
生生 AB 和 和 CD (BT 4. 49), 


PT d + 49 
在 山上 取 任 意 一 点 时 ,连结 直线 4MH 和 Bf i; AM5 CDA F 
虑 直 ，BM 与 正方 形 的 边 CF 交 于 虚 工 。 这 时 
AO = BF ZOAK = Z FBL 
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mm 


因此 两 个 直角 三 角形 OAK 和 FBL 相等 ， 出 此 推出 OK =FL， 
KC =LC, Wri 
(OCK? = {FCL} 

EHI EHT, BDP 3tSE SAB, CD 对 应 所 求 精 贺 的 共 
HEI A'B’, CD, 切线 对 应 切线 。 因 此 ， 图 的 外 若 正 方形 
挛 为 椭 加 的 奸 蕊 平行 四 边 形 ， 它 的 边 平行 于 共 二 直 径 , ECD 
上 取 点 KK *， 在 FC!' 边 上 取 点 5'， 使 

(OCK =F CL) 
这 时 ， 直 线 A'K’ 5 BL WZM AE pa, M YE 8 B] E R 
m. 

HERRIE SAI B| Tt RA E r 0237 E: 

BEWEEG A'B’, 
C D AP RIEF IAE (图 
4. 50) , H0 C'H F! CS 
分 为 同 数 的 线段 ， 以 1 2. 
3 、… 表 示 分 点 ， 则 连结 站 
A'I, B'I =1,2, :), 
WAT 与 B'IRYJRE PANA a Hñ a 


EÉ. 
以 上 所 研究 的 图 形 仿 射 性 
质 非 常 重要 ， 因 为 它们 常 应 用 图 4 ，50 
于 画 法 几何 里 。 关 于 其 它 图 形 的 仿 射 性 质 ， 可 用 类 介 的 方法 研 
究 ， 


方法 二 《用 透视 优 射 变换 的 作 图 法 》 。 

RE NIH B| BJ JES Bieb A B CD (图 4. 51) 它们 
3 AO, 

LLA B'3 PLAS4EBRI O, PARERA B., CD 的 精 贺 
BEER O BJ S UYEUE, BIBUTtSE E S AB. CD 对 应 求 作 
EHEH A B CD, AE, HERA B 398, C C 为 
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— X RT W SX BJ 204 hF E B n 
R O E AHA O” ,我们 得 到 作 
图 方法 . 

# RIO Fifa s M, j 
ZE MD2JAB2A T — Do WDo 
是 不 动 点 ， 这 时 直线 MDoD 对 
应 直线 D。D’， 和 过 妆 作 平行 于 
自 线 CC 的 百 线 MM 与 直线 DOD ETAM , WM 为 对 的 对 
应 点 。 因 此 M' 为 所 求 顶 加 上 的 一 个 点 。、 继 续 这 样 作 下 去 ， 可 
I iH Wi il E.y — EEA, SNI A T pa 36 38 BJ dH R, BIA ETR R 
Hi Al. 

P2 试 证 椭 辐 的 外 切 三 角形 A B'CHRII AEA 
的 连 线 变 于 一 后 ， 

E ”我 们 已 知 任意 三 表 形 顶点 与 内 切 圆 在 对 边 上 切 点 连 线 
变 于 一 氮 册 。 因 为 存在 三 角形 ABC (图 4。 52) 与 把 三 角形 
4BC 变 为 三 角形 4 B C 的 仿 射 变换 ， 这 时 ， 三 角形 ABC 的 内 
Billi y = fi A B C RAHA, JAA An B... CEA J 
KA. B. C... BH, JuM3EODM', BRE A'A, B'B,, 
CCI SE F— AM, 


* oe 

例 3 ” 试 证 梯形 两 腰 的 交点 、 两 底 的 中 点 、 两 对 MRE 
点 ， 这 四 点 共 线 ， 

证 明 已 知 如 图 4 。53 《1 ) ， 作 任 党 等 腰 三 角形 4BC， 
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ABERE, (CABE) - (A B'E’), bA EE ED BCH 
ACZFAD, 


(2) 


Ba ， 53 

因为 任意 两 个 三 角形 都 是 仿 射 等 价 的 ， 令 4 .4 了、 了 ， 
C. C EZITA, HRE, E, E 也 是 对 应 点 。 又 
(ACDy= (4 CD 所以、 了 也 是 对 应 点 。 于 是 等 腰 梯 形 
BC DE Ej C WR ERB C D E EHS. AAA, G, H, 
F 共 线 ， 所 以 它们 的 对 应 点 A'、 G, H, FHR. 

例 4 ECHAS AABC 内 作 一 内 接 矩 形 BDEF “E 
4, 54) ， 使 其 面积 为 二 

RO A ABC 向 着 BC AEA 
比 k= BC/BA 压缩 ， 则 此 三 角形 变 成 等 
Bë = fg: A7 BC, 其 中 BA’ =kBA = (BC/ 
BA) BA= BC, WZM BDEF2E 
成 矩形 BD'E’F， 它 的 而 积 则 为 KR ， 因 
此 ， 现 在 的 问题 是 在 等 腰 三 角形 A BC 
内 作 一 内 接 和 矩形 BD'E/F， 使 其 面积 为 
kd?， 而 这 是 比较 容易 作 的 。 实 际 上 ， 
设 BC =a，BF =x， 注 意 三 角形 下 "FPC 也 
是 等 腰 的 ， 因 此 E'F = FC -a- x, PET: 

xla- XY = kd? 


Rp 


xš — ax — kd = 0 
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= 一 一 一 上 


这 样 ， 了 点 即 可 作出 。 有 了 正点， 就 不 难 作 出 矩形 BDEF. 根 
# d 的 情况 ， 这 个 问题 可 能 有 两 个 解 ， 一 个 解 或 没有 解 ， 


作为 练习 ， 请 读者 把 例 4 中 的 直角 三 角形 改 成 任意 三 角形 
解 间 样 的 问题 。 


习 是 

Š 1 

1。 在 下 列 各 平面 的 映射 中 ， 哪 个 是 变换 ? 

(1) olx, y) = (Xx, y2) 

(2) g(x, y) = (xš, x) 

(3) g(x, y) = (x, 一) 

Cdi) olx, y) = (sinx, cosx) 

2, ia, B2EW AF3AEBR, WHH 

(aB)! = B la 1 

3, WER: £ HH 2KJEDE M 38 F 827 3 R 2. 

4, W p E E MES M' 之 间 的 一 一 对 应 ，m EMÉ 
一 个 元 素 、 试 问 pilem) =? ptg 1(m)] =? 车 是 M 的 变 
换 ， 上 述 问 题 的 答案 如 何 ? 

5, EH: 直线 上 的 所 有 形 如 

g (X = ax +b 
hy J TE, Ha. ERR, Haz0., BAREN 
变换 的 吗 ? 

Š 2 ' 

6。 写 出 下 列 的 正 交 变换 公式 ， 

(1) 点 (0，1)、 (2，0) 分 别 变 成 点 (-1，0、(C0，2) 。 
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(2) a (1, 0). G, 1) 分 别 变 成 点 (2, 0. O, 0. 

7。 求 出 将 点 〈0，0，0) . (0, 1, 0), (0, 0,15 分 别 
变 戌 点 〈0，0，0) 、 (0，0，1)》 (1, 0, 0) 的 旋转 公式 ， 

8。 求 出 将 后 (2, D WR (0, -D 的 平移 变换 ， 在 这 
TEET, BK02052-x- 8y+ 18=0 变 成 什么 曲线 ? 

9。 求 出 中 心 在 原点 ， 半 轴 分 别 为 3 和 2 并 以 直线 x 一 2y = 
0 为 长 轴 的 椭圆 方程 ， 

10。 求 出 对 于 平面 4xT By+ Cz+ D=0 的 反射 公式 ， 

11。 证 明 平 面 上 的 平移 是 关于 两 个 平行 直线 的 反射 的 积 ， 
这 两 个 轴 和 对 直 于 对 应 点 指 连 线 ， 并 且 其 中 的 一 个 轴 可 以 任意 选 
取 ， 

12。 证 有 明 ,. 平 画 上 的 旋转 是 两 个 直线 反射 的 积 ,这 两 个 轴 通 
过 旋转 中 心 ， 

13。 证 明 ; 平面 上 的 每 个 运动 是 不 多 于 三 个 反射 的 积 ， 

i4。 已 知 四 边 及 一 对 对 边 延 长 钱 之 间 的 夹 角 ， 试 作 此 四 这 
É. 

lb. RA, BEEEHERX YEMAK SE A, Ex Y L K — 
RHO, k ZAOX =2/ BOY, 

16。 给 定 三 对 平行 线 ， 试 作 一 正三 角形 ， 使 它 的 三 个 顶 上 
分 别 在 三 条 平行 线 上 ， 

17。 已 知 五 过 形 各 过 前 中 点 ， 作 出 这 个 五 边 形 ， 

18。 已 知 一 个 加 上 的 两 点 P、 必 和 一 条 直线 s, ， 试 在 圆 上 
求 一 太 慎 ， 使 直线 PM 和 QM 在 直线 s 上 截取 线段 等 于 已 知 长 ， 

19. 已 知 三 角形 的 两 这 和 另 一 边 对 应 的 中 线 。 试 作 这 个 三 
MÉ. 

20, BA- TAMAKA, B, AERAR, E 
径 点 到 4 和 好 的 距离 相等 。 

Š 3 

21。 试 证 关于 两 个 不 同位 但 中 心 的 两 个 位 伏 变 搞 的 积 是 位 
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MERRE., 

22, WE TABT E 46 S E BU i pl, RR 6 Fh As ii 
置 求 出 它们 的 位 似 中 心 . 

23。 通 过 已 知 三 角形 的 一 个 顶点 作 一 直线 ， 使 已 知 三 角形 
被 此 直线 分 成 两 个 有 相等 内 切 图 的 三 角形 ， 

24, fEAABCHJAB. ACW3D FE &3K— AD, E, 使 BD = 
DE = EC. 

25, 已 知 两 条 相交 站 线 和 一 个 点 ， 求 作 一 圆通 过 已 向 点 县 
HAAHR AB Hp. 

26. EI — EB], s E E BJ IEE, 

27。 已 知 三 角形 的 两 个 内 角 及 它们 的 夹 过 与 其 上 的 高 的 
和 ， 求 作 此 三 角形 ， 

28。 已 知 一 角 及 内 部 一 点 财 ， 在 一 边 上 求 一 点 天， 合生 到 
另 一 远 的 上 距离 等 于 下 与 对 的 距离 。 

29。 己 知 八 48C， 求 作 它 的 一 个 内 接 平 行 西 边 形 ， 使 其 邻 
过 的 比 为 2:1. 

$4 

30。 设 ci 和 pa 分 中 由 下 列 式 子 
uW =+ 2y+3 


y =2x+5y-1 
on =x- y 
y = x+ 2 
WE, w Hi: | 
(1) or (2) Oi, (3) orth, C4) ori, 
31, 平面 上 有 是否 存在 仿 射 变换 ,个 操 d, 22 、 (3,6) 和 
(-2, -—-4) SWEERS (1, -1), 0, © M 2,2), 
32。 在 下 列 性 质 中 ， 哪 些 是 仿 射 性 质 ， 
(1) 一 个 四 边 形 有 两 对 相等 的 邻 边 ; 
(2) — HA i E H, 
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(3) 一 四 边 形 是 梯形 ， 

(4) 一 点 与 另外 两 点 等 距 。 

33, MEES Zf E ABCrh, A P PE 

(1) 中 线 

(2) Ë 

(32) AFAA 

(4) AAPEEE 
的 奖品 ， 那 么 ， 经 过 一 个 仿 射 变换 后 ，P 点 的 象 对 于 入 ABC 的 
剖 来 说 是 否 有 相同 性 质 ? 如 果 回 答 是 否定 的 ， 请 给 出 反例 ， 

34。 试 用 解析 法 证 明 ， 不 共 线 的 三 对 对 应 点 决定 -- 个 仿 射 
变换 ， 

35。 试 从 仿 射 变换 式 说 明 直 线 上 三 点 所 成 的 简单 比 是 仿 射 
变换 的 不 变量 . 

36。 在 直线 1 上 的 一 个 坐标 系 下 ， 坐 标 为 1 ，2 的 两 点 分 
别 对 谍 着 坐标 为 ~ 1，-2 的 两 个 点 ， 求 所 建立 的 俯 射 变换 式 ， 
并 求 它 的 二 重点 的 坐标 ， 

37。 求 个 直 线 x=0, y=0, x+2y-—1=0 分别 对 应 直线 
x+y =0, x —y” =0, x +2y' - 1= 0 AiR, 

38。 求 使 直线 x+27 -1= 0 上 的 每 个 点 不 变 ， 且 把 点 (1 一 
DYRA C1 p 的 仿 射 变换 。 

39。 求 仿 射 变换 

x! =7x-—y+1 
W = jx + 2y + À 

的 二 重 直 线 ， 

40。 证 明 : 使 向 量 肉 积 不 变 的 仿 射 变换 是 正 交 变换 ， 

41。 在 仿 射 变换 下 、， 萎 形 有 哪些 性 质 不 变 ? 哪 些 性 质 改变 
JT? 

42。 求 一 个 以 射 变换 ， 它 把 抛物 线 y* = 3x 蛮 成 自身 ， 把 原 
点 O, ERE (2, 2) , 
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43, ER: = JñJE BJ Pl IE RE h 3 248 F PU 335. 

44。 试 证 ， 在 仿 射 变换 下 ， 两 个 不 变 点 的 连 线 上 的 每 个 点 
都 是 不 动 点 ， 

45。 已 知 透 视 仿 射 变换 的 两 个 对 应 三 角形 ， 试 在 两 荣 已 知 
直线 上 求 出 一 对 对 应 点 ， 

46, CARAN- 3t3a pt, PK AAE a TE HW Bl 89 Ul 
线 ， 

47。 己 知 椭 罗 的 一 对 共 绒 方向 与 长 轴 ， 试 作 它 的 短 轴 ， 

48, 已 知 透视 仿 射 变换 由 轴 XY 与 一 对 对 成 和 有 A 决定 ， 
在 平面 上 和 任 取 一 点 ， 治 先 把 所 取 的 点 作为 原 象 点 ， 作 出 它 的 对 
应 点 ; 其 次 把 所 取 的 点 作为 象 点 ， 再 作出 它 的 对 应 点 。 

49。 试 证 ， 任 取 两 个 互相 平分 的 线 和 用 可 作为 名 们 所 确定 的 
HEH. 

50. EHEHE RE H SE, WIE Ba R 3 u t. 
意 多 个 点 。 
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第 五 章 MLC OEA EFJ PS JU) 


于 七 泥 纪 ， 解 析 儿 和 何 出 现 以 后 ， 儿 和 何 学 的 研究 和 发 展 进入 
了 一 个 新 的 汶 段 。 到 十 入世 纪 末 和 十 九 世 纪 初 ， 由 于 绘图 和 建 
筑 的 需要 ， 几 何 学 在 应 用 方面 出 现 研究 画 法 几何 的 高 峰 ， 由 于 
面 法 儿 何 理论 方面 的 发 展 ， 产 生 了 一 个 新 的 独立 的 几何 分 
支 一 一 射影 几何 学 。 经 过 不 断 改 进 射影 几何 的 研究 方法 ， 并 且 
把 它 应 用 到 其 他 几何 领域 ， 因 而 得 到 了 发 展 。 例 如 ， 克 全 因 用 
群 论 的 原则 研究 几何 学 ， 使 欧 儿 几何、 仿 射 凡人 和 何 和 射影 几何 统 
一 起 来 ， 同 时 把 关于 射影 几何 的 研究 和 关于 初等 几何 基础 的 研 
究 紧 密 地 联系 起 来 ， 将 欧 氏 几何 ，、 罗 氏 几 何 和 徐 氏 几何 以 统一 
的 形式 联 成 一 个 统一 的 体系 等 等 ， 

本 草 讨论 射影 变换 群 以 及 它 所 对 应 的 射影 几何 的 基础 理论 
和 方法 ， 将 以 到 革 因 的 群 论 原 则 为 主导 ， 人 后 重 讨论 二 维 空 间 
《平面 ) 的 射影 几何 . 


S i 射影 平面 的 结构 ， 齐 次 
坐标 . 对 偶 原 则 


本 节 从 中 心 射 影 引进 平面 上 的 无 穷 远 元 素 ， 从 而 将 欧 几 里 
得 平 而 扩充 成 为 时 影 平 面 ， 作 为 建立 平 而 射影 几何 的 基础 ， 然 
后 相应 地 引进 了 齐 次 坐标 ;讨论 射影 平面 的 简单 性 质 和 基本 图 
形 以 及 射影 几何 中 重要 的 对 但 原则 最 后 介绍 一 局 复 射 影 平 面 
BJ HR, 

1*1 从 欧 下 平面 扩充 成 射影 平面 
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1 中心 射影 

我 们 绘画 时 一 般 要 遵 短 透视 的 原理 ， 透 视 就 是 我 们 在 第 四 
章 1.1 中 提 到 过 的 中 心 射 影 。 射 影 几 和 何 的 研究 开始 于 “中 心身 
影 法 ”, 丽 我 们 将 要 着 重 讨论 的 射影 对 应 和 著 影 变换 , 叉 是 玫 次 
中 心 射影 (也 岂 透 视 对 应 ) 的 积 因此 有 必要 先 来 讨论 它 ， 

定义 ”已 郑平 面 七 两 条 直线 a Mia, S RATEL N RL 

E~T EA ( 图 5'1) 。 
如 果 在 直线 a 上 土 取 任意 点 
A. E SA 与 直线 gq' 交 于 
AA MA A” Wik B $R a 
上 的 后 4 在 直线 a E 的 射 
N, s S HÚ #& db ob, 8 
SAMAR HR, AA RA, 
的 这 种 对 应 关系 叫做 从 直线 
a HH EA PORE. 

在 图 5。 1 中， 直线 a 与 直线 a' 交 于 点 Ao B Ra LRA 
A. Anoe ,在 中 心 射 影 下 ,在 百 线 a 上 的 对 应 点 分 别 为 生 ，、 
Ars ceee, A AMH ARY. 

ME GHEE RHAH, WRA A EHR a Em, 
AWAR 上 的 射影 ， 风 点 A 所 是 直线 a 上 点 ACHR a E 
的 姻 影 。 但 是 我 们 将 会 看 到 ， 在 欧 几 里 得 平面 上 使 用 中 心 射影 
法 过 到 了 困难 。 这 就 古 直 线 a 上 的 点 在 直线 a: 上 不 一 定 都 有 射 
影 ， 同 时 直线 二 的 点 世 可 能 不 古 直 线 & 上 任何 点 的 射影 。 换 
局 话说 ， 点 与 它 的 射影 之 间 不 能 建立 一 一 对 应 ， 

Hii, EHER a 工 取 点 4 使 投射 线 S4 ,平行 于 w ， 由 于 在 
欧 几 里 得 平面 上 平行 线 不 相交 ， 记 以 它 在 直线 a 上 没有 射影 ， 
同样 ， 如 果 在 直线 a 上 取 点 和 -， 使 投射 线 S4。 平 行 于 直线 a ， 
则 4。 也 不 是 直线 上 任何 点 的 射影 

困 上 成 ， 在 欧 凡 里 得 平 击 上 利用 中 心 射影 所 建立 的 所 写 点 之 
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HEREDE —— BJ, WERA T HE ss, BMS rh D E 
法 研究 问题 就 有 很 类 的 障碍 ， 我 们 必须 对 欧 几 里 得 平面 进行 其 
种 改道 ， 使 改造 后 的 平面 可 以 应 用 中 心 射 影 法 建立 点 与 它 的 射 
影 之 间 的 一 一 对 应 ， 硬 没有 任何 例外 ， 

2 无 穷 远 元 素 的 引入 

现在 对 欧 氏 平面 进行 拓 广 ， 使 它 成 为 一 种 新 的 平面 。 在 这 
个 平面 上 ， 利 用 中 心 射 影 法 ， 能 够 使 直 级 和 直线 之 阅 的 点 建立 
一 一 对 谋 ， 乍 样 对 欧 氏 平面 加 以 拓 广 昵 ? 这 就 是 引进 无 穷 远 元 
索 ， 使 它们 遵守 下 面 两 个 约定 : 

约定 1 在 同一 方向 上 所 有 的 平行 直线 (平行 线束 ) 相交 
于 同一 个 后， 这 个 点 叫做 无 穷 远 点 〈 或 理想 点 ) ， 用 4-、B.、 
… 等 表示 。 | 

根据 约定 1 ， 在 不 同方 向 上 的 平行 线束 必然 交 于 不 同 的 无 
穷 远 成 ， 否 则 两 组 不 同 的 平行 线 将 成为 在 同一 方向 上 的 平行 直 
级 ， 这 与 已 拖 了 矛盾 因为 平面 上 的 所 有 直线 可 有 无 穷 多 个 平行 
方向 ， 固 此， 平面 上 将 有 无 穷 多 个 无 穷 远 点 。 

约定 2 平面 上 所 有 无 穷 远 点 的 集合 组 成 一 条 直线 。 这 条 
直线 叫做 无 穷 远 直 线 ，( 或 理想 直线 ) 用 p. 老 示 。 厌 来 的 点 和 直 
线 叫 做 有 穷 远 点 和 直线 ， 

无 穷 远 直 线 实际 上 是 三 维 空 间 中 平行 平面 的 交 线 。 

这 样 ， 我 们 研 在 每 一 个 欧 氏 直线 上 深 加 了 一 个 无 穷 才 点 ， 
面 且 平行 直线 的 无 穷 远 点 完全 相同 ， 在 每 个 平面 上 增加 了 一 条 
无 委 远 直线 ， 它 是 这 个 平面 上 记 有 无 益 远 点 的 集合 ， 

定 尖 ”在 欧 氏 平面 上 ， 增 加 了 无 穷 远 点 的 直线 叫 散 射影 直 
B: 增加 了 无 穷 远 直 线 的 平面 叫做 射影 平面 . 

我 们 还 可 以 定义 三 维 射影 空间 。 为 此 需要 增加 第 三 个 的 
E: 

约定 3 空间 内 一 切 无 穷 远 点 的 集合 组 成 -- 个 平面 ， 这 个 
平面 叫做 无 穷 远 平面 ， 常 用 r*:- 等 字 峡 表示， 

a 227 4 


SPK GS pu U tu Sr PT 8 WAJAH. 
EX P3)n r X; 3336 >F I I) = 22 EX IS Z= jn] uj jq = HJ S s= 
间 ， 

注意 : 严格 地 讲 ， 前 面 所 征 习 的 寻 影 平面 《空间 ) 应 该 叫 
WAS EE CEED o; CORRER YA CED 的 具体 模 
型 而 已 。 事 实 上 ， 在 射影 平面 【空间 》 E, AA DARD EH 
同 的 ， 不 在 在 无 穷 远 元 素 和 有 和 淄 远 元 素 的 区 别 。 严 格 地 刻 划 射 
影 平 面 (空间 ) 需要 借助 于 公理 法 ， 象 在 第 一 编 电 建 立 欧 氏 平 
面 那样 ， 我 们 将 在 4 里 简要 的 介绍 射影 几何 的 公理 。 这 样 作 
的 目的 ， 主 了 惨 是 为 了 直观 、 有 具体 。 因 此 本 书 基本 上 是 在 欧 氏 平 
面 基础 上 讨论 射影 几何 性 质 的 。 这 会 给 我 们 的 讨论 带 来 许多 注 
[E zák. 

现在 我 们 理 回 过 来 看 图 5。，1。 由 于 引进 了 无 穷 远 点 ， 僵 得 
平面 上 任何 两 条 直线 邵 丰 交 ， 直 线 a 上 的 4, 点 在 直线 a ERY 
出 影 就 是 无 穷 远 点 P-， 这 是 面 为 直线 54, 平 行 于 直线 ar ， 而 直 
Ba 上 的 无 穷 远 点 P. 在 直线 a 上 的 射影 是 点 A! ,这 是 因为 直 
线 4 上 的 无 穷 远 点 PP 也 是 直线 S4, 上 的 学 穷 这 点 ， 直 线 SP, 与 
直线 oa EP An K, AA a 与 直线 wr 在 以 5 为 中 心 的 中 
心 射影 下 建立 了 点 之 间 的 一 一 对 应 。 不 仅 如 此 ， 这 时 以 点 5 为 
中 心 的 线束 中 的 了 十 线 与 宜 线 9 上 的 点 《或 直线 a' 上 的 点 ) 也 建 
二 了 一 一 对 应 的 关系 ， 即 直线 5A， (或 直线 $A1) XW E A, 
(或 点 A.) . 这 两 个 对 应 是 我 们 以 后 要 着 重 讨论 的 一 维基 本 
形 间 的 一 种 遗 视 对 应 。 从 这 个 点 之 间 的 对 应 关系 中 还 可 以 奢 
iH, X. 226 A B| Pl 55 8 FRAL, 

如 后 把 无 劣 远 点 特殊 对 待 ， 以 无 闻 志 点 为 中 心 的 中 心 射影 
辟 蛮 成 了 平行 射影 ， 这 时 所 有 投射 线 卫 相 平 行 。 

在 射影 平面 上 ， 点 与 二 线 有 下 面 的 基本 结合 关系 ; 

《1) 属于 两 个 不 同 章 点 4 、 电 ,有 一 条 且 共有 一 条 直线 


Ë, 
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(2) 属于 两 条 不 同 的 直线 0 b ,有 一 个 且 只 有 一 个 点 
A. 
这 两 个 关系 是 显然 和 的。 Wm, W TIT UG FLS — A 
直线 ， 属 于 一 个 有 穷 远 点 和 一 个 无 穷 远 点 也 只 有 一 条 直线 :， 属 
于 两 个 无 穷 远 点 具有 一 条 无 穷 远 直 钱 ， 因 耳语 题 (1) yE 
立 。 其 次 ， 属 于 两 条 有 穷 远 喜 线 只 有 一 个 点 〔〈 有 穷 远 点 或 无 寡 
迁 点 ); 属 于 一 条 有 穷 远 直 线 和 一 条 无 穷 远 直线 上 的 扣 只 有 一 个 
无 穷 远 点 ， 平 面 上 没有 两 条 无 穷 远 喜 钱 的 情形 ， 因 摧 命 题 ( 2 ) 
也 成 立 ， 

关系 《2) 在 欧 下 平面 上 是 不 成 立 的 ， 因 为 两 条 平行 线 没 
有 公共 交感。 在 射影 平面 上 “平行 ”与 “相交 ”之 间 的 差别 消 
失 了 ， 点 和 直线 在 结合 关系 上 取得 了 对 等 的 地 位 。 这 荐 在 射影 
平面 上 存在 普 沉 对偶 关系 的 根据 . 

现在 我 们 来 看 看 射影 平面 上 点 与 直线 的 顺序 关系 . 

首先 。 射 影 直 线 是 封闭 的 ， 因 为 当 我 们 涪 着 通常 直线 的 两 
个 方 则 无 限 延 长 大， 最 终 必 相交 于 无 穷 远 点 ， 这 可 以 通过 下 面 
的 事实 来 说 明 ， 

MEAS. 2， 根 据 中 心 射影 法 ， 
对 于 直线 s 上 的 每 个 点 ,例如 点 
As FARR S MRHAR a MA 
A. KZ, HTRXS 的 每 条 直 
R, FPI 2 b, AER s 的 一 个 


点 卫 属 于 直线 口 。 因 此 ， 喜 线 s 的 Hosa 
点 与 线束 5S 的 直线 之 间 成 一 一 对 诺 (其 中 直线 s 的 点 P. 535 
R 相对 应 》， 


当 直 线 &@ 线 点 5 沿 某 个 方向 旋转 时 ， 则 和 直线 a 相对 应 的 
点 4 在 直线 s 上 沿 一 定 方向 移动 ， 如 果 直 线 o 绕 点 5 向 某 个 方 
向 旋转 180 " 回 到 原来 位 置 ， 则 对 应 点 4 应 沿 喜 线 s 按 一 个 确定 
芍 方 向 移动 回 到 原来 位 置 ， 由 此 看 出 射影 直线 是 封闭 的 ， 
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分 为 两 部 分 ， 恰 象 加 上 一 点 不 能 把 圆 分 为 两 部 分 一 样 。 
设 思 和 忆 是 射影 直线 上 的 不 同 二 点 ， 则 点 丰 和 CC 可 以 把 射 


影 直 线 分 为 两 部 分 ， 也 就 是 分 成 p. 
两 个 线段 ， 其 中 一 个 不 含 无 穷 远 wa 、 
点 P-， 另 一 个 含有 有 无穷 远 点 P. Y= Z 
(图 5 . 3) 。 为 了 区 BJ 两 个 线 BIS ,3 


段 ， 前 一 个 用 AC 玫 和 东 ， 后 一 个 用 AP. CR, 

在 欧 几 里 得 几何 里 ， 真 线 上 点 的 顺序 关系 是 用 “在 …… 之 
癌 ” 的 弛 念 来 表示 的 ， 如 果 点 财 属 于 线段 4B， 风 说 点 型 在 A 
与 B 之 闻 ， 但 在 射影 平面 上 ， 直 线 是 封闭 的 ，“ 在 …… 之 间 ” 
的 概念 失掉 意义 ， 而 用 分 障 概 念 来 代替 它 ， 

定义 设 及 、B、C、DD 是 一 直线 上 的 四 个 点 ， 如 果 点 对 
C 、 呈 属于 点 对 上 各 、 了 分 直线 应 成 的 两 个 不 同 线段 (图 5。3)， 
我 们 就 说 点 对 C、 了 分 隔 点 对 A 妨 、B。 并 且 用 下 面 记号 岩 示 : 


C D=<A H 
如 果 点 对 C、 吕 属于 点 对 A、 S | _ 
B 分 直线 所 成 的 两 个 线 毁 中 的 同 C 2 
一 个 {图 5*4) ， 则 说 点 对 CC 、 “ “€ D P 
DAWA, B . 并 下 示 为 : H5. 4 

C DA. B 


HEAR AURRERA pA Rar hp t RRELA. ki 
JK 2 ELI FR 2 35k ri B SR ESA RU BIP 38, ME 
可 以 有 两 个 不 同 的 顺序 关系 。 套 看 叶 非 工夫 著 《高 等 JL 何 》 
CEWRI, RAURA, LIMH), 

类 伏 直线 上 两 个 点 对 分 陋 的 概念 ， 可 以 建立 线束 里 两 个 直 
XA y C; 

因为 直线 s 的 点 和 线 东 孚 的 直线 之 问 可 以 建立 一 一 对 应 ， 
MERR SHEAR a 和 cc 把 织 束 8 也 分 为 两 部 分 ， 也 就 是 分 成 
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两 个 角 。 其 中 一 个 含有 一 确定 直线 了 ， 另 一 个 不 含 坦 线 p (Bi 
5，2) 。 前 一 个 用 Z(a,c) 表示 ,后 一 个 用 人 (ta,P,0) 表 示 ， 

设 a 、b、¢ 、 世 是 一 个 线束 里 的 四 条 不 同 移 直线， 和 如果 
直线 对 c 、d yp] F BE Sala. bh 
线束 的 两 个 不 同 的 角 里 “图 5，5》， 则 
说 直线 对 c 、d 分 隔 直线 对 @ 、5 并 表 
IRA: 

cd+a,hb 
WRERI c., d 同时 属于 直线 对 a， 图 5 。5 
b 分 线束 所 成 两 个 角 中 的 一 个 ， 则 说 直线 对 c 、a 不 分 隔 直 线 
对 a . b, 并 表示 为 ， 
c da, b 
点 对 与 直线 对 的 分 隔 性 都 是 相互 的 ， 也 种 是 如 果 
C.D+A. B 
则 也 有 
A B+C.D 
mE. WR 
cd+a,b 
册 世 有 
ab + c. d 

出 此 可 以 看 出 ， 如 果 从 一 三 3 向 分 隅 点 对 捞 射 直线 ， 则 得 
到 分 前 直线 对 + 如 果 用 意 线 截 分 隔 直线 对 ， 册 得 到 分 隔 点 对 ， 
也 就 是 说 ， 在 射影 平面 内 ， 可 以 根据 直线 上 点 的 顺序 关系 来 建 
立 对 应 线 东 里 直线 的 顺序 关系 . 

射影 平面 上 点 的 位 置 关 系 又 怎样 呢 ? 

我 们 已 知 一 条 直线 a 可 以 把 欧 几 里 得 平面 分 成 两 个 区 域 ， 
同一 区 域 里 的 任意 两 个 点 克 、C 连结 的 线段 与 下 线 & 不 相交 ， 
不 同 区 域 里 的 性 意 两 个 点 A 、B 连结 的 线段 与 直线 a 相交 (El 
5* 6) 。 得 在 射影 平面 上 的 一 条 直线 a 就 不 能 把 这 个 平面 分 成 
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两 个 区 域 ， 因 为 对 于 任何 两 点 4、B， 
mA E a 相交 。 事 实 上 ,直线 AB 
与 直线 4 只 有 一 个 交点 四 (图 5 + 7), 
所 以 连结 妃 、B 的 两 个 线段 AB 和 
AP.B 中 总 有 一 个 与 直线 4 不 相 交 ， 
例如 AP,.B 就 是 ， 

两 条 相交 直线 可 以 把 欧 氏 平面 分 
为 四 个 区 域 ， 但 两 条 射影 直线 只 能 把 
射影 平面 分 成 两 个 区 域 。 如 图 5，8 
旦 ，1 和 工 是 一 个 区 域 ， 2 和 2 En 
一 个 区 域 ， 因 为 1 和 1 或 2 和 2 中 的 
任何 两 点 起、B 都 可 连结 线段 不 与 
淹 限 9 、b 相交 ,但 如 果 妨 点 在 1 和 


1 区 域 ，B8 点 在 2 和 2 区 域 , 则 两 点 4、 


2, 


都 可 以 连结 一 条 号 


图 5 + 7 
B Ë 2% Ü Ë a Ek b AH 


三 条 不 交 于 同一 点 也 不 平行 的 直线 可 以 把 欧 几 里 得 平面 分 
域 七 个 区 域 ， 但 不 交 于 同一 点 的 三 条 射影 直线 只 能 把 射影 平面 
分 成 四 个 区 域 。 例 如 图 5，9 中 的 1 和 1 ，2 和 2，3 和 3,4, 四 
个 区 域 ， 每 个 区 域 的 任意 二 点 和、3 都 能 连结 线段 不 与 分 界 直 


图 5 ，8 


线 、5、，、c 相交 ， 而 不 同 区 域 的 两 点 过 结 线段 至 少 与 4a， 


b, c 33 Wi —38 H 22, 
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1-2 齐 次 点 坐标 

所 和 了 杏 线 的 概念 已 经 推广 了 ， 点 和 直线 的 代数 表示 也 要 和 随 
着 推广 才能 适应 需要 ， 推 广 的 关键 是 能 够 把 无 穷 远 点 和 普通 点 
一 样 用 坐标 表示 出 来 ， 并 人 象 解 耕 几何 那样 进行 代数 运算 .为 此 
我 们 引进 齐 次 坐标 。 首 先 讨论 齐 次 点 坐标 ， 


1 及 线 上 点 的 齐 次 坐标 Piah 
定义 ” 设 豆 线 上 已 建立 了 笛 卡 9 POD 
Wa (5.1 , WE E Hi E5" 10 
WEAK AH PA P HE 
x =o 
现在 性 取 两 涉 数 zx、 Kga 使 
ŽL =x,  x#0 


k. 


MAFAI C, x;) 叫做 点 P BJ — E FK E E E 
P(xi,x;), WE (xi, 0, 0,39 828 FE 3523736 8 P... BJ 3 kÆ 
Pn. MRRP x MUI a 已 的 一 维 非 齐 次 坐标 。 

根据 上 述 定 兴 ， 可 以 厦 出 ， 

不 同时 等 于 零 的 任何 两 个 数 x,，x:z 在 轴 上 确定 而 且 只 确定 
一 个 点 ，〈0 ，0 ) 不 能 确定 任何 点 ， 涯 点 口 的 齐 次 佳 标 为 
(0, x2)EB(0,1), 

当 p 是 不 等 于 零 的 任意 实数 时 ， 则 (pxi pd j (a, x:) 表示 
同一 个 点 ， 因 为 


这 就 是 说 一 个 点 的 齐 次 坐标 可 有 无 穷 多 种 表示 形式 . 

2 ”平面 上 点 的 齐 次 坐标 

定义 设 平 面 上 点 己 的 笛 卡 儿 肖 标 为 (xy)， 任 到 不 同时 
等 于 零 的 三 个 数 ， 使 
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x x 
一 一 = x, Z. = y, xs 天 了 
X3 Xa 


则 有 序数 组 (xi ,xxs) BH fW 5 PA U E CHE Wasi. WT 
TEP(Xi,X2,.X 3), Tü Cx,y)HU QK dk P ñ5 — 3EJ3E FE BE ia. 


规定 (xivxzs0) 为 以 -< = A 为 方向 系数 的 直线 上 无 穷 远 


ARJA REER. 
我 们 来 看 看 这 样 规定 的 合理 性 和 
意义 ; 
设 有 与 y 轴 不 平行 的 直线 c (图 
5 ，11》， 其 方程 为 
y= Ax+b (1) 
其 中 在 直角 坐标 系 中 4 = tg8 是 直线 ec 图 5 + 11 


. ~ B sim 
的 和 斜率， TE $S A E 2& rh À = zinao -gp AE EL AX C 的 方 [F] FA 
数 


其 中 6 表示 倾斜 角 ，@ 表示 两 坐标 轴 的 交角 

当 6 不 变 而 b 变动 时 ， 方 程 ( 1 ) 表 示 一 族 平行 线 。 取 族 中 
一 定 直线 。， 其 上 一 点 的 非 齐 次 坐标 为 xsjx+5)， 齐 次 从 
标 取 (x,1x+b,1) 或 《1,4+ 也 ,二 )。 当 PP 点 在 直线 c 上 两广 


ATEHER, x 应 准 趋 于 正 、 人 负 无 穷 大 ， 这 时 点 了 的 极限 是 
《1140)， 十 一 个 与 无 尖 的 是 数组， 因此 可 规定 它 是 以 


*z 
1 = 一 2 
X] 


为 方向 系数 的 直线 上 无 穷 远 点 的 齐 次 党 标 ， 

y 视 上 上 无穷 远 反 的 齐 次 坐标 为 (0,xXz;0) 或 (0,10) xH 
上 无 窃 远 点 的 齐 次 举 标 为 (x1,0,0) 或 (1,0,0); 尚 标 原点 的 坐 
标 为 (0,0,1)。 

当 p 为 不 等 于 零 的 实数 时 ，(pxiy PX23PX3) 与 《Xi;Xi,X3) 表 
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示 同 一 个 点 。 就 是 说 一 点 的 齐 次 党 标 可 以 有 无 限 多 fh E m JE 
式 ， 
3 ”直线 和 曲线 的 齐 次 坐标 方程 
是 在 齐 次 坐标 系 中 ， 一 已 知 直 线 的 方程 是 以 (xi ,xz 
Xs) 为 流动 成 的 齐 次 上 华 标 所 成 的 方程 ， 此 方程 能 够 且 仅 能 够 被 
该 直线 上 所 有 点 的 齐 次 侍 标 所 适合 。 则 这 个 方程 叫做 直线 的 齐 
次 坐标 方程 
可 以 证 明 ， 如 果 和 直线 的 非 齐 次 坐标 方程 是 
WX Wy+ u, = Ü (ul +u #0) 
I E B F RE A EE 
HiX + HX + axa = Ü 
K Fa SS RA, HHJ E 382. ERRE R 
次 华 标 方程 古 
WX + HX = Ü 
H 239 Eu S BJ hp iË n] An TE 5 96 E ER B FK Bé pn Jy fE J: 
x, = Ü 
38 LB Son FK s bn gasRiEE, An aE RER k a 
标 方 程 是 
MaX? + 2012Xy + Guy? + 20x + Zany + da = Ü 
则 齐 次 坐标 方程 是 
MX” + 2a aN NE + GAX + 2013X15X3 
+ 2G:3X5X3 + Gs3xX32 = Ü 
METRE, HERBIER a ka R E ERRER 
EH, REMI =, y= -时 代 换 方程 中 的 x,y 即 得 。 反 


和 过来， 从 有 穷 远 直线 的 齐 次 坐标 方程 也 局 样 可 以 求 出 其 非 齐 次 
坐标 方程 ， 这 只 要 用 第 三 个 坐标 xs 去 除 x 和 xs 就 行 了 ， 

例如 ， 一 成 的 齐 次 垦 标 为 (3,2,3)， 则 人 1, 外) 是 其 非 齐 次 尚 
Me CARERE KE NA 
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2x+ by-—1 = Ü 
M 3 226 tn y PE 29 


2. +5-<2 -1=0 
Xa Xa 


Bi 2x + 5X2 — xa = Ü 
mR HRH FK 6 ba r EE 
3: + Bx; + ba = Ü 


则 它 的 非 章 次 坐标 方程 可 与 成 下 式 : 


3 46 +5=0 
Xy Ka 


其 3x+ 6y+5=0 
4 和 齐 次 坐标 的 简单 记 法 和 应 用 
为 了 使 用 方便 ， 今后 常 将 点 (XxX),X2,X4)、 CAA) ee 
PI IEX, A, cee, B 
Á = (X1i,X2,X3), A= (M,a, 03), "se... 

(注意 ， 有 的 书 里 也 将 点 (xi xi,xs)、(al ,aiycsl、…… 简 记 作 
x, Ga, ee, ËR) x= (xi,X;,X3), 本 书 有 
时 也 采用 这 种 记 法 ，) 这 种 记 法 有 许多 好 处 ， 我 们 可 以 类 个 疝 
BRAH RN FEANEN. 

(1) 类似 向 量 数量 积 ， 定 义 A.'B (Rab) 为 
A'B=ajb +ab + asb, = Y'a,b, 

显然 
六 :B= B'A (EZH) 

HA aE X, ERRI RERI EA 
Qh Xi + Xr+ Gaxs = Ü 

可 以 简 记 作 

A-X = 0 

(2) 类 似 向 量 积 ， 定 义 
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üz "| üa (H dl |) 
b; bal, Iba bi b, b; 
= —(Bx A) (5 < 1) 
ABAE, AXB 正好 是 直线 
fis GX + QX + GsX3 = Ü 
ly bix, + Bixa + Baxa = Ü 
(BBA. X =0, B.X=0) ZAE. 


AxB=( 


3 


(3) 定义 
m d, ds 
|A,B,C| = Ib b; ps (5 + 2) 
ir É; C3 
容易 推出 下 式 
X, X, Xs 
IX. A,B] sla, as as [= 0 
b, b: bs 
正好 是 过 商 点 4 ,如 的 直线 方程 
C4》 定义 


LA +mB = (lai + mb la; + mba, las + mba) 
(其 中 i, mb xA., H ASHPIBPHESR FZ) ， 

我 们 来 证 明 , AC =A -+ mB ERSA BH YER AB EHA, 
BBA. B CHR., Miik, WE CEAR AB EIL— A, MÈS 
C=1A+mB HEA. 

证 期 如 下 : 

如 果 点 C 可 以 表示 为 I[& + m8 的 形式 ， 即 点 C 的 坐标 为 


C = (la + mb la; + mb [as + mba) 


由 此 可 以 算出 | 
TET (tx di 
b: Pa ba = Ü) 


lait mb la+ mb; los +t mb; 
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AK BH ACE A.B 连结 的 宜 线 AB 上 ， 
反 过 米 ， 设 C 为 A,B 连 线 上 的 一 点 ， 则 


G b; Ci 
n; b; cl =0 
(15 bb; Ca 
由 行列 式 理论 此 有 m n SARRERA IE. mE 
lat i b TH =0 (i=1,2,3) 


HAH +o GIRE = 0,07 #0 HI +0, m = 0; 
Ú = 0, m0. ik= AREE EATE, AE n E0, 
其 次 可 同 理 证 明 U =0, m E, WA 


最 后 得 
c; =la; + mb, 
因此 点 C 可 以 写作 14A + mB， 其 中 1,m 不 同时 为 零 ， 

这 一 事实 说 明 1A + mB 当 hm 是 不 同时 等 于 零 的 实数 时 ， 
ERRAR AB 上 任意 点 的 坐标 ， 也 就 是 我 们 下 面 将 村 讲 的 后 
列 的 代数 表示 。 

从 上 面 的 扒 寻 中 还 可 以 得 出 ， 三 个 不 同 点 及, B,C 共 线 的 充 
ARE 

JA, B,C| =0 
BI 求 直线 x-~37+4=0 上 无 穷 远 点 的 坐标 ， 
E ”首先 将 已 知 直 线 方程 化 成 和 参 次 伙 标 方程 
Xí — 2x + 4X3 = D 

这 条 直线 与 无 窃 远 直线 x = 0 移交 点 即 为 所 求 的 无 穷 远 点 ， 

因此 解 方 程 组 
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Ja ~ 3x; + jx; = Ü 
X = Ü 


Jt EAEI A 


(| | |4 l| h pi 
0 lb li ọb .0 Ü 
邵 所 求 的 无 穷 远 点 的 坐标 为 (- 3, —1,0). 
例 2 已 知 不 共 线 的 三 点 4.B,C， 求 证 平面 上 不 同 三 点 ， 
L A+m, B+n, C (i=1,2,3,1 , m,n 不 同时 等 于 零 ，) HR 
的 充 要 条 性 为 
tl Mai Mi 
l; Mı m| = O 
ho ms h 
E ”如 果 平面 上 莽 人 不 同 点 1 + 及 ;了 BTHC jik, Bj DA 
存在 三 个 不 全 为 零 的 实数 p,q9、r 使 
PLA + ma, B +n C +attAt B + n C) 
+r(Ds A + msB +C) = 0 (1) 
即 
(pl + qh; + rl) A + (Din: + ga; + rm) H 
+ (pi + qiz + Yhy)C = 0 
HAZRA BCTH, MUDA 
Pihi + ql; + rls =: O 
prit gt + rimas = Ü ( 2) 
Dt (h> + r = Ü 
但 p,q.r 不 全 为 堆 ， 央 此 
ll Hi M 
ty Mz haz|=0 C39} 
ly M3 Ma 
反 过 来 ， 如 果 已 知 上 述 行列 式 3 和 等于零， 则 方程 组 
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(2) 有 非 零 解 ， 即 存在 三 个 不 多 为 零 的 数 p,gr 满 足 51)， 
从 而 三 点 1, A+ m. B+n,C(i= 1,2,3) 共 线 . 
5 “射影 平面 的 模型 
为 了 理解 齐 次 坐标 和 上 面 定 义 的 一 些 符号 ， 我 们 给 出 射影 
给 定 一 空间 直角 坐标 系 [ 口 ;XI 
XJ (图 5 : 12) , 
规定 ， 过 原点 口 的 每 条 直线 叫做 
“里 影 点 ”, 过 寂 点 口 的 每 个 平面 叫做 
“射影 直线 ”， ER “HR 
“点 ”全 体 构 成 的 集合 叫做 “射影 平 
面 ?”. 
可 以 验证 这 是 一 个 射影 平面 的 模型 ， 
(1) 命题 ，“ 两 “点 ”决定 一 条 “直线 ””: “两 “ 直 
线 ! 交 于 一 “把”” 痢 成 立 . 
实际 上 上， 在 空间 里 过 原点 OR Et AA EAR E P PA KA 
口 的 平面 URAMA ORP T E Wa GETAR A O 的 一 条 下 
线 ， 
(2) 在 射影 平 而 内 每 一 点 的 齐 次 坐标 有 无 数 种 表示 形 
式 ， 它 们 可 以 写成 (px pxa px KP p 的 取 值 范围 是 不 为 
零 的 所 有 实数 。 而 在 空间 里 , AMERRE p, Xs Pxay DXs ) 
都 表示 一 个 点 EPO = (0,0,0)), 这 些 点 的 集合 正好 是 以 (x 
Xa Xa) 为 RAHE A 妃 的 一 条 下 线 ， 
(3) 射影 平面 上 齐 次 坐标 方程 
HXi T HX: + HX = Ó 
表示 一 条 直线 。 和 而 在 空间 坐标 系 CO: XKX) 中 ， 它 正好 表示 
过 原点 OO 的 一 个 平 而 ， 其 法 问 量 是 = (uv, u is). 
根据 上 述 理由 ， 上 面 所 建立 的 模型 满足 齐 次 尝 标 所 表示 的 
射影 平面 上 点 和 豆 线 所 具有 的 综合 关系 。 
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我 们 再 进一步 看 以 下 两 个 问题 的 解释 : 
(4) 在 射影 平面 上 ， 过 两 全 齐 次 坐标 的 扎 A = (ay as, 
ria ), B = (Dis ba, bs) 的 站 加 方程 为 


| 
| _ |: al 
IX, A, B| = ja G, üs | 
bp bs 
bi b. bs 
Cs d ai d2 
i xa 一 总 
ba bi b, b 


它 在 空间 坐标 系 (OXXX 中 表示 一 个 过 原点 口 的 平面 ， 其 
法 癌 量 为 

n=( Qa da ða Gai | N lz 

b; b b, Pi b: b; 

(5) #E3T3Sp E ISI E 55 3FK2E PRO BJ 88 PL 227 Bi 28 


aX + AX; + QsX3s = Ü 


)=AxB 


3 


bx + baxa + Baxa = 0 
EIRE C BJ 25 PF 2J 
a: Us (is Hi d:i ws 


c=[ oe bl Pla bl |b, i) 
mE BERR [OQO;XKIXsX3] 里 ， 两 人 方程 表示 过 原点 ORF 
而 ， 其 法 回 量 分 别 为 

A = {qa ün a), B= (bi, ba Ba) 


, 3 


Bi AxB=C'- C 


5 p ERTI PHREN, 1C - (se Lez, Jo Jm 
过 原点 以 C= (ew cs c3) 为 方 疗 问 量 的 一 条 直线 . 
(4) 、《5) 用 模型 中 的 “点 ”和 “直线 ”对 射影 平面 
上 的 点 和 直线 的 两 个 基本 结合 关系 给 出 了 解释 ， 
综 上 所 述 ， 我 们 给 出 了 射影 平面 的 一 个 空间 模型 ， 同 时 对 
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齐 次 堂 标 和 符号 AB, AxB 的 意义 也 通过 模型 给 出 解释 。 齐 
次 坐标 揭 点 X = (xi, xy, xs) 可 以 看 成 三 维 空 间 里 的 一 修 轿 重 ， 
而 4'B 和 4x 了 可 以 看 玻 三 维 空间 里 的 两 个 向 量 的 数量 积 和 癌 
量 积 . 今后 我 们 在 不 致 渴 清 的 情况 下 就 这 样 来 理解 齐 次 坐标 和 
问 量 的 关系 ， 这 将 维 我 们 带 来 很 大 的 方便 ， 

现在 已 原 点 口 为 中 心 ， 以 定 长 ? 为 半径 作 一 半球 ， 然 后 以 
球 心 O 为 射影 中 心 ， 将 空间 过 原点 怠 的 所 有 直线 和 平面 ， 中 心 
射影 到 半球 面 上 去 。 除了 半球 底 贺 面 所 在 的 平面 ， 过 点 0 的 二 
线 在 半球 而 得 出 两 个 投影 点 A 和 4 ， 它 们 成 对 径 点 〈 和 直径 的 
两 个 端点 ) 外 ,其 余 过 点 DO 的 和 直线 在 半球 面 都 得 出 唯一 一 个 投影 
点 ; 而 每 个 过 原点 0 的 平面 在 半球 而 上 的 投影 ， 除 半球 贺 面 所 
在 平 而 的 投影 是 一 个 大 略 外 ， 其 党 Ç 
PARRE aE eo K W, EAA 
半球 回 面 上 的 对 径 品 (图 5。13). 

如 果 我 们 把 半球 图 面 上 的 每 一 对 对 

BAA, A RERA AA, M z 

球面 上 的 点 与 过 原点 O 的 直线 就 成 图 5，13 

一 一 对 诺 ， 半 球 而 上 的 类 大 阅 弛 与 过 原点 0 的 平 而 成 一 一 对 
应 。 因 此 可 以 把 半球 面 上 这 种 点 (其 中 对 径 点 看 成 同一 点 ) 
当 作 射影 平面 的 “三 ”， 把 学 球面 上 这 样 的 半 大 网 弧 当 作 “ 轴 
影 直线 ”， 这 样 我 们 就 得 到 射影 平 而 的 第 二 个 模型 (图 5。13) . 
从 这 个 模型 出 发 ， 可 得 到 在 扼 埋 备 中 常用 的 模型 ， 即 把 半球 而 
上 的 点 垂直 投影 到 圆 面 OAB 上 〈 图 5，13》 ， 在 这 个 区 面 上 把 
直径 的 端点 看 成 一 个 点 ， 则 这 些 点 和 国内 的 点 构成 射影 平面 . 
结合 前 面 的 模型 请 读者 想象 一 下 射影 百 线 是 什么 样子 。 

注 ， 由 齐 次 举 标 揭 启 发 ， 我 们 可 以 按 下 面 的 方式 建立 射影 
平面 。 设 了 是 所 有 三 元 实数 组 (x;, x; xa) 构 成 的 集合 。 在 了 中 
引进 一 个 关系 : (Xr Xz, Xl Yn Ya YA HA ix = Ayp = 
Aya, Xs = 4393， 其 中 为 非 零 实 数 。， 显然 这 征 一 个 等 价 关 系 ， 
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现在 用 E(x x; ADIER (Xi, XX%3) 所 在 的 等 价 类 ， 则 我 们 把 除 
J 了 (0.0,0) 所 在 的 每 价 类 以 站 的 等 价 类 集合 叫做 射影 平面 ， 而 
每 个 守 价 类 叫做 点 。 射 影 平 面 上 药 直 线 是 满足 方程 

NL + aX + Hag 
的 成 集合 ， 共 中 ,不 全 为 零 ， 

这 桂 ， 我 们 就 全 然 不 依 束 于 欧 氏 平面 而 建立 起 射影 平 而 ， 
在 这 样 定义 的 射影 平 测 上 ， 诸 如 点 与 点 之 间 的 距离 、 角 度 、 图 
形 有 的 面积 、 平 行 性 等 等 都 变 成 没有 意义 的 了 ， 

1.3 REF 

过 去 我 们 学 过 的 初等 也 和 何 及 解析 几何 是 属于 点 几 和 馈 的 范 
围 。 拟 几何 的 主要 观点 是 把 点 看 成 基本 的 元 素 ， 把 直线 、 曙 线 
学 图 形 都 看 成 是 点 的 集合 (EE) 。 在 点 几何 里 对 于 点 引进 坐 
妹 ， 直 线 ， 册 线 等 都 看 成 点 的 雪 迹 而 建立 它们 的 方程 。 

同 标 地 ， 也 可 以 把 直线 看 成 是 几何 的 基本 元 素来 建立 直线 
几何 学 ， 而 把 点 看 成 是 由 一 束 直 线 构成 的 图 形 ， 把 曲线 看 成 是 
一 族 直 钱 的 包 络 ， 在 线 凡 何 里 ， 对 于 直线 引进 坐标 ， 点 、 曲 线 
则 看 成 是 直线 的 包 络 而 建立 它们 的 方程 ， 为 此 我 们 首先 讨论 对 
于 直线 引进 坐标 的 问题 ， 

1 平 而 上 直线 药 非 齐 次 线 党 标 和 齐 次 线 坐 标 

在 平面 解析 几何 里 ， 直 线 的 方程 一 般 可 以 写成 

i: Ax+ By+ C = 0 

# 1 Ph AO, M|) C=#0， 方 程 可 以 化 成 常数 项 为 1 的 形 

式 ， 即 ， 


HX- y+1=0 
其 中 4= 公 ， y= 全 ,这 各 形式 可 以 建立 不 过 原点 O 的 直线 与 
有 序数 组 (1 y) 之 问 的 一 一 对 应 ， 


EX 一 直线 ux +vy+1=0 的 流动 坐标 系数 组 iw,vY)， 昌 
数 这 一 直线 的 非 齐 次 线 坐 标 。 记 作 Tn,v). 
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按 这 一 定义 ， 过 原点 0 WERTERA 0, ， 所 以 这 类 
直线 没有 线 坐 标 ， 

在 出 影 几 人 简 时 为 了 充分 利用 对 偶 原 则 ， 以 及 简化 论述 的 过 
程 ， 常 常 同时 使 用 点 坐标 和 线 举 标 ， 点 坐标 与 线 举 标 有 如 下 的 
关系 ; 

定理 5。1 点 (xo, ys) fE PL SR (u,v) 上 的 充 要 条 忻 是 

Uxo+ yo 1 = 0 

PBK SF 50 2815, 

EX TAAA REE 《由 作为 流动 坐标 所 构成 
的 方程， 此 方程 能 够 且 仅 能 够 记过 该 点 的 直线 举 标 所 适合 ， 

这 个 定义 的 几何 意义 是 :在 线 几 和 督 果 ， 一 点 被 看 成 是 一 东 
百 线 的 集 人 台 ， 这 与 点 几何 里 一 直线 被 看 成 是 一 系列 点 的 混合 ， 
形成 对 侦 关 系 GHARG HHO 

根据 定义 和 定理 5。1， 如 果 (xa y) 不 是 原点 ， 则 这 一 点 
的 方程 是 

Xo + Voy + ] = Ü 

显然 ， 以 (tu, VY) A AKPABU B Sa KASE. Baphia, Jë 
合 这 一 方程 的 直线 其 线 坐 标 为 (uv), (实际 上 ， 该 方程 崇 示 
一 个 过 点 (xn ya) 的 线束 ) , 

过 原点 怠 的 直线 没有 非 齐 次 线 坐 标 ， 这 是 一 个 缺 父 ， 为 此 
我 们 引进 齐 次 线 坐 标 来 加 以 弥补 。 

定义 ” 设 平 面 上 任意 一 直线 工 的 齐 次 线 坐 标 为 y), {E 
取 三 个 不 同时 为 零 的 数 Hints, t 


Hi H : 
Hio zu, — Qy, uto 
tt; Ha 


则 有 序数 组 (uv u, a) 只 做 该 直线 的 齐 次 线 坐 标 。 记 作 Ln, 
Hl us) EF h = (Hi, tts, Wa 2, 

显然 ， 当 p 是 不 等 于 零 的 任意 实数 时 ， 数 组 Cpu, Pla pus) 
HERH h, Ha Mi}, 


. fdd + 


(0,0,0) 不 是 任何 直线 的 坐标 ， 
因为 以 (un,*Y) 为 线 坐 标的 直线 其 点 坐标 方程 为 
HX Vy+1= 少 
BË PF K 2 Ep 5 EN 
HX: + YX; + Xs = Ü 
PE, BAIRR PR G tnu) HERRER, Emek 
程 为 
HX + Hay + w= 0 
或 齐 次 坐标 方程 为 
Hix + Hax T HiX > Ü 


我 们 看 出 ， 当 ws= 0 时 ， 这 条 直线 必 通 过 原点 0O。 因 此 ， 规 定 
(us tws0) 是 过 原点 0 且 以 局 一 为 方向 系数 的 直线 的 齐 次 线 举 


标 。 
因为 无 穷 远 百 钱 的 点 坐标 方程 是 =0, 它 可 以 写成 
O x + OX; + X, = Ü 
Wik, W0, 0, DEAR BEHER FRR pa, PPE, (1， 
0, AICO, 1, O4 2| E: y 轴 和 和 * 轴 的 齐 次 线 坐 标 ， 
2 一 点 的 齐 次 钱 坐 标 方 程 
定义 一 已 知 点 的 齐 次 线 坐 标 方 程 是 以 {wiy Wz, us) 为 流动 
ME PAP ARBIA AE, J kaa B IV 6689 bk W plik K 8 B Su BU 20 
上 坐标 所 满足 ， 
根据 定义 ， 一 点 4= (Gi, as Gs) 的 线 坐 标 方程 为 
Gilt + Galt: + tts = Ü (5. 3) 
反 过 来 ， 以 流动 坐标 Wi、Wz,it3 所 组 成 的 一 次 方程 
GIH T aa + aHa = Ü 
PERT, HARRIN (a, as, G). 
例如 ,直线 3x t 2x; 一 3xs= 人 0 的 齐 次 强 众 标 为 (3, 2, — 3), 
— A (3, 2, — 3) 的 线 坐 标 方程 为 
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SH1 + 2H2 — 315 = Ü ; 
其 中 ti un u JED DETR. 
例 1 CRA = (a, än 60) 和 B= Cbr bn bs) ERR FR SE p. 
解 ” 过 两 点 A, B 的 卫 线 方程 为 


| X, A. B | = Ü 
其 中 A=, ay (3), B = (b;, b; bs). 也 就 是 
d: d3 Ha H fi iT 
l xL = Q 
b; Ps b; b: bi b; 
B; ARREA 
| dz (a (s di A ü: ) 
b, b; | bs hi j b. b; 


或 写成 u= AxB. 
例 2 求 连结 一 点 (1 2, 一 了 与 二 直线 (2, 1,3) 和 (1, — 1, 
PERAH. 
E 直线 (2,1,3) 及 (1 - 10) 的 点 坐标 方程 分 别 为 
人 
Xi- X= 0 
EH Pet RIBER BAA EmA, 1, - 1). 
榴 后 求 出 两 点 (1, 2, -1) 与 (1,1, -1) 记 连结 和 的 直线 方程 为 


Xl X, X% 
I 2 一 
1 1 -i 
HEIA, 0,1). 

例 3 Rj) IE A BJ BO L 3 A ANR E. 

EO Ji RA. À J B 2k L, RAA DS AA BJ FK KA S bA 29 
(1, k,0), BB. Q< 5 BU F RREH EE 

Hi + At = Ü 

当 mwt, MARERA 县 方向 系数 是 和 的 直线 作 流 动 直 
线 ， 则 这 一 点 的 非 齐 次 线 坐 标 方 程 是 


t + Av = Ü 


=Ü, EH x, + xs = Ü 
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1.4 SSC ER 

在 射影 平面 上 引入 复元 素 后 ， 就 扩充 成 为 复 射影 平面 。 在 
这 个 平面 上 本 仪 消除 了 有 穷 和 无 穷 的 差别 〈 这 是 因为 引入 无 穷 
ERMID ， 面 且 也 消除 了 虚 与 实 的 差别 、 例 如 ， 当 
我 们 求 吉 名 与 二 次 曲线 的 记 点 时 ， 人 代数 上 用 消 元 法 解 出 单一 变 
数 的 二 次 方程 ， 这 个 方程 荐 有 两 个 不 等 实 根 ， 恒 标志 直线 与 二 
次 曲线 相交 ; 有 等 根 时 ， 人 恒 标 志 直 线 切 于 曲线 #; 无 实 根 【〈 即 有 
MAHIR 时， 便 标志 两 者 无 公共 后 。 

l HA BES 

定义 ” 设 有 一 对 有 序 复数 

x=x tix", y=y +iy" 

如 果 关 和 ?都 是 实数 ， 则 称 (x% ?) 为 实 点 的 坐标 。 知 藉 和 ?中 
至 少 有 一 个 是 虚数 ， 则 称 yR. 3 PLE E FASE 
称 复 点 。 同样 可 以 引进 复 点 的 齐 次 光 标 ， 即 毁 果 


r = ——,. X, == Ü) 


MER X, X.) 为 一 复 点 的 齐 次 坐标 ， 

运用 非 齐 次 坐标 表示 点 时 ， 上 坐标 为 虚数 ， 该 后 就 是 虞 乓 ， 
运用 齐 次 坐标 表示 一 点 时 ， 重 要 的 不 是 这 些 尝 标本 刁 ， 而 是 它 
们 相互 的 比值 ， 因 此 ， 当 坐标 为 虚数 时 ， 仍 可 表示 实 点 。 例 如 
C2i,0, 4 让 和 (2 -2i 0,4-40), WAM, PAM- 2i R 
A AER G2) ERDERA — TE. BE, AFRE 3 
ERA, HHA Xxxh E H 
— 
X ` 
是 实数 还 是 虑 数 来 确定 该 点 赴 实 点 还 是 虚 点 。 

a0, Mexxa 0) 为 一 无 穷 远 复 点 ， 其 虚实 性 取决 于 
HATER A xz 之 比 是 虚 还 是 实 ， 

类 侯 地 ， 可 以 用 线 坐 标 来 定义 复 直 线 。 


X 
X = 光一 一 一 xs 天 二 
X3 
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EX 设 有 一 对 有 序 复数 

HW=H 十 部 ”和 = + iy” 
如 果 妇 和 vv 都 是 实数 ， 则 称 《tw 站 为 一 实 直线 

HX A Py + 1 = Ü 
的 非 齐 次 线 坐 标 ， 若 上 & fü abi E 3, MUSE G, A 
形 如 ( 1 ) 式 的 虚 直 线 的 非 齐 次 线 坐 标 ， 实 直线 和 虚 直 线 统称 复 
直线 。 用 齐 次 线 坐 标 表示 复 直 线 时 ， 规 定 (un t us) NHR 

HXi + HX; + Ha% = Ü 
KRÆ pn HESTE H tef 


Hi H > 
H = — a Y= —— y Ha% Ü 
H3 Ha 


中 由 和 YY 至 少 有 一 为 虚数 或 全 为 实数 米 决 定 。 

引进 了 复 点 和 复 直 线 的 射影 平面 称 为 复 射影 平面 . 在 复 射 
影 平 面 上 ， 虚 元 素 和 实 元 素 处 于 同等 的 地 位。 

同样 可 以 在 复 射 影 平 面 上 建立 直线 的 线 坐 标 和 点 的 线 坐 标 
方程 ， 

例 1 求 直 线 (2,t1 3 -4 上 的 实 点 。 

解 ” 衫 据 钱 坐标 的 定义 ， 这 一 直线 的 点 坐标 方程 是 

2x i+ iX, + (3 — 4i)xs=0 (1) 
谈 其 上 实 点 为 (au a; aa), ME W R. 8 ( 1), 有 


201 + iq: + (3 — 4ijdas = Ü 


BH 20: 十 3da + (G, — dazji = Ó 
因此 {> Ja, + 3a, = 0 
— 4a = Ü 


fz, 2 a=2, lhla,= 8, a= —3, 所 家 的 实感 为 (~ 3, 8, 2). 
例 2 求 过 点 (1, -i OHER. 
W 根据 定义 ， 这 一 点 的 线 坐标 方程 为 
Hiit; Ü 


过 该 点 的 实 直 线 坐 标 应 为 《0, 0,43》， 化 成 点 各 方程 即 为 
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Xs = Ü, 

2 AWELE 

EX MẸ (a, ez q |) 为 一 点 (或 直线 ) 的 座次 A 标 ， 
(ai ,na ,93 ) 为 男 一 点 (或 直线 ) 的 齐 次 坐标 , 而 ai .aa .as 分 别 是 
andant BU JES e ky. MEZA (或 直线 》 岂 做 共 谣 自 点 (或 
E 22) . 

TE JG 3 < BJ3S FRANKA: 

定理 5。 2 ” 若 复 点 * 在 复 直 线 ww 上 ， 则 的 共 轿 复 点 * 世 
fE u BJ aS rR u 上， 

证 明 H OFIRI A x HHR u ph er, Wuex= 0 或 

HXi TuX; L Waxs = Ü 


B 9 OE ga 5 22. MJ 


HXi + HX: + XO = Ü 


Ep Hi" Xit Mar Xa+ ar Xa- 0 
此 式 表 明 点 * 在 直线 ww 上 ， 

定理 5， 3 一 对 共 固 复 点 的 连 线 是 实 喜 线 ， 

证 明 设 A 和 和 及 是 一 对 共 辐 复 点 ， 且 其 连 线 为 。 根据 定 
理 5，2, 因为 点 4 在 直线 妈 上 , 则 点 六 的 共 辊 复 点 轨 必 在 4 的 共 
Wu Hou E, KHA ACHRE, MARI E A BJ3ESEE 5 A 
在 直线 tt 上， 可 见 直 线 & 与 直线 以 是 同一 条 直线 。 一 条 复 直 线 
与 它 的 共 罗 复 直线 重合 时 ， 必 是 一 条 实 直线 ， 因 为 两 直线 tt 和 
zz 重合， 它们 的 齐 次 坐标 成 比例 ， 即 

HW _ Me _ Hs 


由 此 推出 
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+E AETHERE A, bo Sak, UAE u 的 非 齐 次 
坐标 一 二 和 一 一 为 实数 ， 即 芋 是 实 直线 ， 


Hi3 


j3 RÆDER +i2-41) (1-4 2+i, DAA 
线 方 程 。 

t ”所 求 方程 为 
AI Bag A3 
]+i 2-i 1 
l-i 2+I£ 1 


=: Ü 


EJ Xr+ X; 3X3 = Ü 
这 是 -一 条 实 直 线 ， 

定理 5. 4 在 一 条 虚 和 直线 上 仅 有 一 个 实感 ， 过 一 开 操 仅 有 
一 条 实 直线 . | 

证 明 WA- 3 B BL 28, EAKA 32 HRH dt su dë E 
ZA BJ AE A. SE — 2 M FL 21 E 8 — RRMA PARAE 
在 的 ， 假 如 此 虚 直 线 上 还 有 另 一 个 实 反 ， 则 两 实 点 连结 的 直线 
为 实 直 线 ， 这 与 已 知 矛 盾 ， 所 以 每 一 条 虚 直 线 上 羽 有 一 个 实 
FA. 

hk — F B SA Pr — Ei E AARAA ER, 
OMS A. RAP d EE SS AARE, WENNE 
点 为 一 实 点 ， 这 与 已 知 点 是 虚 点 矛盾 ， 

1. 5 射影 平 宙 上 的 对 偶 原则 

对 由 源 则 古 射 影 几 何 里 亡 具 有 的 重要 原理 和 方法 。 

1 对偶 图 形 

定义 “点 ”与 “直线 ”叫做 平面 上 上 的 对 偶 元 素 ， 

定义 “过 一 点 作 一 直线 ”与 “在 一 直线 上 取 一 点 ” 冲 散 
HREH. 

根据 定义 ，“ 过 一 点 作 两 直线 ”与 “在 一 直线 上 取 两 点 ” 
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E BERTA” 5 STA Ya N S” SAU RE XH OB E 
算 ， 

EX ” 设 有 点 、 直 线 所 组 成 的 一 个 图 形 ， 将 此 图 形 中 的 各 
元 未 改 为 它 的 对 偶 元 未 ， 各 运算 改 为 它 的 对 偶 运 算 ， 其 结果 则 
得 到 另 一 图 形 ， 把 这 两 个 图 形 叫 敌对 侦 图 形 ， 

下 面 举 一 些 对 侦 图 形 的 例子 . 

在 射影 几何 里 ， 所 有 的 几何 图 形 都 是 由 所 谓 基本 形 构 成 
的 ， 这 些 基 本 形 按 它们 所 含 元 妹 的 所 在 范围 不 同 分 为 以 下 几 
种 : 

(1) 点 列 一 一 属于 一 条 坦 线 s 的 所 有 点 4.B.C、…… 的 
集合 ， 直 线 s 叫做 点 列 的 底 。 点 列 用 下 面 的 记号 表示 ， 


(2) 线 东 一 一 一 个 平面 上 属于 一 个 氮 S 的 所 有 直线 ab、 
eee HRA. A S 叫做 钱 束 的 中 心 。 线 束 用 下 面 的 记号 表 


$ia, b, g, w+- ) 
(3) 点 场 一 一 属于 一 个 平面 名 葛 所 有 虑 A,B,C, eA 
合 ， 平 曾 % 叫 艇 点 场 的 底 ， 上 操场 表 示 为 ， 


(4) 线 场 一 一 属于 一 个 平面 名 的 所 有 直线 a ,58、c、…… 的 

EO., EHan fRA. RERA: 
old, b, C, aranan } 

MF- RRR EEEE, Aa aa a — H 3: k 
形 . 

根据 对 侦 图 形 的 定义 可 知 ， (1) 5 (2), (3) 与 (4》 
是 对 侦 图 形 . 

由 点 和 直线 组 成 的 图 形 叫 做 平面 形 ， 平 看 形 有 “简单 2 和 
TE” za., 其 定 文 如 下 : 

HEFE (AA ERER) 
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由 天 个 无 三 个 共 线 的 点 | 由 nn 条 无 三 条 共 点 的 直 
l 


及 它们 两 两 依次 的 连 线 所 成 线 及 它们 两 两 依次 的 交点 所 

的 平面 形 叫 做 简单 * 点 形 成 的 平面 形 叫 做 简单 线形 

Cn 角形) 。 这 + 个 点 叫 慌 Cn 边 形 ) 。 这 条 直线 叫 

项 点，2 条 连 线 叫做 边 ， R, n 48258 m] 8 TE 5. 
完全 平面 形 

Hnn EZ ARES H n £ = 33: RJ Pt 


及 它们 所 有 两 个 点 的 连 线 所 线 玉 它们 所 有 两 条 直线 的 变 
RRUFE E n A AA RRIP BUDE pi EE n 


形 ， 这 万 个 点 叫做 顶点 ， 线形 。 这 条 直线 叫做 边 ， 
ARL) 条 直线 叫做 边 . 2 一 1 个 交点 叫做 顶点 . 


图 5。14 是 简单 三 点 形 和 简单 三 线形 ， 它 让 与 完全 三 点 形 
和 完全 三 线形 的 形状 完全 相同 ， 


图 8。14 


E5, 15550 EAE 4BCD 与 简单 四 线形 abed, AEE 
的 备 和 名称 是 ; 

四 个 顶点 A,B,C,D， 四 条 边 : abed, 

四 条 边 : AB.BC.CD. | 四 个 顶点 ，(ab}y, (bc). 
DA. | (cd), (da), 

连 线 AC.BD MIRID | 交点 (ac), (bd) 则 机 对 边 点 
线 (或 对 角 线 ) ， | Cab) žm a 5 b 的 交点 ]， 

图 5，16 是 完全 四 点 形 ABCD 和 完全 四 线形 obci, AEE 
各 和 名称 是 ， 
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mA: A,B,C, D. 

六 条 边 : AB. AC, AD, 
BC.BD.CD. 

没有 公共 顶点 的 两 条 过 
mA, AZA: AB 与 
CD. ADSBC, ACS BD, 

= x] X| 3⁄1 BJ AE yà HI g Rt 
边 点 。 有 二 个 : L. M. N. 
LMN 是 对 边 三 点 形 ， 

对 边 点 的 连 线 纠 刁 对 角 
线 。 有 三 条 ; LM. MN.NL. 


2 ”对偶 命题 


图 5 ,16 


M: abed, 

六 个 顶点 ， (ab), (ac), 
(ad), (hey (bd), (cd), 

没有 公共 边 的 两 个 顶点 
四 敌对 顶点 ， 有 三 对 ;， (ab) 
Ej (ed), (ad) (be), (ac) 
5 (bd), 

三 对 对 顶点 的 连 钱 叫做 
HMR., GZA: L. mn. 
imn 是 对 顶 三 线形 。 

对 项 线 的 交点 吗 做 对 角 
m, Z4; (Im), (mmn), 
(nl), 


EX ” 设 由 点 、 直 钱 记 构成 的 一 个 命题 ， 如 果 命 题 中 的 各 
元 素 改 为 它 的 对 候 元 素 ， 各 运算 改 为 它 的 对 但 运算， 结果 形成 
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另 一 个 命题 ， 则 这 两 个 他 题 叫做 对 侦 命 题 ， 


例如 命题 : 

“两 点 连结 唯一 直线 . ” 

“两 直线 交 于 叭 一 成 。” 
是 对 侦 命 题 。 


我 们 在 第 四 章 8 3 中 讲 过 的 笛 沙 格 定理 和 它 的 道 定 理 也 是 
对 惕 的 命题 ， 在 射影 几何 里 可 以 写成 ， 

第 沙 格 第 一 定理 ”如 果 两 信 三 点 形 ABCH A'B'C' 的 对 应 
顶点 连 线 44 .BE CC 共 点 ， 则 它们 的 对 应 过 BC 和 BC, CA 
和 C A, ABHI A'B 的 交点 共 线 ， 

其 对 偶 定 理 为 ， 

第 沙 格 第 二 定理 ”如 果 两 个 三 线形 abe #ga'b'e' 的 对 应 边 
ZA Caa), (bb'), Cec 共 线 ， 则 它们 的 对 应 顶点 (bc) 和 
(bc (eg 和 (ca )，t{ab}) 和 (Ca'b yp ERR k, 

管 永 格 定 更 在 研究 射影 对 应 的 问题 上 有 重要 的 应 用 ， 这 个 
定理 在 二 维 空间 里 ， 只 用 纯 射 影 方法 《不 涉及 度量 关系 ) 是 不 
能 证 明 的 ， 因 而 在 平面 射影 几何 里 常 把 它 列 入 公理 系统 之 中 。 

在 射影 几何 里 ， 对 偶 命 题 是 非常 多 的 ， 邻 后 将 不 断 地 提出 
来 。 

3 对 个 原理 

在 射影 几何 中 ， 下 述 的 重要 定理 成 立 。 

平 而 射影 几何 的 对 偶 原 理 : 在 平面 二 由 点 和 直线 组 成 的 命 
题 ， 必 对 应 一 个 与 它 对 偶 的 命题 ， 而 且 这 两 个 对 侦 命 题 中 的 一 
ARL MM FB B SY, 

E 28 Hi 598 SB xB SB a-a, a gE5 
许多 问题 的 研究 简 划 化 了 ， 因 为 我 们 只 要 研究 对 偶合 题 的 一 
而 ， 舅 一面 出 就 迎刃而解 了 .例如 研究 了 点 几何 的 一 些 内 容 
也 就 明白 了 各 它 对 侦 的 线 几 何 的 内 容 ， 这 就 是 射影 几何 方法 上 
的 一 大 优点 。 
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顺便 提 一 下 三 维 空间 的 对 惕 关系 ， 在 三 维 空 间 里 对 侦 元 素 


是 ， 
点 和 人 平面 
直线 4 > 直线 


这 就 是 说 ， 它 与 二 维 空间 的 对 偶 关 系 有 很 大 的 不 同 ， 应 当 特 别 


注意 ， 


4 点 和 直线 河 的 代数 对 个 


由 于 我 们 引进 了 点 坐标 和 钱 坐 标 ， 使 直线 在 点 坐标 下 有 方 
程 ， 点 在 线 坐 标 下 也 有 方程 ， 从 而 体现 了 它们 的 对 名 关系 在 代 
数 上 的 对 偶 形 式 ， 这 给 解决 对 偶 问 题 带 来 许多 方便 。 下 而 举 出 


一 些 重要 的 代数 对 偶 的 例子 . 


JANA SE (x: Xa Xa). 

点 坐标 的 一 次 方程 usa 
+ UX + aa 二 人 0 表示 一 条 下 
线 ， 其 坐标 为 (usus ua), 


AA, BI EBRR 
Fe 271 
JX, A, B] = 0 
J ME PAU A x B. 


= KAC, as, a), Bbi 
ba ba), C (ci, cy Ca) RRR 
条 性 为 
a G, ds 
b, b; bs 
Ci ez C3 
到 | 4, B, C| =0, 或 存在 不 都 
为 零 的 三 数 1 .mn Ë 


iA+mB+nc=0 


= Ü 


| 
x 
| 
| 


| 


ERAEN (ui tasu), 

线 坐 标的 一 次 方程 x1 u, 
+ X22 + X; (= 0 表示 一 个 
A HEPI Xr Xa x). 

直线 qa.b 的 交点 方程 
为 

lu, obl=0 

其 坐标 为 a x b, 

= Ë% qtai,92 9034) , 
b (bu bx, bs), cee, cz Gs) Ak 
点 的 条 人 忻 为 
qA üz: ds 
bi b; by 
Ci ez C3 
Rp |a, b,c! =0. EE ASA 
AFHZ, m, n {E 


la+ IFmb + nc = í) 


= Ü 


H 写 出 命题 “ 设 A,B8.C 三 点 在 一 直线 mm 上，A’、B’,C* 
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三 点 在 另 一 直线 站 上 ， 则 交点 BC x B'C, CA' xC'A, AB x 
A'B 共 线 于 s” 的 对 但 命题 ， 并 夯 出 对 倡 图 形 . 

解 ” 对 偶 命 题 为 :“ 设 a,p.c 三 直线 通过 一 点 M，G ,b/c 
ZÉ MTS EN, M (be) x (b'c), (ca) x (c'a). 
Cab) x (abia FS” , 

ENK H RAEES + 178115 + 18, 


图 6.17 


$ 2 点 列 及 线束 的 交 比 和 调和 比 ， 
完全 四 点 形 的 调和 性 


首先 在 欧 氏 才 何 的 基础 上 建立 交 比 的 概念 及 其 简单 的 性 
质 ， 然 后 讨论 图 形 的 调和 性 。 交 比 是 射影 变换 下 的 基本 不 变 
量 ， 应 给 以 特别 重视 。 

2.1 周一 直线 上 四 点 的 交 比 和 调和 化 

简单 比 是 优 射 变换 的 基本 不 变量 ， 但 对 中 心 射 影 来 说 简单 
比 不 再 是 不 变量 例如 ， 线 眉 的 中 点 在 
中 心 射 影 下 不 再 是 对 应 线 眉 的 中 点 ， 如 
图 5。19 所 示 。 二 此 

(ABM)= (A'B'M' ). 

在 中 心 射 影 下 的 不 变量 是 四 点 的 交 比 . 

1 EEH ENKAR E 图 5.19 

定义 ” 设 直线 上 四 个 点 志 、B，、C、D， 把 简单 比 (A48C) 和 
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(ABD) 的 比 叫 做 这 四 点 的 交 比 ， 用 下 面 记 号 表示 : 


-AS . 
(AB, CD) = (ABD) (5 + 4) 


SA. BIURE EE MEAR, SC. D B| ys XI, 
进一步 计算 就 可 得 出 下 面 的 公式 ; 


AC 
_ (ABC) _ BC _ AC'BD 
(AB,CD) = ABD) ` AD  BC+AD 
BD 


四 个 点 A.B.C.,D 的 交 比 有 下 面 的 性 质 ， 
(1) 基础 点 对 与 分 点 对 交换 ， 交 比 的 值 不 变 ， 即 
CAB, CD) = (CD, AB) 
事实 上 ， 


(CD, AB)= -epB) DA CB BC-AD 


L ABC (ABCD) 


(ABD) 
(2) 基础 点 对 的 两 个 字母 ， 或 分 点 对 的 两 个 守 母 交换 ， 
T ERA I, 3 E; Eme: 
_ | Bl 
(BA,CD) = (AB, DC) - cAB CD) 
事实 上 ， 
_ (ABD) _ _1 _- 1 
(AB, DO) = CABO) ` CABO ` CAB, CD) 
( ABD) 


(3) 同时 交换 两 对 点 对 的 字母 ， 区 比值 不 变 。 
BHE, | 
_ (pr: Ll -1 
(BA, DC) = (DC, BA) = SE ABY ° (AB, DO) 
-= (AB, CD) 
(4) 交换 中 间 的 两 个 字母 ， 或 两 端的 两 个 学 母 ， 交 比 的 
. 357 ` 


值 等 于 1 减 原 有 交 比 的 值 ， 
{AC, BD) = (DB, CA) =1- ( AB, CD) 
事实 上 ， 


_ AB-CD _ CAC+CB)XCB+ BD) 
(AC, BD) = CRAD AD-CR 

_- AC'BD+ CB(AC + CB + BD) 

AD-CB 


— BC-AD AD'BC 
=1 — (AB, CD) 
再 根据 性 质 ( 1 )、( 2 )， 则 得 到 : 
(DB, CA) = (CA, DB) = (AC, BD) =1 ~- (AB, CD) 
设 交 比 (AB,CD)=r, 简 记 作 (12, 34) =r， 则 根据 上 述 四 
AEDE MHE DL F X28244" E: 
r= (12, 34) = (34, 12) = (21, 43) -- (43, 21) 


_ BC'AD ACBD 


1 = (21,34) = (34, 21) = (12, 43) = (43, 12) 
I- r= (13,24) = (24, 18) = (31, 42) = (42, 31) 
Z = (13,42) = (42, 13) = (81, 24) = (24, 31) 
1 = —= (14, 23) = (23, 14) = (41, 32) = (32, 41) 


—— = (41, 23) = (23, 41) = (14, 32) = (32,14) 


2 HB IN 3 OR 
我 们 先 来 看 一 看 简单 比 和 分 点 的 关系 ， 
已 知 攻 础 点 对 P.CGxi yi). P; (x; 2) 和 分 点 Pay), WA 
比 (PiP2P) =4， 则 由 定 比 分 点 公式 可 知 : 
L í lX: _ yi Ay: (1) 


由 《1) 式 知 点 了 的 齐 次 些 标 是 a- AX; yi- 4392, 1 一 211)， 
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34) 18, Ma- x; yi y DEAR PPE A., H 
此 推出 
(P P.P.) =1 
用 章 次 坐标 来 表示 简单 比 时 有 下 面 的 定理 ， 
定理 5。5 BARIAI A = (0, da ap HB = (bi, pa bs) P 
不 同时 有 穷 远 所 ， 分 所 是 C=A+uB, B (ABC)= A, MM 
(ABC) =4= -yt 
JEI 
证 明 (1) FAA -+uBE 上.B 所 在 直线 的 有 穷 远 点 ， 
则 入 可 由 《1) 式 来 确定 : 
设 三 点 的 非 齐 次 坐标 为 An yi, Ba y), C(x, y), 则 有 


(D.D 


F] 

x= L, y = 
3 k. 
b, b; 

X, = - — 

É 
_ G + kb _ G; + kb 

as + bs ° as + pis 


HAA C1) 式 即 得 ， 
(asb: — aba) CaA + pba) = 0 
Caaba— iDa) (sÀ + uba) = 0 
Æ dbi- a bs fllasb; — azbs 者 等于零 ， 则 


这 时 ， 点 (xy yu 与 点 〈xo ?2) 必 重合 ， Ly UL MDF IS, PAR gË 
有 

qx + nbs = Ü 
BJ 


(ABC) =} = -jos 
3 
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(2) 若 4+HB 为 直线 AB 上 的 无 穷 远 点 ， 则 


Ga + RÜs = Ü 
即 
l+ p22 =0 
故 有 
一 此 > =1 = (ABC) = À 
现在 我 们 讨论 交 比 的 代数 表示 ， 


定理 5 :6 已 知 A, B,CD 是 同一 直线 上 的 四 个 不 同上 成 ， 
HEGIA (ar ay Gas), B(bi, Da bs), A+ AB, At AB, 其 
中 A.B ERSA., H 


(AB, CD) = , Ud- G.G) 
F. 
证 明 由 (5.5 RA 
(ABC) = 一 aaa 
(13 


(ABD) = 一 uÈ 
dz 
国 为 四 点 相同 ，4 与 本 不 能 相等 或 等 于 零 ， 即 AA- 
记 0， 所 以 得 出 ， 
(AB, CD) = 了 


Aa) 


由 定理 5，6 还 可 推出 下 面 更 一 般 的 定理 ， 
定理 5 :7 已 知 Pi Pa Pi P. 为 共 线 的 不 同 四 点 ， 其 坐标 
s m| J A + A B, A+ AaB, A+ AB, A + AB, (A.B BAZE 


FEA) H 
_ (jM Aada A) . 
ni Sen 
ER: AHAM RA .B.C. DPC, D2-- JE S MA, HU 
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ier] 


十 直接 用 (5，6} 式 来 求 交 比 或 应 用 (A4BD.) = 1, HP AH 


_ (ABC) _ 
(AB, CD.) = — pp y = (ABC) 


项 共 线 四 点 由 有 两 点 为 无 穷 远 点 ， 则 四 点 都 是 无 穷 远 点 ， 就 以 
(5 + 6) 式 作 为 这 四 点 交 比 的 定 闵 ， 
例 1 BAAL, 2,3),.B(5, —1.2).C(11, 0, 7), D(6, 1,5) 
EHRE, R ABC), CABD}) 和 (A8, CD). 
解 ” 因 为 C, 忆 在 直线 AB 上 上 ， 所 以 应 有 
| C=A+AB, D=A+AB 
H11-1+Mh 5824 =2, WEARI IEO = 2+2.( 1), 7= 3+ 
2x2, 所 以 
C-A+2B 
同样 可 求 出 
D=A+B 
因此 
(ABC) = -2 全 = - Í 
(ABD) = -$ 
CAB, CD) = Š = 


定理 5 ， 8 如 果 已 知 直 线 上 四 个 不 同 点 中 的 三 信 点 及 这 四 
点 的 交 比 !z 员 1)}， 则 第 四 点 必 将 唯一 存在 . 
证 明 ” 设 四 点 中 三 个 已 知 点 的 坐标 分 别 是 
a+)b, a+ Ab, a+ Ab 
AARRE AA, Mhe DAA $H 
Cha— AD A) _ 
(A; — Aa) (Ad Ai) 
求 出 44， 则 第 四 点 为 a+ ub, HÆ- HI, 
3 ”四 点 的 调和 上 比 
定 当 ”如 果林 一 直线 上 的 四 点 满足 (4B,CD) = -1, MER 
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点 对 C 也 调和 分 隔 点 对 和 ,BB; 或 称 点 对 A,B 与 点 对 C,D 调 和 站 
S, Rh y DER NPR A.B.C HANAP. ZE - 工 称 为 调和 
LE. 
We ba se I BJ PEP, WE (AB,CD) = -—1, W 
(DB, CA) =1- (AB, CD) =2 


1 1 
DB, AC) = .+ .— -+ 
CDB, AC) (DB,CA) 2 


因此 ， 当 四 个 点 的 交 比 等 于 2 E BJ, HE YS "5 B OE A BU Wi 
序 ， 就 能 使 其 中 两 点 调和 分 陋 其 它 抽 点 。 

定理 ?5.9 如 有 困 点 忆 是 线段 48B 的 中 点 ， 则 A,B,C 的 第 四 
叹 和 点 是 无 穷 迹 点 。 反 过 求 ， 成 调和 共 斩 的 四 点 中 ， 有 一 点 为 
无 穷 远 点 、 则 有 ,B,D 的 第 四 调和 点 C 是 48 的 中 点 。 

WEE, 

(AB, D.C) = CAB, CD.) = (ABC) = -1 

所 以 忆 是 4&8 的 中 点 ， 

例 2 求证 共 线 四 点 Pi(3,1), Pi(7,5) 与 Q1(6, 4), QO, 
DRAE, 


解 ”因为 
| _ PO, P. Q; 
(P. P, Q OQ.) 一 P.O. P,Q; 
PO 0 — 3 PQ, _ 9 —3 


PQ 6-7 9 PQ, 97 


所 以 (PiP;, QO: = -1， 

例 3 设 点 Pi、P2、 忆 的 齐 次 坐标 分 别 为 (1,1,1)、(1, - 1, 
1),(1,0, 1), H¿(PIP;, P sP = 2, 求 点 Ps 的 学 标 。 

M PP:.P 的 非 齐 次 坐标 为 (1 1 (1 — 1). (1,0), 它们 
在 直线 x = 1 上 ， 设 P; 的 坐标 为 (x;3, Y3), NH 


P Ps = PsP, (yy— 1)(0-+1) 
P P PF = ——-- — 一 -> 一 -一 ”一 一 证 过 
IA 2y f 3 4) P Ps:  PiPa (ys + 1)X0-—1) 
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即 — De -20s+r1)， a=- i, 


又 因为 点 Ps 在 x=1| 上 上 ， 所 以 x;=1， 因 此 所 求 点 Py 的 非 齐 
次 坐标 为 ( 1 ， 一 可 )， 而 齐 次 坐标 为 (3，- 1,3)， 

2.2 线束 里 四 真 钱 的 交 比 和 调和 比 

线束 中 四 直线 的 交 比 问题 与 点 询 中 四 点 的 交 比 问题 是 对 偶 
的 ， 

1 线束 中 三 条 直线 的 往 单 比 

与 点 列 里 四 点 的 交 比 类 似 ， 我 们 可 以 定义 线束 时 四 条 直线 
的 交 比 ， 为 此 首先 说 明 共 点 的 三 荣 直 线 的 简单 比 。 

Rabe 是 一 个 线 划 3 中 的 三 条 


直线 (5.20) ， 过 项 点 5 任意 作 ° I 
一 直线 xz， 我 们 规定 ， 二 家 线 a 与 b Www) w 
所 构成 的 人 {a,b》 是 它们 所 构成 的 两 x ` 


APREA u hj— 4, XE, BH 
TAREA, BBB E E ET Wi Pe [85 + 20 
与 道 时 针 的 方向 或 顺 时 针 的 方向 一 致 时 ， 而 附 以 符 导 (1T R 
(—) 。 例 如 在 图 5 :. 208. Zia, b) 是 正 的 ， 而 Zib, oE 
的 ， 

定义 如 果 a,b,c 是 线 东 8 的 三 条 直线 ， 则 

(abc) = sin(a,c)/sin(b,c) 

叫 散 ec、b.c 三 条 直线 的 简单 化 ， 其 中 (ec)，(b ec) 分 别 表示 直 
tka DAAR c 所 构成 的 角 ， 

MEHE ZAR 与 5b， 则 线束 S$ 里 每 一 条 直线 c 对 应 一 
个 简单 比 tabc); 反之 ， 每 个 简单 比 (abc) 对 应 线束 里 一 条 直线 
C, 

不 难看 出 ， 如 果 直 线 ec 在 《ap) 里 ， 则 简单 比 (apcy 有 正 
E: WEAR cE ab, WARE 有 负 值 。 特 别 是 
H mLa DR FERR, WAE (abm) = 一 1 
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2 ”线束 中 四 条 直线 的 交 比 

类 概 于 虚 列 里 四 点 的 交 比 ， 利 用 三 条 直线 的 简单 比 可 以 定 
义 线束 里 下 条 直线 的 变 比 ， 

定义 ” 设 q.5,c,d 是 四 条 共 点 的 直线 ， 则 
(abc) _sin(g, e)sin(b, d) (5.8) 
(abdy sin(b,c)sin(a,d) 
mika b c dB) lk, Eh ARI, on Dk 2 W PJ SESH Br 25 x, 
而 直线 对 c.4d 叫 做 分 均 钱 对 ， 

应 该 注意 ， 四 条 直线 的 交 比 全 与 直线 & 的 取 法 无 关 ，。 事实 
上 ， 四 条 直线 的 交 比 是 用 角 的 正弦 表示 的 ， 把 这 些 骨 换 为 它 的 
邻 补 角 ， 正 纺 的 疙 对 俯 不 变 ， 因 而 变 比 的 绝对 信也 不 变 。 至 于 
变 比 的 符号 ， 里 然 依赖 于 简单 比 (abc) 和 (aba) 的 符 叶 ， 但 如 果 
cd 属于 同一 个 角 〈 含 直线 忆 或 不 含 直线 4 的 角 ) ， 则 这 两 个 
简单 比 的 符号 相同 ， 如 果 属 于 不 同 的 角 ， 则 它们 的 符号 相反 
由 此 得 到 结论 : 

如 果 第 二 个 直 钱 对 c.d 不 分 隔 第 一 个 直 钱 对 wb， 则 交 毕 恒 
(ab oD BER, RAZMAH. 

3 #RQE BU 3 E; E AEE EZAR 

定理 5。10 .如 果 线 束 里 四 条 直线 a,b,c.d 被 任意 一 条 直 红 
5 截 得 四 个 点 A.B.C.D, W 

(AB, CD) = (ab cd} 


(Gb, ed) = 


证 明 Ha, b. c, d 表示 线 s; 
段 54、SB,SC ,SD 的 长 度 , 用 及 表示 日 | 
A S PAR s 所 作 的 垂 线 SH 的 上 长度 
(图 5 + 21) ， T H CH g7 
则 三 角形 4BS 的 面积 可 表示 为 图 5 * 21 . 


2AABS = AH-:h= Q ° Ü sin (a,b) 
因此 


f 264 * 


AB- © pas sin(a, b) 


利用 这 个 公式 ， 贡 得 : 


_ AC-BD 
( AB. CD) = BO. AD 
_ a + csin (a,c) b * d sin(b,d) 
pe. csin(b,c)* a’ d sin (a, d) 


_ sin(a,e)- „sinb, a = (ab, cd) 
sin(b, cj sinia, d) 

根据 定理 5，10， 线 东 中 四 条 直线 a,5、.c.d 的 交 比 可 以 定义 
为 用 直线 s 截 出 四 个 对 应 点 A B,C DRZE., BW AE V (Cab. cd) 
为 (AB,CD) 的 值 。 因 为 直线 是 任意 取 的 ， 而 截 出 的 四 点 总 
满足 
sin(a, c)*sin(b, d) 
sin(b,c)esin(a, d) 


( AB. CD) = 


KUCA: 

定理 5，11 如 果 线 束 中 四 条 直线 a.b.c.d 被 直线 8 和 s' 截 

得 4.B.C、D 点 和 4 BC D R, W 
(AB,CD)=(A'B',C’ D) 

HES- 10 85 u] DJ E H5 AA EA AER JE BJ 
关于 线 东 区 比 的 四 个 性 质 ， 因 此 也 可 以 推出 四 条 共 点 直线 可 能 
攀 成 的 六 类 24 个 次 此 ， 

ES HAH a b c dE (ap cd) = -1 时 ， 则 称 直 钱 对 
c,d 调和 分 隔 直 线 对 a.b, 或 称 直 线 对 a,b 与 c,d Amm, RAR 
9 为 三 直线 a.b.c 的 第 四 调和 直线 ， 称 次 比值 一 1 为 调和 化 ， 

从 定理 5.11 可 以 看 出 ,不 通过 线束 中 心 的 两 条 直线 截 同一 
线束 时 ,如 果 同 一 直线 上 的 两 个 截 点 看 作 是 对 应 点 , 则 所 得 对 应 
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外 点 的 交 比 相等 (图 5:22) , B 
(AB, CD) = (A’B’,C’ D”) 
AHRR Ma PERIERE 

的 两 个 线 东 投射 到 这 一 点 列 上 ， 

如 果 投 射 列 间 一 点 的 两 条 直线 看 

作 是 对 应 直线 ， 则 所 得 对 应 四 条 

直线 前 交 地 相等 〈 图 5.23) , EH 

(ab, cd) = (aZ b”, cf d? ) 
EW. 12 交 比 是 中 心 射 影 下 
的 不 变量 。 
4 RAER 
关于 共 点 四 直线 交 比 的 代数 表示 

BRRR, 84IIR DS H | 

Zh, ERMAR. 图 5 * 23 
定理 5 .13 P a.b.a+ ib,at wb 是 四 答 有 穷 的 不 同 的 共 

把 线 1 dain LHT ER, M 


Chila bla) = (5.9) 
À; 


这 里 Ai (l — 1) 20, | 
推论 ika+tib, a+ Ab. a+ Ab, a-t Ab NFA 28 BJ < 


MAIER D. l: L.l J FK bn, Mj 

_ KA As) CA Aa) 

ala bala) = Ci — Ma CAz — Aa) 

FIS FZ hih lanu P l 

或 ir, B- RELS RAR, H 
x HE (5. 10) AKH. 

H1 求证 一 第 的 两 条 夹 边 

各 这 个 角 的 内 外 骨 平 分 线 成 调和 
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(5 + 10) 


HE. | 
解 ”如 图 5. 24， 角 的 两 边 为 &.p， 其 内 外 和 角 平 分 线 分 别 为 
c,d, M 


sin(a, e) sin(a, d) 


(ab, cd) =- 
sin(b, c) sin(b, d) 
mo sin(oc) ,I 
sin(b, c) 
sin(a d) _ sin(3 t (ey) costa, c) 


=1 
sin(b, d) if 有 -- 一 cerb) ) cos(c, b) 
所 以 
Cab, cd) = —1/1= -1 
另 法 ， 取 直线 gb 为 仿 射 坐标 办 《图 5。25) ， 则 四 条 直线 
的 方程 为 


q: y =Ü 
b, x=Ü 
e, x—- y= Ü 
d. x+4 y=DO 
XAF c=a+(-1)b M = -1 H5. 25 


d = ar+b, A= 1 
所 以 
(ab, cå) = ÅL = _1 
À? 


例 2 设 PP: 分 别 为 坐标 轴 上 的 无 穷 远 点 ，Ps jk USA 
O 且 方 向 系数 为 1 的 坦 线 上 的 无 穷 远 点 ， 又 郧 
CPiP;, PaPa) = k 
y P A BY 55 SF. 
L IEE HP, Pa Pi 分别 是 再 线 
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h: X =O 

L: y=0 

l: X-y=0 (AWRA) 
ERRERA. XEPRAX 

la X + Ày= Ó 
ERSA. Hi 

(lila, lala? = {PPa P.P.) = k 

因为 
ls =I -łza BH A= -1 
li =l + Ala BD 4, = À 


所 以 
Ai 一 1 — —— 1 
和 、 
因此 4 的 方程 为 ， 


x= Jy = 0, sk, y = kx 


因为 PP 是 如 上 的 一 点 ， 所 以 己 点 的 齐 次 坐标 为 (1, k. 0). 
2，3 完全 四 点 形 汪 完全 四 线形 的 调和 性 
定理 5，14 Bs, 是 完全 四 
J ABCD 的 一 对 对 边 ， 竹 们 的 区 
AAFO X, m X FR E xi 
点 的 连 钱 是 t,t CHED + 26) W 
ftt 8s" } = —1 
HEH — í % AB. CD-+P.Q, 图 5 + 26 
以 点 天 为 射影 中 心 ， 将 四 点 4 了 .PP.Z 投 射 到 直线 DC LR S 
p.C.Q.Z, f: 
CAB, PZ) = (DC, QZ) 
辐 理 ， 以 加 了 为 射影 中 心 ， 将 四 点 DECO HHS 
AB 上 ,得 B,A,P, Z, WA: 
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(DC, OZ) = (BA, PZ) 
所 以 — (BA, PZ) = (BA, PZ) 


及 因为 i 
(BA, PZ) = (AB, PZ) 

于 是 (ARB, PZ): = 1 

但 (AB. PZ)=1 


所 以  (AB,PZ)= 一 ] 

由 此 得 到 (人 tt ss) = 一 1 

对 于 其 它 两 对 对 边 有 同样 性 质 ， 例 如 二 i AC. BDSYX. 
YZ WAH H. 

推论 1 在 完全 四 点 形 里 ， 对 过 三 点 形 的 每 条 边 上 有 一 组 
调和 共 辐 点， 其 中 两 个 点 是 对 边 点 ， 田 两 个 点 是 这 条 边 与 道 过 
第 三 个 对 过 点 的 一 对 对 过 的 交点 ， 

推论 2 在 完全 四 点 形 的 每 条 边 上 ， 有 一 组 调和 共 罗 点 ， 
其 中 两 个 点 是 顶点 ， 另 一 对 点 对 里 ， 一 个 点 是 对 边 点 ， 另 一 个 
点 是 这 条 边 与 对 边 三 点 形 的 边 的 交点 ， 

对 偶 地 ， 可 以 得 出 完全 四 线形 的 调和 性 质 。， 即 有 如 下 性 质 
TH: 

定理 5， 1 (GEMS. 1425708) 设 S.S’' 是 完全 四 线形 的 
一 对 对 顶点 ， 它 们 的 连 线 是 对 顶 线 x，x 号 其 它 二 对 顶 线 的 交友 


是 T,T*， 则 、 
(TT',SS')= -1 4 
与 推论 1、2 对 姐 地 有 推论 1’、 G 


2, 
根据 完全 四 点 形 的 调和 性 质 ， A 1 
n) MIE-RAT: HEMA 
REZAK, L, F, HSHij3R HO DQ K , 
G, WAXK LIJF GRAHA., EEE (A5. 27) ， 
过 点 下 ,上 L 各 任 作 一 直线 ， 它 们 交 于 A 点 ， 在 LA LER 
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点 日 ， 连 结 BPF KAS CK, FEA L C, KI B, RMR 
ERXTDA., WE AD 与 已 知 直线 交 于 已 点 ， 则 已 点 就 是 所 求 
的 第 四 调和 点 。 

这 个 作 图 法 告诉 我 们 ， 若 点 对 已 、P 与 ,成 调和 共 暂 ， 
则 存在 一 个 完全 四 点 形 ABCD， 两 对 对 边 分 别 通 过 点 Pi,P23 
另 一 对 对 边 分 别 租 过 点 Q1、,8z; 反 过 来 ， 两 对 成 对 对 于 一 个 完 
全 四 点 形 有 以 上 这 种 关系 时 ， 必 为 调和 共 轿 点 。 因 此 我 们 可 以 
说 ! — B 1 FE WJ yk AJ P.I. P.E O, , Q; MN Tidt Së BJ E 3⁄ PPE 
PP: 是 一 个 完全 四 点 形 的 对 顶点 ，&1 4: 是 通过 第 三 个 对 项 版 
的 两 条 对 边 与 直线 1 的 交点 ， 

注意 ， 这 个 事实 可 以 作为 调和 共 罗 点 对 的 定义 ， 这 是 综合 
好 纯 射影 的 定义 。 当 然 在 这 样 的 定 尽 里， P, Q: O WW TE 
Su P| .2: 与 PP 调和 共 二 的 意义 不 一 样 ， 即 需要 证 明 调和 共 
斩 忆 对 的 平等 性 。 

E 利用 完全 四 点 形 的 调和 和 性 或 笛 沙 精 定 理 ， 分 别 证 明和 初 
等 几何 命题 “三 角形 的 三 条 中 线 共 点 。? 

解法 一 设 AA. BB. CC! 分 别 为 人 4BC 的 中 线 (图 
5°28) , BB' x CC = O, 

连结 A0 与 边 BC 交 于 A 点 。 在 以 4 
ACOP AHATEAK rh, 


两 对 对 边 的 交点 为 B.C， 边 C/ B5 y i 
角 线 BC 交 于 点 P- AXC BIBO. 人 入 
根据 调和 性 必 有 ， 

(BC, A*P.)= -1 mS + 28 


因此 4" 是 BC 边 的 中 点 ， 从 两 4* 与 4' 重合， 即 三 条 中 线 交 于 点 
Ü. 

RO BE HREM, ACB’ x BC =P.，A’B’ x 
BA =Q., A'C' xCA=R.， 这 三 点 在 同一 条 直线 (无穷 远 直 
线 ) E, 在 和 八 ABC 与 人 4’B'C' 中 建立 了 A 与 4'，B 与 B',C 
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与 C BRERA. WP, fT AR ERRA E, *PF 
应 顶 友 连 纺 的 直线 AA BB CC GZTA. 


S3 HEER. HEEE 


e EEE E S S A — E 3JE MJ 
的 射影 对 应 开始 ， 然 后 扩大 到 平面 上 的 射影 变换 ， 最 后 建立 射 
影 坐 标 ， 讨 论 射影 变换 的 坐标 表示 及 基本 人 性质。 
3.1 一 维基 本 形 间 的 射影 对 应 和 透视 对 频 
1 一 维基 本 形 之 间 的 射影 对 应 
定 头 ”如 果 两 个 一 维基 本 形 的 元 素 之 间 成 一 一 对 应 ， 并 且 
任意 四 对 对 点 元 素 的 诡 比 都 相等 ， 则 这 种 对 应 叫做 一 维基 本 形 
之 间 的 射影 对 应 。 躺 影 对 应 用 记号 “ 履 2>” 328. PA 
$s{A, B,C, AS (CA, Ce) 
S(a,b,c, AS la’, bie, e) 
s(A, B, C, O AS (a,b,c, e) 
HARRA 21 s A3; 线束 S 和 5 AP s 利 线束 S 之 间 的 
天 影 对 应 关系 ， 
射影 对 应 的 这 种 定 久 ， 和 首先 见于 斯 丹 诺 《SS, Steiner) H% 
作 中 ， 固 此 常 岂 做 斯 丹 诺 定居 。 利 用 斯 入 诺 的 射影 定义 ， 则 可 


以 证 明 下 面 的 基本 定理 : 
定理 5，15 身 个 一 维 打 本 形 的 射影 对 诺 ， 由 三 对 对 应 元 
完全 确定 。 
证 明 设 点 列 s 和 s” 成 射影 对 o or" 
Ky; , 2 
s(A, B,C, DAS CA, B,C, e) 
HECMZWYYA AA, BB, AER O O GOO he 
C,C', H5. 29) 在 点 列 s ERE 图 5 e29 


AAD, HEX, HTA D pA 
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AD, # 
(AB,CD) -(A' 87, CD’) 

所 慷 点 D' 完 全 确定 ， 也 就 是 点 DD 是 唯一 的 ， 

对 于 线束 与 线束 或 局 列 与 强 东 之 间 ， 人 可 同样 证 明 ， 

定理 5，16 一 维基 本 形 间 的 射影 对 应 的 道 对 应 还 是 射影 
对 应 ; 两 个 射 有 影 对 应 的 积 是 射影 对 应 

出 定义 可 直接 得 出 这 个 定理 的 结论 。 

2 一 维基 本 形 之 间 的 透视 对 应 s 

一 般 来 说 ， 点 列 与 线 东 之 间 成 射 
影 对 应 时 ， 线 束 的 每 条 直线 不 一 定 通 z ° 


过 它 的 对 应 点 ， 如 图 5 。 30 所 示 。 如 Jors 
果 每 条 直线 都 通过 它 的 对 应 点 ， 就 
构成 了 透视 对 应 。 5.30 
EX WI KA 20 ISu OR E AHEXIS, HAA HFR 
都 通过 它 的 对 应 点 ， 则 把 这 种 特殊 的 .S 
射影 对 应 叫做 点 列 和 线束 之 间 的 通 视 人 , 
对 应， 简称 透视 (图 5，31) ,。 记 作 S V 
s( A, B,C, D) A S(a, b,c) 4 k C€ B 
定义 “如 困 两 全 点 列 与 同一 线束 图 5 ，31 


成 焉 视 对 应 ， 并 且 对 应 点 在 线束 中 的 同一 直线 上 ， 则 这 两 点 列 
间 的 射影 对 应 叫做 透视 对 呀 。 记 作 
SLA, B,C ee AS (A.B C...) 

这 时 对 应 点 连 线 通 过 线 东 中 心 S, 
S MARto (图 5 + 32), 

这 里 所 讲 的 两 点 列 之 间 的 透视 
对 应 ， 就 是 本 章 开头 讲 过 的 中 心身 
g. ` 


定 兴 如果 两 个 线 东 与 同一 瓜 HE. 32 
PJ OS AYA, HEH YARE LAA rh AR a, MUD 
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AER Z BIBJ ESE Xy B 6 iim aqa (图 5，33) , TE 
Sla, pb cy JAS (a, bt, et...) 

每 对 对 应 直线 的 交点 在 同一 直线 
F. RAHA | gy g 1130. 

x TtitoE Ww aM XTW 6 3: I, A.: 

定理 5。 417 两 个 射影 点 到 或 
线束 成 透视 对 应 的 必要 且 充 分 的 条 
性 是 它们 的 公共 元 素 自 对 应 。 

证 明 ”必要 人 性， 设 点 列 s 和 8! 
成 透视 对 应 

s(A, B,C, JAS LA, B',C’,...) 

出 感 列 s 和 s° 的 公共 点 外 显然 自 S 
对 应 (B]5 ，34) 。 

充分 性 ， 如 果 点 列 8 和 和 s' 的 公 
共 点 外 自 对 应 ， 设 虞 列 s HAA, B A 
EAN S BEIRA B, M 
S 表示 直线 44” MBB HZA, A 
在 直线 s Me RRR S Pr J k BW aa a p], AEA 
MA AA, B.B, X. X, fH is YK i t RIBET AP] s 和 
s' 的 三 对 对 应 点 ， 固 为 两 个 点 列 的 
射影 对 应 由 三 对 对 应 点 唯一 确定 ， 
内 此 ， 已 惹 射影 点 列 成 透视 对 应 。 

对 于 线 东 5S 和 S′( 图 5 .35)， 
可 以 完全 类 似 地 证 明 。 显 然 ， 关 于 
线束 的 定理 是 关于 点 列 定理 的 对 假 
节 题 ， 因 此 定理 得 证 ， F85 + 35 

j -EREE ITE t Aa py BU A 

定理 5，18 D OFAV]B] SA PJN SIE, a AR E 38 
对 应 合成 。 
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HEB REAA] 
s (A, B,C, Q )/A S (A,B,C, +) 
连 鱼 一 对 对 应 点 ， 例 如 : A,4’ 的 直线 AA, EHRAA 上 取 
FEASA S (图 5.36)。 以 
SH S' 为 中 心 分 别 向 点 列 s 和 和 
sS BHAR, 得 到 两 个 线束 SS 和 
S', 因为 已 向 点 列 s 和 5s* 是 射影 
的 ， 它 们 任意 四 条 对 应 直线 的 交 
比 相 等 ， 另 外 ， 因 为 这 两 个 线束 
的 公共 直线 SS 自 对 应 ， 所 以 它 
们 也 是 透视 线束 ， 对 应 直线 的 交 Hs. 38 
FA Ao. Bo, Co oew TERE, BE 
s( A, B,C ) 六 Soi Ao, Ba, Cos t? 
sC An, E, Co, DAS (At. B,C, e) 
利用 这 个 定理 可 以 完成 下 面 作 图 : 
已 知 两 个 射影 点 列 s 和 8 的 三 对 对 应 点 A. A, BB, 
CC 试 作 其 它 对 应 点 。 
显然 ， 按 图 5。36， 我 们 首先 作出 透视 输 50= EC. 
SHxS'B' = Bo 
SC XS C = Ca 
则 任意 点 了 D 的 对 应 点 D' 就 是 直线 S Dg SWA. 
定理 5， 19 两 个 不 共 中 心 线 东 的 射影 对 应 ， 可 由 两 次 透 
视 对 应 合成 . 
证 明 设 已 因 线 束 
Sia, b,c, DAS {a,b,c e) 
EHHA. Mi: aa HER 
Caa’), Botila HEERMA 
sHs (图 5，37》， 以 直线 ss 和 s' 
为 底 分 别 将 线束 5 和 5 截断， 得 到 


s 274 ° 


FTA SA s 、 央 为 已 车 线 束 S 和 和 S 是 射影 的 ， 所 以 反 列 
s 和 s" 世 是 射影 的 ， 它 们 和 的 四 对 对 应 点 的 交 比 相等 。 叉 因为 
这 两 个 扩 列 的 公共 点 (aa'》 自 对 应 ， 所 以 它们 也 是 透视 成 列 ， 
对 应 点 的 连 缆 通过 透视 中 心 55。 因 此 

S(a,b,c, +) A Solaun bo, co …) 


Solan, bo, co, DAS’ (a,b,c, 1) 
HAKI ER HER F HER: 
UL AHS T SLR SKOR S A S BJ = XWP aa, bb, 
cc ， 试 作 其 它 对 应 直线 ， 
显然 ， 按 图 5 ，37， 首先 作出 透视 中 心 50 = (baco), 其 中 
bo = BB“ 
e = CC 
则 任意 直线 上 的 对 应 直线 d MEAD = (s de) BS” 的 连 线 。 
容易 看 出 ， 上 面 两 个 定理 和 两 个 作 力 都 是 对 个 关系 。 
例 1 已 项 三 角形 ABC 的 边 
BC,CA, 4B 匀 同 一 直线 m 上 三 个 
定 扩 PQ, 旋转， 顶点 B,C 在 两 
条 定 直 线 51、5; 上 滑动 ， 试 证 顶点 
ABE- FEHR s. Pi H 
5.38) , 图 5 。 38 
解 ” 由 和 题 设 可 知 三 角形 ABC 的 边 BC、CA,.AB 绕 定点 P、Q,R 
Mi, AAAA RAAR: 
P(BC, BC e YAQ(CA,C' A” ,…) 
P(BC, B'C’, eO ARCAB, A'B, =) 
所 以 QOCA, C'A pe) 人 \ RCAB, A B’, =) 
又 因为 这 两 个 线束 的 公共 直线 QR 自 对 应 ， 所 以 
Q(CA,C'A', "IARCAB, A’B’,..) 
因此 ， 对 应 直线 的 交点 在 .A 、…… 在 一 条 直线 m 上， 这 条 直线 
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wA CAMERA EAM. 
2 E pii (Pappus) E 
H, WAI Bi CHA: Ba CA H] 
— E mi EAA, BCX 
BZ = L,C A, X C Ai = M, AB: 
x 六 Bi = N. MZA LM NEH 图 5 - 39 
《图 5 ， 39) , 

解 ”在 图 里 (BF,N, A) AD, Ci Br A), (D;C Bi, Ao) 
ABoCo LE), PELC F, N, A) N(B, Ca L, B), BASE 
对 应 中 B 点 自 对 应 ， 由 定理 5，17 有 ， 

(BP,N, A) MB, C2,L,E) 
因此 ， 对 应 点 连 线 FC;,NL, AEDE P O M, Pr M.L. 
NAH. 

4 点 列 之 间 射 影 对 应 的 代数 表示 

设 在 已 知 二 直线 s 与 上 ， 由 三 对 对 应 点 Pi,P,(i=1,2,3) 
决定 了 一 个 射影 对 应 

F -otP) 
则 由 射影 对 应 定义 有 
(PPa, PaP) = (FP, PP} (1) 

FERES ERASE EEA. RA P Pa 
Ps 及 王 的 坐标 控 况 为 (qi0z) (bibi), Cai + Àjbi,Ga; t upzy A 
(a + Àb + AbD AEP Pr P2 EP 的 坐标 依次 为 (a ,a;)， 
(biba), Co + Yb aq, + Ab SS (a, + Ab as + A ba), 

根据 8 2 定理 5，6 和 和 (1) 式 必 有 

Ào Aa 


À r 
车 用 (xx (x Xi) 表示 点 了 与 P' 的 齐 次 坐标 ， 则 有 : 


x _ _ x x, EFI 


a + ¿b Eú G: + Àb, ' g, + À) b, _ a, + RER 
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所 以 


Gak 一 Aa 


—_ ————— .. 


一 bax + Dix 


-= b. x + b x, 
将 4、 代入 (2) 式 得 


Aol bai + bixa) Al bx! + b.x,) 


yf axa! = a x, _ 


GXi 一 GX GK, = a X 
所 以 有 : 
Aol — bX + bix;) = pA. — b,x, + bx) 
AXi- Ga ix, = p(q',x, — aX.) 
其 中 p 为 比例 常数 . 
x X, HEEP 


pX’ = LX F (225 (5 < 11) 
| px, = (Xi + a? 
其 中 620, an,aua,an,as 都 是 常数 。 并 且 行 列 式 


dir di2 


D = 


di Gz 
《否则 直线 s 上 的 点 都 对 应 直线 s 上 一 个 定点 ， 固 此 不 是 一 
一 对 应 ， 故 不 可 能 . 
如 果 仅 讨论 二 直线 上 的 有 穷 远 点 ， 则 可 将 〈5，11)》 AF 
点 了 及 P' 的 齐 次 坐标 化 为 非 齐 次 坐标 则 得 ， 


7 _ (12% + ü12 
= Å —— r 
MaX + ür 


(11 Qiz 


x = 0 (5 + 12) 


(Q: i 
定义 ” 形 如 (5"11) 或 (5。12) 式 且 系数 行列 式 不 是 3 的 
对 应 叫做 非 奇 线性 对 应 。 因 此 得 到 下 列 定理 : 
定理 5* 20 在 二 直线 上 各 建立 稍 氏 坐标 系 ， 则 以 这 二 直 
线 为 底 的 点 列 之 河 的 射影 对 应 必 有 是非 奇 线 狂 对 应 (5 .11) 或 
(5 + 12) X, 
jk E Bi iM itu k at, HE: 
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定理 5，21 在 二 直线 上 各 建立 笛 氏 坐标 系 ， 则 以 这 二 W 
线 为 说 的 点 列 之 间 的 非 奇 线性 对 应 《5“。11) 式 必 是 射影 对 应 ， 
证 明 设 


{ DX i = 0X + GX dl Ri? 


=Ü 


DX , = QX) + ün Gn ün 
是 直线 1 到 直线 1!' 上 的 一 个 非 奇 线性 对 应 。 对 于 1 上 的 一 个 确 
E Pixx) ， 由 这 个 变换 必 能 确定 两 个 不 都 是 零 的 数 对 
(px, ,PpX;)， 否 则 由 D#0% 
(| = auX + ai: 
I Ü = aai + aA: 
将 推出 xi=xz =0， 这 不 可 能 ， 因 此 点 P 在 直线 VEAR- 
定 的 对 应 点 P”, 
AA D0, H (5 +11) AARAA 
| OX = Auxi” + Anxa 


(5 + 13) 
OX = Aix” + AX 


这 里 5 =- 了， A; E D hai; 的 代数 余 因 式 . 而 由 上 面 可 知 直 


线 玉 上 一 点 仅 能 是 直 级 1 上 唯一 一 点 的 象 ， 所 以 直线 1 与 1 上 
的 点 建立 了 一 一 对 应 ， 
下 面 再 来 证 明 ， 这 样 的 一 一 对 应 保持 四 点 的 变 比 不 变 。 
设 Pi, Pa P PERR I 上 四 个 点 ， 在 (5，11》 式 的 对 应 
下 与 直线 上 的 Pi 、Pz ,Pa'、P' 四 点 对 应 ， 其 坐标 为 
(aisa) s CDi, ba) (a: + Abi,a;+ Aoba), Cai + Abi,a,+ Ab.) 
(disa) (b, ,b;), (a, +A bida T Y.b,.), Ca +A b'a; + 
Ab). 
由 《5。11) BAIR P ' Pr .Ps RARA . 
Pai = Guti + did: 
Pb = aab + anbe 
Palaa + Ab) =anlGi+ Abi) + aikaa + Aoba) 
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将 前 两 式 代 入 第 三 式 并 整理 ， 得 
(Cp3— piya, = (opr Aipa) bi” 
同样 ， 根 据 GS. 11) 第 二 式 点 Pr .Ps P 的 第 二 个 坐标 
为 : 
(ps 一 Pei = (ops — Aapa) b: 
由 于 Pr 关 P; ,得 出 ps 天 pi XAF 如 bz 不 全 为 等 ， 得 出 


Anp: 一 人 up = Ü 
从 而 得 
À bs PË 1 
À: pz D2 
考查 第 一 、 汪 和 第 四 对 点 ， 恢 同 理 可 得 
A pi 
A“ pı 
于 基 得 
h Ae 
A An 
HPS. 6 得 
hh 
(Dip: Pap? arusa s (py D: spa p) 


利用 对 偶 关 了 系 和 线 坐 标本 以 推导 出 两 个 线束 之 间 成 射影 对 
应 的 代数 表示 ， 
一 维基 本 形 的 方 和 村 可 以 统一 写成 
f+rig=0 (5 + 14) 
其 中 f. aR aK Ae bnpk aka kai — K or IK 537. 
对 于 成 坐标 来 说 ，f.8 可 以 是 
f = GX, + qx + 323 
g = bixi + Dixa + Dax 
这 时 《1) RERE, HATETE MEREEN A 
直线 ， 而 这 条 直线 的 线 堂 标 是 
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f+ig= Gai + Abidi + Ab;,as + Aba) 
xT AS AR i, fg 可 以 是 
Í = fil + dla + Gata 


g= biti 4- Datta + balia 


这 时 (1) 式 表 示 点 列 ， 对 于 每 一 个 参数 入 都 确定 点 列 里 的 一 
AK. MAA PA B 5 Bn E: 
f+ Àg = (Gi + Abi,a; + Ab;s,as + Abs) 
下 面 给 出 用 一 维基 本 形 方 程 的 参数 来 判定 两 个 一 维基 本 形 
成 射影 对 应 的 条 性 ， 
定理 5。22 两 个 一 维基 本 形 
f+ig=0 
f+ ig = Ü 
成 射影 对 应 的 充 要 条 忻 是 存在 eB y SMi, tE 
A = (gå —By== 0) 


WEA 设 两 个 基本 形 由 不 同 的 三 对 对 应 元 素 
[tA BES +A g G=1,2,3) 
HER. EEH AAR H MIRA 
Jigi HA g 
出 由 交 比 前 不 变性 质 ， 必 有 
{hi A A- AnD A A = Aa) 
(A+ AD AAD CASACA — 1.) 
整理 后 即 得 ， 


47 = s 75 (að — By 0) (5 + 15) 


因此 必要 性 证 完 . 
充分 性 的 证 明 只 要 把 必要 性 的 证 明 过 程 返回 去 就 可 以 了 ， 
@3 将 直线 1 上 以 2、4 为 举 标 的 点 及 无 穷 远 点 顺 次 对 
应 著 直 线 1' 上 以 ~1、1 为 举 标 的 点 及 无 穷 远 点 ， 求 射影 对 应 
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ft 


式 ， 
和 解 ” 设 所 求 的 射影 对 应 式 为 
pX, = QX + dX (19) 
I pX: = GxiXi 1: 3222 
将 各 对 应 点 化 成 齐 次 坐标 ， 然 后 代入 会 式 〔【 工 )】 。 册 于 无 穷 远 
AEREI. MA an=), 3 
— pi = 2u t dz pa= da Tt da 
I pi = 206351 + a32 te = 4921 + üz 
FEH Gi =t a= — üp da = O, RA C1) 式 得 
DX, = xi — 3X; 
{ px, = Xr 
为 所 求 的 射影 对 应 涉 ， 
3.2 一 礁 射 彩 变换 和 射影 音标 
] 有 公共 请 的 点 列 或 线束 的 射影 变换 
在 一 维基 本 形 的 射影 对 应 中 ， 点 列 到 自身 或 线 来 到 自身 的 
射影 对 应 【变换 ) 占有 重要 的 地 位 ， 它 可 以 构成 变换 群 ， 从 而 
可 议 建 立 一 维 射 影 几 何 ， 
定义 ”点 列 《或 线束 》 到 目 身 的 射影 对 应 也 散 点 列 (或 线 
w 上 的 射影 变 措 ， 
我 们 知道 , 不 共 语 (或 中 
心 ) 的 两 个 点 列 (或 线束 》 间 的 


射影 对 应 可 由 两 次 透视 对 应 合 SS 
或 。 同 一 底 上 的 射影 对 应 也 可 由 É O 
TAAR mA 5 40, HQ E 图 5 < 40 


袖 对 应 不 仅 保 持 结合 关系 ， 而 且 保 持 分 隔 性 不 变 ， 所 以 射影 对 
应 也 保持 顺序 关系 ， 

WAJ s 与 它 的 透视 线束 3 ， 我 们 已 知 它们 的 对 应 元 素 的 
顺序 ， 也 就 是 如 果 点 列 s 的 四 个 点 组 成 两 对 分 隔 点 对 ， 则 线束 
S 的 对 应 直线 也 组 成 两 对 分 隔 十 线 对 WRA FIR AMAT 
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FHA, B,C … 画 出 点 列 s, WHAE mab y — 8 Jy ja, b, 
c. RRS, 

XTW ASS) s fs, RATAR S 和 8 ， 因 为 它们 都 本 
由 透视 对 应 台 咸 。 所 坟 ， 如 果 点 列 $ 的 后 邓 河 某 个 方 癌 4 了 3、 
Coe RAAF  ， 则 对 应 点 好 也 沿 确 定 方向 4 .B.C .. Ili 
HUASI s ， 

RE, WMRAR S 的 直线 mm 沿革 个 方向 a.b,c,… 画 出 线 
上 束 S， 则 对 应 直线 mm 也 沿 一 定 方向 a ,Bc 、… 夯 出 线束 5 ， 
具有 这 种 有 顺序 的 对 应 ， 叫 散 有 序 对 应 。 革 影 对 应 是 有 序 
XI KE, 

内 为， 顺序 关系 是 射影 对 应 下 的 不 变性 质 。 所 以 ， 对 于 下 
线 上 的 射影 变换 担 有 这 种 人 性质， 

定理 5. 23 在 同一 席 上 的 射影 变换 里 ， 如 果 有 三 对 对 应 
元 素 重 合 ， 则 所 有 对 应 元 素 重合 ， 

WA ” 设 谨 8s 上 的 两 个 点 列 和 L 和 5 成 射影 对 应， 其 中 有 三 
HAMARA = A, B= B,, C, = 而 万 :和 万 :是 任意 第 四 对 对 


m. HA 
(ABCD = ( A;B;, CCD) 
所 以 D. =D, 


对 于 同一 中 心 的 两 个 线 东 ， 可 以 同样 地 证 明 ， 

由 这 一 定理 可 知 ， 有 三 对 对 应 氮 重合 的 射影 变换 是 但 等 变 
ÉE. 

根据 上 一 定理 可 以 证 明 ， 一 维基 本 形 里 不 是 恒 等 的 射影 变 
换 ， 可 以 有 一 人 个、 两 个 或 没有 二 重点 《或 二 重 直 线 ) ， 

定 藉 ”一 维基 本 形 的 射影 变换 ， 由 于 有 两 个 ， 一 个 ， 设 有 
二 重 元 素 ， 分 别 叫 司 双 曲 型 、 抛 物 型 ， 檐 圆 型 的 射影 变换 ， 

2 一 维 射 影 坐 标 系 

以 前 我 们 讲 过 的 笛 牛 此 直角 坐标 系 ， 优 射 付 标 系 以 及 在 候 
HERE ET AE RARER, MEEI ER HNE H 
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HÆMME., JHIE BW RI 3 kaka EB 31 F by EB. Am 
不 是 身影 几何 研究 的 对 象 。 为 此 需要 一 种 新 的 坐标 系 ， 使 它 建 
了 在 交 比 的 基础 土 ， 成 为 研究 纯 射 影 几 何 的 工具 。 我 们 和 将 会 看 
到 ， 首 一 、 二 维 射 影 坐 标 系 下 的 举 标 及 表达 式 〔 方 程 等 ) 和 用 
种 到 举 标 来 表达 、 在 形式 上 是 一 臻 的， 其 中 的 关键 是 两 种 举 
标的 转换 关系 。) HEEE, CDA AMMES. 
定义 ”在 射影 直线 二， 取 三 个 不 同 的 点 有 A1,A1,E。 设 了 是 
该 直线 上 任意 一 点 ， 则 上 氮 对 A:# A1,E 和 PP 的 交 比 唯一 确定 ， 
El) 
x= AAL EP) Ç 1) 
RR, APTE Kx, A E a P I R < I) 
式 。 这 样 ， 点 也 与 实数 之 问 建 立 了 一 一 对 应 关系 。 我 们 称 x 是 
A PEERAA A BE 下 的 非 齐 次 射影 坐标 。 
E AREH e; 
Xe = (ALA EE) = 


Au EHEER Ae: 


_ = AE: AA _ x 
Xdi = (ALA EA) ALA r AE O (元 坐标 ) 


AE AE — 


AE AE 


太太 的 坐标 是 : 
Xa, 二) = 1725222 _ 0 


点 A... A.E MRED; SALMA, PA E X ms 
位 点 ， 

为 了 规定 4 点 的 坐标 ,我 们 引进 齐 次 射影 坐标 ,而 且 今 后 也 
ERA TIKI S SE bn. 

EX EFRR AHA p. MER 


X 
x=. x, 0 
AI 


WATA. MAFRA (xi,x2) PAAP ng KKR. ` 
` ABS s 


x L= OBP, MEXNAT RHE AA pa, 

有 显然， 如果 P 关 0D，(pxl px:iyj (Xr, X: e n B| — A. (0,02 
不 是 任何 点 的 坐标 。 

基点 的 齐 次 射影 举 标 是 A1(1,0)，A(0,1)，E(1,1)，, 

利用 对 由 关系 ， 可 以 建立 一 维 直 线 的 射影 坐标 系 ， 

定义 ”通过 一 点 取 彼 此 不 重合 的 三 条 直线 q1,4s,.t， 设 了 为 
该 线束 中 任 一 直线 ， 出 直线 p Hla: an et E —4" 3 H; 


H 
a= (aqa, epy= 一 - 


称 u HAR p EEI Rca) FRIERI REER, nt) 
为 直线 Bp 的 齐 次 射影 坐标 ， 

对 于 尾音 数 p0), Epi (tpud fl uou) &2R B] — É 
Rs (0,0) 不 表示 任何 直线 ， 

由 于 


= xx 
sin(qƏi.e)ssin(q 
u= (ag | epy = 二 一 G2, D) 


isi = 
sinlar, p) *sin(ar,e) 


Hke a, mk paral 3: 
Ha: = op = 1:00 
M. = Ü =0:]l 
H. = ] =1:1 


直线 a K1,0),a.(0,1)fle(1.1)m 0 3EbR; a, Y m R Pi th, 
2 又 叫做 单位 线 ， 
一 维 点 射影 坐标 的 特例 是 仿 射 坐标 和 笛 氏 汲 标 ， 
(1) HAER RA 为 直线 1 上 的 无 穷 远 点 P-，4: 为 
FAO, W | 
x= (AA: EP) = (PaA, EP) = (PE, A;P..) 


P OP 
= (PEA,) TAE OE 
这 时 ， 点 了 的 射影 谷 标 是 仿 射 谷 标 ， 即 为 原点 到 该 点 与 原点 到 
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MDA RDA HERZ IE, 

(2) ØRER MAQhIAER 1 ECHES Po AÑ 
RAO, Hi A2E 禾 于 单位 长 度 ， 则 

x= OP 

HA PRERE. AE, EREEREER mAh, 

3 HIERA REREH 

我 们 以 直线 上 的 点 坐标 为 例 来 说 明 ， 至 于 线 华 标 可 以 根据 
对 侦 关 系 推出 . 

设 射 影 上 坐标 系 的 基点 4 An ERE REER A, a Xa., 
直线 上 和 任 一 点 了 的 射影 伐 标 为 x  ， 笛 氏 坐 标 为 2 BH 


(x. — X1) (X — Xx:) 
t E — _ s l Awe A 
x = (A,A EP) (x: -xə x- x) 


全 
Xr Mi k 
A E 一 l 
则 
yr 一 Ka (1) 
过 一 区 
且 
Ra | kG x) = (875) y, xi) 560 
1 — Xi o (xz = xa) 
„A k= üi — kx; = Oz, i = zis — Xi {2s I] ( 1) AnS 
成 ， 
yt -anA + G dii di? 
GX t Azz üz Gü; #9 


这 就 是 前 面 讲 过 的 射影 变换 公式 (5.12 ， 是 一 个 非 奇 线性 
变 搞 ， 说 明 一 直线 上 点 瑟 的 笛 氏 举 标 和 射影 坐标 之 间 的 变换 就 
是 射影 变换 ， 用 定理 的 形式 可 以 叙述 为 ， | 

定理 5 . 24 HAL, ADERE 5 53 58) 变 1 
是 非 坷 级 性 变换 。 . 
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由 定理 5，23 可 以 得 出 ， 一 直线 上 站 点 的 交 比 用 射影 坐标 
表示 和 用 箔 氏 坐 标 央 示 完 全 相同 。 而 且 还 可 推出 ; 

定理 5 . 25 ”直线 上 两 种 不 同 的 射影 坐标 系 之 间 的 坐标 变 
搞 是 非 奇 线性 变换 , 

证 明 Ear 是 直线 上 一 点 在 两 种 射影 坐标 系 时 的 坐 
E, x 是 该 点 的 向 氏 坐 标 ， 则 由 x* 变 咸 x* 是 非 坷 线性 变换 ， 再 
由 x* 变 成 x' 也 是 非 奇 线性 变换 ， 于 是 两 个 变换 的 积 使 x 变 成 x 
也 是 非 奇 线性 变换 ， 

定理 5 . 26 一 个 点 的 射影 坐标 经 过 非 奇 强 性 变换 必得 出 
该 点 的 另 一 艾 射 影 坐 标 . 

证 明 设 一 点 的 射影 级 标 为 4 ， 经 进 非 奇 线性 变换 (5.12) 
后 得 到 x ’， 我 们 要 证 明 x’ 是 它 的 另 一 种 射影 坐标 ， 

惕 如、xs、x%s 是 三 个 不 同 点 的 射影 坐标 ， 经 过 公式 (5.12》 
变换 成 为 x, Xi Xo’ FEZ 比 为 


RR) Xp) (XIX) 


— n  — O (1) 
(x, Xx, — x”) (X, Xr (XL x} 
取 x,=0.， x, =1, (1) FE, 
{xx _ Gu xE) G — x) (25 
x, — x” (X; xr) Úxií— x) 
xx 趋 于 无 穷 大 时 ， 则 有 : 
wr Gaar) (x; x) 


— — (3) 
(XC 一 Ee) (Xr 一 X) . 
等 号 右 端 表示 x: 、xz、 Xr, x 四 点 的 交 比 ，( 3 ) 式 正好 说 明 
x 是 一 种 射影 坐标 ， 它 的 基点 在 坐标 系 中 的 上 坐标 分 别 是 xi, 
Xz Es 

定理 5 .27 用 射影 坐标 表示 两 个 点 列 之 辣 的 射影 对 应 JE 
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PETET. 


非 奇 线性 对 应 。 
定理 成 立 是 显然 的 ， 因 为 用 射影 坐标 表示 射影 变换 和 用 和 
KERETE- HM. 
例 EARTE 
px, = 2x- 4X3 (1) 
I pX: = X Xz 
表示 点 之 间 两 种 齐 次 射影 坐标 的 变换 ， 求 每 种 一 维 华 标 系 的 三 
个 基 点 在 男 一 种 化 标 系 中 的 坐标 . 
解 ” 将 旧 上 坐标 系 中 三 个 茜 点 A&1(1,0)、A2(0,1)、，Az(1,1) 
的 坐标 分 别 代 入 《1》 式 ， 则 得 划 它 们 在 新 坐标 系 中 的 坐标 分 
别 汶 (2,1)、( 一 4; 一 1)、( 一 2,0). 
根据 公式 《5+ 14) PRIK C1) ARETHA 
人 (2) 
UX: = —X, + 2x. 
将 新 坐标 系 的 三 个 基点 A1(1,0)， 及 00,1),As(1,1) 的 坐标 分 
别 代 入 《27) 式 ， 则 得 到 它们 在 旧 坐 标 系 中 的 伙 标 分 别 为 5 — 1, 
-1)、(2,1) 、 B,D. 
3 .3 平面 上 的 射影 完 换 
现在 把 前 一 段 讲 过 的 一 维基 本 形 的 射影 变换 推广 到 二 维基 
本 形 ， 并 且 重 点 地 研究 点 场 的 情况 。 
1 -FIñi E JBE 39 ha 5 Ru E EE IR 
EX 33 I SB JK shar Y — A —— XF, ER 
E: 
《1 》 任 何 共 线 三 局 的 象 仍 是 共 线 三 点 ; 
(2) 共 线 四 点 的 交 比 不 变 . 
则 这 个 一 一 对 应 吧 做 点 场 的 射影 变换 ， 简 称 射 影 变 换 . 
对 惕 地 可 以 叙述 线 场 的 射影 侄 换 的 定义 ， 
以 上 两 类 射影 变换 统称 同 豪 变 换 ， 
类 似 地 可 以 叙述 平面 上 操场 和 线 场 之 间 的 对 影 变换 ， 这 种 
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ña Br ta Fj. SKEEL EE. 

平面 了 上 上 的 射影 变换 显然 有 以 下 简单 性 质 : 

(1) -一 维基 本 形 霄 变 成 一 维基 本 形 ; 

(2) 两 个 成 庄 影 对 应 的 一 维基 本 形变 换 后 仍 成 射 沁 对 

MEg 

(3) 时 有 影 变换 的 道 变 换 仍 是 射影 变换 ; 

(4) 两 个 射影 变换 的 积 是 射影 变 撞 ， 

平面 上 使 每 一 点 保持 不 动 的 射影 变换 是 恒 等 变换 。 由 恒 等 
变换 和 “(3) 、 (4) 一 起 可 以 推 得 平面 上 人 全体 点 场 的 射影 变 
换 构 成 群 ， 叫 做 射影 变换 群 ， 简 称 射 影 群 。 

2 平面 上 的 透射 变换 

定义 ”如果 射影 平面 内 点 场 的 射影 变换 ， 又 使 每 对 对 庶 点 
的 连 钱 都 通过 一 个 定点 ， 则 这 个 变换 叫 敌 透射 〈 或 中 心 透 视 ) 
变换 ， 简 称 透 射 。 定 点 吗 选 射 中 心 ， 

根据 第 神 以 定理 ， 租 射 使 不 过 中 心 的 两 条 对 应 直线 的 变 点 
在 同一 直线 上 ,该 直 线 叫 透射 轴 ， 
图 5，41 是 两 个 成 透射 对 应 的 二 
HE. “C Wa K. OPT B VP Pr =E 
F., AH s 上 的 每 一 点 和 都 是 二 
重点 ， 通 过 透射 中 心 5 的 每 条 下 
RME CEH. BA, WEI 
S 看 成 无 穷 远 点 ， 则 AA BB”, 
CC 等 互相 平行 ， 址 射 束 变 成 透视 仿 射 对 应 ， 

3. 4 平面 上 的 射影 坐标 

1 FE SEAS AKSES 

现在 在 一 维 射 影 坐 标 系 的 基 
耐 上， 建立 二 维 射影 坐标 系 。 

在 庙 影 平面 内 取 繁 三 点 都 不 
共 线 的 四 个 点 六 1, A; As. E, Z £ 
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Je AA A;A WJ 2 3 U y Eka, a, a, 《图 5 - 42), 3y MW Dl A... A 55. 
JEE P D, 将 成 中 心 射影 到 a1,a2 上 ， 得 投影 点 为 Ei, Es, 
M A aa E. sy jt yE Y MS Pp 2 LA As. Ej 和 LAr, As, 
EJ, APARRA. En Era DEMA, 

EFELER- AP, PAR A, A2 Pob, AA P h 
OHE S| Ea a, F, PEAP P APOL A A, 
As EBD 中 的 坐标 为 六 APEE IS SR CA Aa E) P RISE PRU X 
这 样 ， 平 面 上 除了 A1、 和 ;以 外 的 每 一 个 点 了 与 实数 对 《x,7) 建 
站 了 一 一 对 庶 。， 因 此 给 出 下面 的 定义 ; 

定义 三 点 形 A A; A, 和 点 五 确定 一 个 二 维 射 影 坐 标 系 
CA An ALEJ, KHATAM, AAA, MREZA 
Ri, AM RE, Ei RE sa. A PPrxEDW BJ Cy) MRS 
PEERAA An A E) 的 二 维 非 齐 次 射影 坐标 ， 

WAN. FA 下 的 坐标 是 (0,0)， 点 的 坐标 是 《1,1) , pš 
ALATE., po ARa E MAW ERa, Had AR 
BME y), 

为 了 使 点 A AAE, GER RAE ERT: 

UAAR E POR AP EHEER E, Pa En 
令 

LAA, EaP) = À 
(AA, EP) = 2; 
(A.A. EP3) = Às 
EM JHR223 x, an aE 
XI 


Xi Xz ` 
—- sAn —- =), -= 
kE Ag Xi 


MP G oxa AA P RJ OK ERR., 

HELTAL, Ha PEER CH, Dya P ,Ht ST A Ai, 
有 xi = 0; APERM, WUAAP IE Sr F AÉ. 有 xs == 01 
当 点 了 在 直线 as 上 了 时， 上 总 重合 于 扎 42， 点 Pa? 重合 于 A, Hik 
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YAni RA ,的 伐 标 分 别 为 {t,0,07? 和 《0,1,0) ,而 原点 
AWE bas E (0,0,1) o” A ERES 《1,1,1) ， 
局 P 的 齐 榨 射影 坐标 (x x , x3) 55 3E 3 2K 5F26 26 BB sy 
FARRE? 事实 上 
x= (AAs, EaP) = 1a = -2 


3 


1 Xa 
-ÍA À 万 = 一 - 72, 
y= AA, EP) 下 x 


固 此， 这样 定 义 的 齐 次 坐标 与 我 们 以 前 讲 过 的 是 一 致 的 。 只 不 
过 是 为 了 规定 as 上 点 的 坐标 ,我 们 引进 了 4a = 2 的 条 件 ， 它 是 


直线 gy 上 了 点 的 誉 标 Cx1,Xxi,0) 前 两 个 坐标 之 比 ， 加 是 直线 AP 
的 方 问 系 数 ， 

TA d Aa P zr 2K 35 pp BU BE ERRE, 

J 18 I n RSS PTE] iy 26 92 6 PL 2R1J3F, E p EK IS F 
H. BA P. E2n]e46= A IBU P DRNEA dda, da 各 
ei, ea 注意 这 里 的 距离 是 有 门 距 离 。 规 定 el,ez,es 都 为 正 。 
;的 正 负 则 和 作 如 下 的 规定 ， A P 
和 在 进 的 同人 出 为 下 ， 在 边 的 不 同 
W y i (图 5，43) ， 和 直线 AEn 
AP Bi 2 52,P:， 则 


*L = (A As, E;P.) 
x3 


= {dadı C2P2) PTS + 43 
Sin(qas C2) rsintas pÍ) 

g Sinif, Cz) SINCA, Dp) 
G3 d, _ 

AE AP ed d. d _ 


Bl E da _ ela Ei | Ëa 
AE A;P 
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同 再 可 以 推出 


X: 1 
— = — = (AA; EP) = 
x, 7, {Asia EP) 


dz., d 
Et `. 
B ËL xixi = s 
就 是 说 ， 点 了 的 齐 次 射影 坐标 等 于 点 了 和 玉 到 些 标 三 点 形 三 边 
aan ah EA ZHE. 
2 二 维 射影 坐标 的 特例 
(1) 和 仿 射 坐标 
在 上 述 讨 论 中 ， 视 直线 AA 为 无 穷 远 直线 时 ， 则 
da 
es 
RHEE EA P BJ KH kp E: 
EXI = d: DX = a ; pxa= l 
Ë Ea 
写成 非 齐 次 坐标 ， 则 为 
A _ dh _ d| 


(5 < 42805 ° 43) , 


— 1 


Xa £2 £; 
其 中 4 d Ae e Ra: MA P, EEA A, AA: B 
行 线 时 ， 点 P,B 与 平行 线 和 A; A.. Az 
AA %2 ARES dd) ,这 显然 
EHIE, 4AF X SH, AA KON 
是 了 轴 ，A: 是 原点 ,EB 是 单位 点 ， LEXE 
e,、&: 是 两 轴 上 的 单位 长 ， Pa | 7 
(2) W ISA SESA 
在 仿 射 坐标 系 中 ， 取 e, =e, 
El el = e, MEHER (FPD 学 标 系 ，ei =e, 是 单位 长 ， 
3 二 维 射影 些 标 与 稍 氏 举 标 的 转换 


图 5 + 44 
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W fE3FBI L 3 — F 8 Capa a, HE ma P 83 E kn 292 
(x,y). LIAA 6 E ba t, FRoaBia= 6 33 Ads, 
Ardi, AA: kB 2 kn # E WJ y 3 py yl) 3J 


(ix + Diy + Ci = Ü) 
d: + Dry + C. > Ü 


(1) 
HX + Bay + Cs = Ü 
ZASA Pay RS AERA 
1 
BEA PRIER XXa), R 
px, =f 


= --- ho a Ať +b,y+ Ci 


(i=1,2,3) 


px, = k.(qux + hv-t c) 


设 k. = (+e va 了 bi)-!， 则 ;为 常数 ， 这 人 时 


0X, = k.(a;x + Poy + C3) 
| px, = Ka (Gs + bsy + c3) 
BD A WJ= MW ASE A, Brrlla,b,c|=0., 


É: kd, =a; k,b, =a; KC, =Ü; 35 上 式 可 写成 
px, = MaX T di2y + dia 


px, = dA + (>Y + (33 


la; i | =Ü, p= 0 
DX, = GX + (ay + ds3 


这 就 是 并 次 射影 坐标 Cx ,x; ,Xx;)】 GARE Oy 之 间 的 关 
35, 
Fri sy) e k r KER (Ni .X: Xs) E zÉ Rz 
px, = Y ua, x, (G=1,2,3), ja; #0 (SB. 16) 
这 就 是 两 种 齐 次 坐标 的 转 撞 关系。 这 是 一 个 非 奇 线性 函数 ， 因 
商 可 得 如 下 定理 ; ` 


定理 5.28 平面 于 一 个 战 的 箔 氏 举 标 与 射影 坐标 的 畦 撞 
* J92. 


关系 是 非 奇 线性 变换 ， 

类 似 于 直线 坐标 的 情形 可 推出 : 

定理 5，29 平面 上 碟 的 射影 坐标 与 男 一 种 射影 坐标 的 变 
痪 是 非 奇 线性 变换 ， 

下 面 证 明 ， 用 射影 华 标 表示 的 交 比 ， 在 形式 上 和 笛 氏 没 标 
是 一 样 的 ， 

我 们 在 射影 平面 上 选 定 一 个 射影 坐标 系 和 一 个 币 e B R 
Z. EM HHEH (5. 16) RHE. 

设 A.B.C. D 是 直线 1 上 的 四 个 不 同 点 ， 它 们 的 射影 坐标 
分 别 为 YX + xX tiy. JH (5:，16) 式 的 道 变换 
ARA, A,B CD HARES A Xy Xt gy, G x+ 
Aay, HIET B. TER EER H 


(AB.CD)= 4 
À: 


详细 证 明 过 程 留 给 读者 . 
4 ”直线 和 曲线 的 射影 些 标 方程 
设 在 笛 民 齐 次 坐标 系 蜂 ， 直 线 1 的 方程 是 
axı + bx. + CXS = Q (1) 
E (Xi, X2, E 3 — B Ë t 2K 3 p 3: HI PJ A Pn E: (x, iX, sy ) x 
由 坐标 转换 公式 表 ; 
px = Vaix,, la;; |=0 {i= 1,2,3} 
由 此 可 解 出 
ox, = Sbi x, b: ,|> ü (i= 1.2,3) 


代入 方程 (1)》 整理 后 即 得 ， 
ax, th x, + ex, = Ü 
这 就 是 直线 ! 在 齐 次 射影 坐标 系 里 的 方程 。 
反 过 来 ， 在 齐 次 射影 坐标 系 里 的 一 次 方 释 必 是 补 线 ， 这 本 
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用 同样 的 道理 来 证 明 . 

同 理 可 以 知道 ， 二 次 曲线 的 射影 黎 标 方程 仍 是 二 次 方程 
GEBER) 等 等 ， 

我 们 看 出 ， 直 线 方程 在 齐 次 仙 氏 举 标 系 里 和 在 齐 次 射影 坐 
标 系 里 是 完全 一 致 的 ， 因 此 在 射影 能 标 系 里 可 以 完全 同样 地 建 
yk bn, Sa y EE, 

例 1 从 坐标 变换 式 
DX, = — x + Xr+ Xa 


PX: = Xi — X + Xa (1) 


PX, = Xi + X: — Xs 
RBE 86 i= sa JE BRJ=2 31 5: F 55 — B $R = JA JË Pr SE xr BU 36 kn 
系 下 的 方程 ， 

Ñ ” 设 两 个 伐 标 三 点 形 所 建立 的 亿 标 系 如 图 5，45， 


Asio l0) 
Yt 
D ry 
= "Y 
s, 由 a 
Ato D, 1) ANL 0 -la Ba A 
图 5 + 45 


首先 求 ( 1) 式 的 北 变 换 ， 令 p/ = CR (1) 式 两 端 得 


x, = — (p' xi) + {p Xs) + Cp’ xs) 
x, = {p xi) — (p° Xa) + Cp’ xa) 


x, = (p x) tp XD — (p” Xa) 
就 p'x, 解 方程 组 得 ， 


| p! x, = 5 (Xx, +X”,) 
| p Xz = y +X;) 
| 

1 


' p'x3 = 2 (xi + x,) 
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或 写成 
| GX = X, + X. 
| Gx)= x, + X, (2) 


CXIX +X, 


在 坐标 系 [4,4:， Ap ED BEI CALA A E YF, # 
一 三 所 形 的 三 条 边关 于 另 一 坐标 系 的 方程 分 别 是 ; 


EEA, A: An, EJ | LAL, A, A, EJP 
f x =O . X, + x, = Ü 
Ea | x, T X, = Ü 

X3 = Ü x, +X, =Ü 
— X: + Xr Xs = Ü | [ Xx, = Ü 
Xi — X; + X: = Ü | k. 
Xi F X; — Xs = Ü x, =Ü 


例 2 如 果 两 个 坐标 系 的 坐标 三 点 形 相 同人 得 单位 点 不 同 ， 
那么 两 种 坐标 之 间 的 变换 关系 如 何 ? 
解 ” 根 据 尝 标 变换 公式 (5. 16) 
px, = Ya, x, |a,,|=0 (i=1,2,3) 


X. EL ll 


A:01,0,0)—ə+<A. (1,0,09) 
A 0, 1.0)— >A (0,1,0) 


A 0,0, 1)-——> A; (0,0,1) 
Etl,1,1)—>E’ (Pi Pis Pa) 
可 以 得 出 ， 
pı = G11 | =t? 0 = (3 
aq = q ' Dz = G: Ü — G;3 
Ü = da L 0 = ds; Dy = da3 
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Papi -Qu F dis Q 3 
Pap: 502 + (5 taz 


papa - au- G3 (33 
全 p=1, Mj 2, = pio pp po=p， 所 以 可 求 出 ， 


au — pt | qay= aO 
| 1 a = Gb = Ü (1) 
da33 = p3 Gsl = (sz = Ü 
将 (1) 代入 (5.16) 有 : 
GX, = pixi h ô Ù 


(5 ` 17) gx, =: P2XK2 + D = | P: 0 |== 0 


OX, = Pax 0 0 ps 
KAERA A pad = 4-3 E BH) EPS Sr: a — 2 PA B 
倍数 。 

5 ”射影 变换 的 坐标 表示 

为 得 到 射影 变换 的 坐标 表示 ， 我 们 先 研 究 射 影 变 换 和 射影 
坐标 系 的 关系 ， 

定理 5，30 在 射影 变换 下 ， 射 影 坐 标 系 变 不 一 个 新 的 射 
PERR, MARTAM 变 成 这 样 的 所 M ， 它 关于 新 坐标 系 
的 坐标 与 点 对 关于 原 坐 标 系 的 坐标 丰 河 : 反之 ， 具 有 这 种 性 质 
的 每 一 变换 是 射影 变换 

证 明 ”容易 证 明 射 影 变 换 把 不 共 线 的 三 点 变 成 不 共 线 的 三 
Me HA, AnA E) 是 一 个 射影 坐标 系 ， 于 是 经 过 射影 赛 措 
后 ， 它 变 成 一 个 新 的 射影 坐标 系 [A A. A BE 1, Eh A, 
Arn An EGMA A A An As. E PJ (ÉE]D5 + 46) , É PEF 
BERE, ER TAERR ALA, Az As. EJERE ER (xi Xa 
xa), PAHARE bn Bu E SAAE ERA E ER 成 P BS 
RAP 在 坐标 系 [4, A, AL. E RRR E C X23), ÉA 
证 期 留 给 读者， 

反之 ， 对 于 尾 意 两 个 射影 坐标 系 AAA, E) 各 CA, 
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sia 


-3 A, 
图 5，46 
A,,A,, EJ, REHE AMR FERAL, An AE) 
BABER An) ERAM 关于 坐标 系 A A,A, E) 
的 坐标 也 是 (xi,xay,xa)。 我 们 证 明 这 个 喘 射 是 射影 变换 ， 

根据 射影 变换 的 泪 尺 ， 只 需 证 明 这 个 映射 把 共 钱 点 变 成 共 
线 后 且 保 持 交 比 不 变 。 但 是 我 们 知道 ， 三 点 共 线 的 条 忻 和 交 比 
都 可 以 用 上 局 的 坐标 表示 ， 并 且 表 达 式 与 坐标 系 的 选择 无 关 。 因 
为 关于 所定 六 的 上 映射， 任意 加 和 委 扣 在 两 个 坐标 系 中 的 坐标 完 
全 相同 ， 浙 以 它 满足 射影 变换 的 条 忻 。 显 然 ， 这 个 映射 是 一 一 
XI. AERA B) AE i S ea. 

RIL E EE £ 26 E iB pj ap A BJ — 35 E, 

定理 5 31 平面 上 的 一 个 射影 变换 ， 由 每 三 点 都 不 共 线 
的 四 对 对 冰点 所 唯一 决定 ， 

现在 我 们 可 以 导出 射影 变换 的 坐标 表示 ， 

设 z 是 一 个 射影 变换 ， 它 把 射影 坐标 系 LA sAr A, E) 变 
Je 93 in 5 [44443568 。 则 这 两 个 坐标 系 之 间 的 坐标 
变换 公式 由 (5，16》 式 所 决定 。 设 平面 上 任 一 操 训 和 和 象 局 M, 
K FR RA., An As, EBASI I A axax x, 
x, REHA Goxa Mi n ,Xs) 之 间 的 关系 。 

AA AM EPERRA A As E J] ERGA M 3: T. 
ERRA, An A n ERRAN., 这 就 是 说 ， 点 M T EB 
标 系 的 举 标 为 (x1,x2,x3)， 而 关于 原 坐 标 系 的 坐标 为 Gr, x;, 
Xs)。 所 以 ， 问 题 变 成 了 寻求 点 M 关于 两 个 射影 坐标 系 的 举 标 


. 297 ° 


之 间 的 关系 。 因 此 ， 利 用 坐标 变换 公式 (5.16 ， 得 到 

px, = A + G12N2 十 在 13%3 

DX, = ON + QX; + G55X3 

Da = ayki + daa T (333 
由 射影 变换 定 尺 易 知 la, ,| 到 8。 这 就 是 射影 变换 的 坐标 表 
z. 

反 过 来 ， 在 任意 射影 坐标 系 CA. AnA Elp, H518) 
A Pra IH BJ AM (xi, X; xa) EEE PA M (x, X, Xs) BU E k hi: BF E 
变换 ， 固 为， 由 (5，16) 式 ,可 建立 一 个 新 的 射影 坐标 系 [及 ,? 
站; ,及 ;;E'3 ， 使 它们 之 间 的 变换 式 怡 好 是 〈5' 16 。 在 这 两 
个 坐标 系 中 ， 反 坐标 相册 的 点 对 应 起 来 的 变换 显然 是 射影 变 
换 ， 由 前 面 的 结论 ,这 个 变换 就 是 《5，16) 式 表 示 的 。 因 此 ， 
它 所 表示 的 变换 确实 是 射影 变换 . 

例 3 已 知 平面 上 由 个 点 ,0,1),、 (0,1,1), 1,1,1), (90, 
0,t 切 依 次 对 应 于 四 个 点 (1,0;,0) 、{0,1, 们 、(0,0,1)、(1,1,1)， 
求 这 四 对 对 应 点 所 决定 的 射影 变换 ， 

解 ” 将 四 对 对 应 点 的 坐标 分 别 代 入 射影 变 挽 式 (5 + 16) 
H, fh 


| 0i = Aji + dia Ü =G: + G13 
Ü =a: + 03 D: = tiy + 423 
| 0=an+aa Q = da: 十 G33 
= +a pa = Gia 
O = ün + G>: + G23 | D4 = (23 
Ds = Gi + ar T G33 Pi = üa 
解 方程 组 得 : 
人 11 二 站 l Q= — pa Qi3 = p4 
Giu = — p | ün = Ü |= 
(31 ` = Da | zy: — — p4 D3 = Da 


M pA Tt G53 = Ü T M, llo; = Pi 
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所 以 所 求 的 射影 变换 公式 为 


px. = — X: + Xa 
PX, = — xi + X 
px, = 7X X;:+ X 


景 后 ,应 谱 注 意 的 是 ,虽然 射影 变换 的 坐标 表达 式 在 形式 上 
和 两 个 射影 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 公式 一 样 ， 但 意义 是 完全 不 
同 的 .在 射影 变 痪 中， 坐标 系 不 动 而 点 变动 在 坐标 变换 公元 
中 ， 点 不 动 而 坐标 系 变动 。 这 种 情形 我 们 在 研究 正 交 变换 和 优 
射 变换 时 都 直到 过 . 


S4 ” 几 种 几 售 的 比较 


本 节 研 究 平 面 上 射影 变换 群 与 仿 射 变换 群 、 正 交 变 换 群 等 
的 从 属 关 系 ， 从 而 用 克 革 因 药 几何 学 群 论 原则 将 各 变换 群 戏 应 
的 几何 ， 即 射影 几何 、 仿 射 几 和 何 、 欧 氏 几 何 统一 起 来 ， 并 对 它 
们 的 几何 性 质 加 以 比较 . 

4，1 射影 亚 换 群 的 几何 

1 “射影 变换 群 

前 一 节 根 据点 场 的 射影 变换 的 定义 ， 直 接 推 出 平 而 上 马场 
IJ 5 l 2 ik k — F E, B PR3REDZ EF, 

下 面 再 从 射影 变换 的 公式 说 明 全 部 射影 变换 也 构成 群 。 

已 知 两 个 射影 变换 ， 


Ors PX, = b Ga, x, |a l|=80 (i=1,2,3) 
; 一 上 


射影 几何 学 


3 
Oy; p'xy = SY b, X, |b, ; [0 (k=1,2,3) 
t ~] 
将 px RAE gz， 则 得 ， 
3 
O01: px = Eo (15 a.a; 
Lt = 1 j=l 
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x, | 1 
OG: PERT _ — 
ppt x, | =BA| x; |, A=(a;,),B= (b, ;) 
x, J | | 
和 
或 “Pus 4 x | = C | Xa: | 
， x. La J 


其 中 C=BA= (e,.), OG, = Soa., 
因为 C1 = 1 BILA|=0,B DIED PSA IEA Mok 


积 仍 是 射影 变换 ， 
MF Pi o RU AE 
| X: i (x, | 
gT!: A] x 二 A~! X: 1, | Ai = 0 
Xa l x, 


说 明 ol 仍 是 射影 变换 ， 

保持 每 点 不 变 的 变换 是 恒 等 变 换 。 由 此 推出 平面 上 的 射影 
变换 全 体 构成 群 ， 

2 射影 变换 群 的 几何 一 一 射影 几何 

轮 据 克 莱 因 则 册 的 几何 学 群 论 原则 ， 我 们 已 经 知道 ， 射 影 
几何 是 射影 变换 群 所 对 应 的 几何 学 ， 它 所 研究 前 对 象 是 射影 变 
换 群 中 所 有 变换 了 的 不 变性 质 和 不 变量 ， 即 研究 射影 变换 群 中 
所 有 变换 下 的 不 变性 质 和 不 变量 的 命题 系统 ， 

例如 平面 射影 几何 的 基本 元 素 是 射影 平面 上 的 点 和 直线 ， 
基本 关系 是 射影 的 结合 关系 、 射 影 的 顺序 关系 以 及 连续 关系 
等 这些 元 素 和 它们 之 癌 的 基 木 关系 本 童 1 1 段 中 已 育 较 详细 
的 论 进 。 下 面 介绍 用 公理 法 建立 射影 几何 时 ， 这 些 元 袁 和 关系 
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都 基 不 加 定义 的 原始 慨 念 ， 它 们 的 属性 由 公理 来 规定 ， 郧 由 公 
EHRE., 

E ESELA A 8 REET ARA A FILAN 
[Bl]: 

(1) 基本 的 直线 形 。 如 一 维基 本 形 ， 二 维基 本 形 ， 成 
E (简单 的 和 完全 的 ) ， 世 线形 (简单 的 和 完全 的 】 等 。 本 并 
1，5 中 己 讲 过 了 ， 

(2) 对 侦 美 系 和 对 偶 原 理 。 本章 1 * 5 已 讲 过 了 ， 

(3) 射影 坐标 .这 是 研究 射影 几何 的 工具 ， 即 用 民 数 法 
研究 射影 几何 的 基础 ， 本 音 所 介绍 的 齐 次 坐标 和 射影 坐标 就 
是 。 但 前 者 是 在 笛 岳 坐标 的 基础 上 建立 的 ， 后 者 借用 了 度量 
性 质 定义 芭比 的 概念 ， 在 纯 射 影 几 何 里 应 排除 度 晤 性质 来 定 
祥 ， 因 为 度量 性 质 不 是 射影 变换 下 的 不 变量 。 下 面 将 给 册 建 立 
纯 射 影 坐标 系 的 一 种 方法 . 

(4) 一 维基 本 形 上 四 元 素 的 交 比 和 调和 比 。 本 章 所 讲述 
的 交 比 概念 长 性 质 ， 除 了 交 比 这 一 慨 念 使 用 度量 性 质 定 义 应 加 
以 改造 外 ， 其 余 的 性 质 都 是 射影 性 质 ， 

(5) 射影 对 应 和 射影 变换 。 主 要 研究 一 维基 本 形 之 间 的 
射影 对 应 和 变换 、 二 维基 本 形 的 射影 变换 ， 这 主要 是 研究 点 场 
时 射影 变换 ， 也 包含 异 素 变换 ， 如 第 六 章 中 的 配 极 变换 等 。 

(6) 二 次 曲线 的 射影 性 质 。 这 是 第 六 章 负 详细 讨论 的 ， 

CTO 其 他 身影 几何 所 研究 的 性 质 。 

从 以 上 所 刘 平 面 射影 也 和 何 研究 的 内 容 不 难看 出 ， 本 章 $ 1 
~ 一 3 中 及 讨论 的 问题 ,实际 上 都 是 射影 几何 所 慨 讨论 的 问题 ， 
得 必须 注意 ， 我 们 在 讨论 这 此 问题 的 时 候 ， 是 在 欧 氏 平面 或 仿 
射 平 面 上 来 讨论 的 ， 合 用 了 长 度 、 有 平行、 垂直 这 样 一 些 概念 和 
性 质 ， 而 它们 部 不 是 射影 变换 下 的 不 变量 和 不 变性 质 ，。 因 为 我 
们 的 号 的 ， 主 要 地 不 在 于 研究 天 射影 儿 何 ， 而 在 于 赋 究 正 交 ， 
仿 射 、 射 影 变 换 之 间 的 关系 ; MRE., WA HERRE 
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加 的 关系 :研究 欧 氏 、 仿 射 、 射 影 几 何 之 间 的 密切 联系 ， 突 出 
几何 性 质 。 其 次 ， 通 过 这 些 讨 沦 我 们 也 获得 了 在 欧 氏 几何 中 全 
然 不 了 解 的 一 些 射影 几何 的 有 关 和 知识， 并且 许 黎 是 经 过 验证 之 
后 肯定 为 射影 性 质 的 ， 

在 欧 氏 几何 基础 上 来 研究 射影 性 奈 ， 这 是 常用 的 也 是 比较 
时 的 方法 ， 它 的 优点 就 是 密切 了 殉 氏 、 仿 射 、 射 影 性 质 之 癌 的 
联系 ， 因 此 就 更 有 实 朋 价值， 但 从 克 药 固 观 点 看 来 ， 儿 和 何 性 质 
有 时 是 混杂 不 清 的 ， 因 此 有 人 从 纯 数 学 角度 给 出 一 些 建立 纯 射 
影 几 何 的 方法 。 从 本 书 第 五 章 前 三 节 记 讲 的 系统 来 看 ， 其 中 关 
键 问 题 是 如 何 用 纯 射 影 的 方法 〈 不 用 度量 ) 建立 变 比 的 定义 ， 
这 个 各 题 一 解雇 ， 其 他 问题 如 射影 变换 等 都 成 为 纯 射 影 的 了 。 
下 面 篇 单 艰 绍 用 公理 方法 建立 射影 几何 的 一 种 方法 。 

射影 几何 的 公理 可 以 分 成 三 组 : 

结合 公理 I 1—5 

顺序 公理 I. 《原始 关系 用 分 陋 点 对 ) 

连续 公理 E, 
各 组 公理 的 具体 条 文 是 ， 

(1) 结合 公理 组 

公理 1， 对 于 任意 两 点 A, B, FEBRE- RAH a 
通过 点 A.B. 

REIL. 在 每 条 蛮 线 上 上， 至 少 丰 在 三 个 点 。 

REIL, 至 少 存 在 三 个 点 ， 不 在 同一 直线 上 。 

公理 I: 通过 不 在 -一 条 直线 上 的 三 个 点 44.B3、C， 存在 而 
且 只 存在 一 个 平面 r。 

公理 1 在 每 个 平面 上 至 少 有 一 个 点 。 

REl., 如果 直线 4 有 两 点 ABEYE, MAH a 
的 所 有 点 都 在 平面 上。 

公理 工 ， 至少 有 四 个 点 不 在 同一 平面 上 ， 

公理 I， 如 果 二 平面 e,8 有 公共 点 生 ， 则 它们 至 少 还 有 一 
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TARAB., 

公理 工 ， #— EI EBYS 3 Ek P t 25 JE pa, 

这 些 是 空间 射影 几何 公理 。 平 面 射影 几何 的 公理 应 去 掉 公 
B|, = WN APJ EE Ut, 

(2) Mra 

ARI, HTAR u LERTDARZA A. B,C 大 在 这 条 
WEEK EBA D, WET XA, BRIEY CD, 

REL: WRAHA, BARRANC D, WAB ASIA 
对 C、DD， 而 且 点 对 CD 也 分 阳 点 对 AA、B， 

公理 IT， 对 于 性 项 直线 世上 任意 不 同 的 四 点 A. B.C.D,. 
总 能 有 唯一 的 方 汪 ， 把 它们 分 成 西 个 分 柄 的 点 对 。 

公理 于 设 在 直线 LATAA B.C D.E, WERC, 
DHC Eñ yIW A XLA.B, MARD, ETSA A.B. 

RERI, REAR u Li TA B.C D,E, WRAXHC, 
DD 和 CE 者 不 分 隔 点 对 站,B， 刚 点 对 DE 也 不 分 隔 点 对 有 &、B， 

REF, RA, BHC, DD 是 十 线 呈 上 的 两 对 点 对 ，A'、 
B 和 C'、D’ 是 它们 从 任意 中 心 到 任意 直线 ww ERRE., mR 
ARA, BAC DEHA, MARNA BP AC DESA. 

(3) 连续 公理 

公理 于， bote B u 上， 在 一 点 OAF, MAREE 
命题 成立 。 

从 公理 系统 上 我 们 看 出 ， 射 影 几 何 与 欧 氏 几何 有 着 非常 大 
的 区 别 ， 

本 书 在 建立 射影 坐标 系 时 ， 主 要 根据 射影 不 变量 一 一 四 点 
RRE. BE, MARZ iE EIE xR? 我们 是 
把 它 定义 为 简单 比 之 比 ， 即 
ABC 
(AB, CD) = < E 


显然 这 是 根据 度量 性 质 给 出 和 的 ， 因 为 简单 比 本 身 就 是 用 线段 长 
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度 定 义 的 。 因 此 ， 这 个 交 比 的 定义 不 是 纯 射 影 儿 何 里 的 定义 ， 


方法 ， 首 先 给 出 调和 点 对 的 定义 ， o 
它 是 通过 完全 四 点 形 给 册 的 。 我 们 s 
向 道 ， 已 知 射影 直线 上 的 三 个 不 同 


的 点 有 .B.C 内 用 一 要 下 尺 就 可 遂 过 
完全 由 点 形 的 调和 和 性 作出 筷 的 第 四 图 5 。47 
调和 点 卫 ， 如 图 35，47 所 示 ， 这 是 纯 射 影 的 方法 。 其 次 和 通过 凋 
种 分 隔 和 连续 性 建立 一 维 身 影 坐 标 系 ， 

设 给 定 射影 十 线 a  #E'E ETIS AA L A.E, HERAn 
王 分 别 与 数 0 ,1 对 应 ， 面 A 与 记号 吕 相 对 诺 。 在 cc 好 把 直线 切 
开 ， 引 进 线 性 须 序 ， 使 点 0 在 点 1 
前 面 。 热 后 引进 其 它 点 的 坐标 : 
与 0 配 成 点 对 且 与 所 对 1、co 调 和 和 
共 辐 的 点 记 作 数 2 ， 这 时 点 2 在 TF” 
感 革 的 后 面 ， 与 点 1 配 成 点 对 且 — š í 
与 点 对 2 + col RAER s IE 图 5 ` 48 
3gp 3, Q. ‘图 5，48) 。 这 以 后 再 把 与 1 本 成 点 对 且 与 点 对 
4 、cc 调 和 共 示 的 点 记 作 数 一 1: 把 与 点 0 配 成 点 对 昌 与 点 对 
_ Í, 、co 调 和 和 共 示 的 点 记 作 数 一 2 ;……。 这 样 就 对 整数 点 建 
立 了 整数 的 坐标 。 关 于 有 理 点 的 坐标 ， 可 以 通过 射影 中 点 的 裤 
念 给 出 ， 妈 《4BCcc) RATH HN, BACA A, B 的 射影 
中 点 。 这 样 虚 对 0 、 荆 的 射影 中 点 记 作 数 才 ， 点 对 1 、2 的 中 


RRR o AIO, = 1 的 中 点 记 作 数 - 1, eee, AET 
以 建立 有 理 点 的 坐标 ， 最 后 再 利用 连续 公理 用 茂德 金 切 实 的 广 
法 建立 无 理 点 的 坐标 可 以 证 明 射 影 直线 上 的 点 与 实数 成 一 一 
对 应 ， 从 而 在 射影 直线 上 建立 了 射影 坐标 。 

我 们 看 出 ， 这 样 建立 的 射影 坐标 系 完全 会 去 了 度量 性 质 ， 
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利 衣 这 样 的 坐标 系 ， 直 线 上 四 点 Pia), Pal), Pia), P (x) 
的 交 比 就 定义 为 ; 


Xy A 一 
(P P: PaPa) = T3 l atA _ "t 
X: X2 Xi- X2 


如 果 它 们 是 调和 点 对 ， 则 有 : 
(PPa, PaPa) = —1 

关于 平面 上 二 维 射 影 坐 标 系 的 建立 和 我 们 尽 前 建立 一 维 射 
影 坐标 系 的 方法 类 做。 先 取 于 标 三 
把 形 4,A4:A: 和 单位 点 已 ， 以 4 A; 
为 中 心 将 BE 投 影 到 替 标 轴 AA, 和 
Asi 上， 投影 所 的 坐标 向 记 作 数 1 
(图 5。49)》 。 这样 就 决定 了 射 影 
AiR LALA AE]. X] PE THI 图 58， 49 
上 上 任 一 上 抬 耻 ， 再 通过 中 心 射 影 到 两 轴 上 ， 得 投影 点 P,、P,， 
记 PP 的 滑 标 为 x，P, 的 坐标 为 y， 则 点 了 的 耸 标 规定 为 (x, 
Y), HARM 的 坐标 为 《1，1) ， 点 4 的 坐标 为 (0, 0) ， 这 
样 除 了 A1A: 走 线 上 的 点 都 有 非 齐 次 坐标 。 为 了 规定 AA 上 点 
的 坐标 ， 再 利用 我 们 前 面 讲 过 的 方法 引进 齐 次 举 标 ， 就 可 以 建 
让 平面 上 所 有 点 的 齐 次 坐标 了 .在 这 个 众 标 系 里 可 以 象 解析 几 
何 一 梓 来 讨论 直线 或 曲线 的 方程 。 总 之 可 以 用 纯 射 影 的 方法 研 
完 所 有 的 射影 性 项, 包括 射影 变换 也 是 非 奇 线性 变换 .这 种 研究 
射影 几何 的 方法 是 纯 射 影 几 何 的 方法 ， 和 本 书 所 采用 的 方法 完 
全 不 同 。 关 于 这 部 分 内 容 读者 可 参看 叶 菲 莫 夫 著 “ 高 等 几何 ? 
下 册 的 有 关内 容 。 

4.2 射影 变换 群 及 其 熏 闭 的 子 群 

1 上 欠 基 本 不 变量 来 看 

射影 变换 群 的 基本 不 变量 是 变 比 : 仿 射 变换 群 的 基本 不 恋 
量 是 简单 比 : 相似 变换 群 的 基本 不 变量 是 相似 比 ; 正 交 变 换 群 
的 基本 不 变量 基 肢 离 或 长 度 ， 而 每 个 变换 都 是 通过 结合 美 系 和 
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对 应 的 基本 不 变量 定义 的 ， 很 显然 ， 在 变换 下 保持 长 度 不 变 就 
能 保持 相似 比 不 变 ， 而 保持 相似 比 不 变 就 能 保持 简单 比 不 变 ， 
因为 简单 比 就 是 线段 的 比 ! 而 保持 衔 单 纱 不 变 就 能 保持 诡 比 不 
变 ， 因 为 交 比 是 简单 比 揭 比值 。 但 是 反 过 来 不 成 立 ， 即 保持 区 
ERER E t Fri SB Ik 28; ID Fr m t H: Sa E Tt sf 
ARARE rE, MBERE, 而 相似 比 不 变 不 能 保 
持 味 离 不 变 。 但 所 有 这 些 变换 邦 能 悍 持 结合 关系 不 变 ， 即 共 线 
AAE EER AA, JE X 2k ap NO Fa Sa. BeA: 

BJ SE EF D TAR gt o 3 DE F 2 HE. 
HP “o” onto AA., ski 8 TE, 

2 ”从 变换 的 坐标 表示 来 看 

射影 变换 的 齐 次 坐标 表示 式 是 ， 

PX: = GiiXi + Aia + Q 1523 
(P) pX: z anA + UNa + AnA > la; i z Ü 
PX, = CX das+ darXs pO 

(1) 仿 射 变换 群 

一 般 地 ， 平 而 上 的 庄 影 变换 不 区 分 无 穷 远 直 线 和 有 穷 远 直 
线 ， 有 穷 远 直 线 可 以 变 成 无 穷 远 直线 ， 无 穷 远 直线 也 可 以 变 成 
有 穷 远 直线 。 但 婚 果 把 无 穷 远 直 组 特殊 对 待 ， 即 平面 上 的 射影 
变换 中 ， 把 无 穷 远 直 线 必 须 变 成 无 穷 远 直线 ， 把 有 穷 远 直 线 必 
须 变 成 有 穷 远 肖 线 ， 这 种 特殊 的 射影 变换 就 是 仿 射 变换 ， 

因为 区 = 0238782, = 0, AEREAS A Ci x; , 0) 28 pa, JG 37 
远 点 (x; ,xX; 0)， 其 充分 必要 条 忻 是 dl=asrz=0， 因 此 变换 
( P ) 变 成 


DX, ` G iX: + dia + G13X3 
la, |= 0 


° (Gs 2 0) 


{AY px: = Qui AX T AraX3 
pX: = (1523 

(A ) 就 是 仿 射 变 换 的 齐 次 坐标 表示 式 。 
因为 每 个 有 穷 远 氮 的 坐标 x; 寺 0， 用 (有 4) 中 的 第 三 式 去 除 
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前 两 个 ， 且 令 


xí _ Xz x; f — af 
—— —-——_—_ 一 一 - ; = X — 
X3 x X3 > x, ' x, > 
MCA E pk dE £ RERA 
x' =d r b;y + Ci A= Ie bi 0 
{ vy = qx + hv + ë; (I; Ha 


A= 008 Fp RE - — H. RATER, aA E Fa zÇ 
就 是 第 四 章 讲 过 的 仿 射 变 换 . 

和 证 明 射 影 变 换 构成 群 一 样 地 可 以 根据 (A&) 证 明 傣 射 变换 
构成 群 ， 而 且 是 射影 群 的 子 群 ， 

EX ” 设 给 了 任意 空间 对 的 某 个 变换 群 局 。 如 果 和 群 台 里 的 
变 罗 把 空间 对 的 一 个 子 集 忌 变 换 成 它 自 身 ， 则 这 个 变换 中 伏天 
于 集合 去 的 自 同 构 变 换 ， 简 称 关 于 集合 已 的 自 同 构 变 换 ， 

-容易 证 明 ， 群 如 里 关于 集合 雹 的 记 有 目 同 构 变换 全 体征 一 
个 群 . 

仿 射 变换 群 是 平面 上 射影 变换 中 关于 无 穷 远 直线 的 目 同 构 
群 。 这 条 不 变 的 直线 称 为 仿 射 变换 的 绝对 形 ， 

(2) 相似 变换 群 

念 射 变换 是 把 无 穷 远 直线 变 成 无 究 远 直线 的 特殊 射影 变 
换 ,也 就 是 射影 变换 中 关于 无 穷 远 次 钱 的 自 同 构 变 换 , 所 调 把 无 
穷 远 下 线 变 成 无 穷 远 直 线 , 也 只 是 把 无 穷 远 局 变 威 无 穷 远 点 ,并 
不 是 说 每 个 无 穷 远 点 都 一 定 变 成 宜 身 ， 一 个 无 穿 远 加 也 可 能 变 
成 另 -- 个 无 穷 远 点 。 如 果 仿 射 变 换 使 无 穷 远 直 线 上 的 两 个 特殊 
BARG, LOJO, ~i, 人 保持 不 变 , 就 是 相似 变 撞 ,这 两 个 虚 
点 称 为 较 点 ， 关 于 它们 的 定义 和 性 质 ， 将 在 第 六 章 8 3 讨论 ， 
这 里 只 要 知道 这 两 个 点 就 驶 了 了. 

相似 变换 群 是 平面 上 上 射影 变换 中 关 闻 无 穷 远 直线 和 圆 点 的 
自 同 构 群 。 这 条 直线 和 两 个 点 称 为 相似 杰 换 的 绝对 形 ， 

道 过 计算 可 以 知道 ， 如 果 仿 射 变换 是 ， 

a jọ a 


px, = 1X + 0i t (1353 


(A) pX, ”Hawi AzA T (53263 À, |a; j | == Ü 


px, = (133253 
H.P F 4 [B] SA E F ËI pak HAB EER tF y, MCA) RK E pk dË Šf 
次 坐标 式 ， 即 相似 变换 
‘sy x" = ax By+ e , Ja 一 月 
y! = e (Bx + my) +t e8 ea 
平面 上 所 有 相似 变换 构成 群 ， 它 是 仿 射 变换 群 的 子 祥 . 
注 ” 为 方便 起 见 ，( 5 ) 的 形式 采取 了 和 第 四 章 稍 微 不 同 约 
JE X. 
(3) 正 交 变换 群 
第 四 章 我 们 已 知 正 交 变 换 的 坐标 表示 是 : 
g X =a +by+ce a+bi =1, af+b:=1 


=ü0,£g= t] 


Y = üX + by + c, ' aa; + b,b, = 0 
这 是 带 有 特殊 条 件 的 仿 射 变换 ,利用 这 个 条 件 (M) 也 可 以 写成 ， 
X = qx — By+ ci 
l y' =e(Bx +ay) +c, `" 
3 E BBT 8 IE 3 3 ph B SSS BJ Pp. FHAA E W E 48 
MER ( S ) 的 条 件 : 
a -B Ë 2 2 
= eg“ + eB = Ü 
eB EQ 
可 见 正 交 变 换 一 定 是 相似 变换 ， 但 反 过 来 则 不 一 定 。 因 此 ， 正 
交 变 换 群 是 相似 变换 群 的 子 群 ， 
综 上 所 述 ， 我 们 得 出 ， 
射影 群 二 仿 射 群 二 相似 群 己 正 交 群 。 
4.3 射影 、 仿 躬 、 相 似 、 正 交 几 何 之 间 的 比较 
我 们 已 经 研究 了 射影 群 、 仿 射 群 、 相 似 群 、 正 交 群 (或 运 
BEP 的 从 属 关 系 ， 这 些 群 所 对 应 的 几何 党 分 别 是 射影 几何 、 
仿 射 几何 、 相 似 几 何 和 正 交 【或 运动 ) 几何 ， 这 样 就 从 群 论 的 
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n+ A=1, £= +1 


观点 把 几 种 重要 的 几何 学 统一 了 起 来 ， 而 又 把 过 去 湿 潮 不消 的 
各 种 几何 学 所 应 研究 的 对 得 明确 地 区 分 开 来 ， 

我 们 已 经 指出 过 变换 群 越 大 ， 其 对 应 的 几何 学 内 容 越 贫 
乏 ， 变 换 群 越 小 订 对 应 的 几何 学 内 容 越 丰富 。 因 而 从 几何 学 的 
内 容 来 看 ， 必 有 射影 几 向 己 优 射 几何 三 相 忆 几何 二 正 迹 几 和 何 但 
从 纯粹 的 射影 几何 体系 来 看 ， 邵 果 在 射影 几何 里 建 江 射影 形式 
下 的 度量 .平行 线 、 垂 直线 等 等 ， 则 在 射影 几何 里 可 以 导出 优 
射 、 欧 氏 ， 甚 至 非 欧 几何 学 。 在 射影 驶 点 下 ， 苦 影 几 何 又 包含 
着 所 以 这 些 几 何 学 ， 

为 了 能 更 清楚 地 比较 四 种 几何 的 内 容 ， 我 们 列 出 下 表 : 


| | 


各 称 8) Ë JL far fh EJL hf — -_” ` .— 
| ELA EZ GEAD) JLi 
ERE 射影 嫩 | f 3 WH x Fi ， E Z # 
3 | a ty x = gx- EBY +C x = gx -By + É + 
变 joxs D ai w Saby Y = Bx + EGY +C: y' =Px+eay+es 
$ 151 tE? 
gt ¿=1,2,3 ua: bh, a? +B? = k2 G: +B: =1 
| in la, b esti | E= +1 
| 身影 性 质 ， 纯 仿 射 性 版 纯 和 似 性 质 | b EE IË kE Ff 
g | HETER | Sisi SE B Sk F ER | shi St T; AFE 
. 射影 性 质 部 仿 射 性 质  ， 并 相似 性 质 
3: HEREA hh fh 54 + E Ek Ei REUT S 
对 | PEPER | APREE 
"1 MEAE pti fb 3) A E Tt 
性 质 
| | “射影 不 变量 
+ë. mat 结合 性 | sat | ”结合 由 
RAE 分 隔 性 平行 性 平行 性 平行 性 
性 质 | RAH | BŞH 
*#&k' ' a + | Kuu 
£ ' 7 jt HME ， ” 相 馈 比 iF z 
4k C C = en 
FE RLR | "wisa | 同 z 
Ë É i I 机 | 


我 们 以 几何 尝 的 群 论 原则 为 主线 ， 通 过 第 四 章 和 第 五 章 ， 
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介绍 了 四 种 重要 的 变换 ， 以 及 它们 的 基本 性 质 和 上 应用， 介绍 了 
这 四 种 变换 群 的 从 属 关 系 ， 从 而 把 它们 统一 在 射影 变 搁 群 里 ， 
这 样 就 用 变换 群 的 观点 统一 了 它们 所 对 应 的 四 种 几何 。 我们 也 
介绍 了 四 种 几何 的 主要 不 变性 质 和 不 变量 ， 而 且 着 重 介绍 了 平 
夯 射 影 几 条 的 基础 理论 和 方法 ， 使 我 们 鸡 射 影 几 何 有 一 个 基本 
的 认识 ， 

二 次 曲线 也 是 敬 氏 、 仿 射 各 射影 几何 研究 的 重要 对 象 ， 为 
了 集中 研究 它们 的 射影 性 质 、 仿 射 性 质 和 度量 人 性质 ， 深 化 对 一 
次 蜡 线 的 认识 ， 也 便于 比较 ， 我 们 把 二 次 其 线 的 理论 放 在 下 一 
PEWA, 


>J 题 


$ 1 

l, RA,B,C, D E R: — RER CRETA, SER A.B + 
C.D; A.B+C.EWJA B=D. E, 

2。 设 4,B,C,D,E 是 一 条 直线 上 的 五 个 点 ， 并 且 A.B + 
C.D; A.B 二 >D.E， 则 有 A B: C. E, 


3。 试 求 下 列 诸 点 的 齐 次 坐标 ， 
(1) (0,0)，(10)，(0,1)， (2, - >). 


(2) D12940 36 3y EN 

(3) 3x+y= 0 tEAM. 

(4) 坐标 办 上 的 无 穷 远 点 ， 

d, BAE, RTIRAR REE: 

(2,4-1), (IO — 6, 2), (0,1,0), (0,4,3), 
5， 求 下 列 直 线 上 的 无 穷 远 点 ; 


( Í) X(+ X |j- 4x,- Ü; 
(2) Xi 2X = 0; 
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( 3) X, + 52: = Ü, 
x _ y _ 


2 z 
O, SEPELA- t-r = 1, Ë l J pi = 


~ 1， 双 曲线 - -加 -= 1, MPR =2px 的 齐 次 坐标 广 
程 ， 然 后 求 出 它们 和 扩大 平面 上 无 穷 远 直线 1 。 的 交点 ， 


7. E 2Xx1+ X; XI 3X1 Axt 2X2 = Ô, AXi t X2- 
3X3 = 0 为 边 的 三 角形 顶点 的 坐标 . 
8。 求 下 列 各 线 的 华 标 〔 齐 次 与 非 齐 次 ): 
x fH, yx 轴 ， 无 穷 远 直 线 ， 过 原点 斜率 为 上 的 直线 。 
3。 求 下 列 各 线 坐 标 所 表示 的 直线 的 点 浇 标 方程 ， 
(0,1,1), G,l,—1), (1,9,1), (1, -1,0), 
10, RFEA £a BJ2R E kg A TE: 
(1) x%* 轴 上 的 无 穷 远 点 ， 
(2) 3? 轴 上 的 无 穷 远 点 。 
(3) 以- 也 为 方向 的 无 穷 远 点 ， 
(4) (2,4, 一 3)。 
ll, (1) 求 过 点 ,1,2) 的 实 直 线 ， 
(2) 求 直 线 (i,2,1 一 让 上 的 实 点 ， 
12。 试 证 ， 遇 复 点 雇 确 定 的 复 直 线 与 它们 的 基 旨 复 点 所 确 
定 的 复 丰 线 构成 一 对 共 斩 复 直线 ， 
13。 试 证 ; Z R(1+i,-1+0,0 I+D ,.0G, -1- i 共 线 ， 
14。 求 加 x? + x; = 5x3 与 图 (X11 一 3X3)?+ x; =8X; 的 交点 ， 
45。 试 作 下 面 图 形 的 对 蛋 图 形 : 
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I6。 试 述 下 面 命 题 的 对 个 命题 ， 

“ 没 一 个 可 变动 的 三 角形 ， 它 的 二 边 各 通过 一 个 定点 ， 而 
三 顶点 始终 在 共 点 的 三 条 定 直 线 上， 那么 ， 第 三 近 也 通过 一 个 
定 感 。” 

š 2 

17, UIBLPTA AB. PURAM, BAIE (ABM) 分 


别 等 于 - 2，- 1, 一 ，，0, >> 1, 2, 
18。 试 证 ， CAB.PQ)(AB,QR) = (AB,PR), 
19。 已 若 一 条 二 线 上 的 四 个 点 4、B.C.D， 其 中 相 邻 两 局 
ERAH AHF RM AZ ENA. 
20, HAP Pa, Pa 坐标 分 别 为 (1 ,1,1), 01, -1,1).(1,0, 
1) H(PiPa PaPa) -- 3, RPA S ka, 
21, CZAR AC0).B(1),C(- 2)， 试 确定 第 四 点 
DD， 使 
(AB,CD) =- -3 
22. GH A, B,C D 为 调和 点 ， 试 证 这 四 点 所 组 成 的 交 比 
的 所 有 值 为 ，- 1, 2, y: 
23， 设 (4uazy4ai = -1， 试 证 
ož a t8 4. 
Aia A AÀ AM 
RE A idda =k, HMH 
i-k 1 _ k 


— -- 一 


Aa— Ai AA js), 


24。 设 A,B,C,D 为 共 线 四 点 ，0O 为 CD HA, HOC = 
DA:OB， 求 证 
(AB,CD)= -1 
25。 试 证 ;在 * 轴 上 ， 由 方程 anx? + 2aox + an= 0, bux? + 
2biuzX + ba = 0 的 根 所 决定 的 两 个 成 对 ， 成 调和 共 罗 的 充分 必要 
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条 性 为 
1 有 一 人 212 十 22D11 = Ü 
20. LA AABC 及 平面 上 一 点 P 《不 在 任 一 边 上 ) ,连结 
AP、BP、CP 与 对 边 交 于 A’、 B’, C, I RAi=BC xB C’, Bi= 
CAx C'AZ, C; - AB At B' 求证: 
(1) (BC.A A) = -1, (CA,BB’)= -1,(AB, CC’) 
= — 1. 
(2) An Bn GÈR. 
27. Z (a,b) =120°, HRmE E pp 两 个 角 人 人 (0,m} 和 
人 (b,m)， 它 们 的 比分 别 等 于 -is 1l, 0, q 5 W 
定 对 应 移 (abm) E , 
28, BRA B,C, DE-A ALAK, PEIER S 
试 证 四 直线 的 交 比 {PA PB,PC PD) 是 常数 。 
29。 若 直线 二 ,12,b3,44 的 方程 分 别 为 
x—-y=0, 2X+y=0, x+y=0, 3x-y=0, 
Fe Chla lala), 
30, FER h, hh 的 方程 分 别 为 


2X1 二 一 X3 = Ü, Xi- Xit XÍ = 0, Xí= O 


H Galal) = 一 £, 求 LEJE. 


31。 己 知 一 个 简单 四 边 形 ebcd 与 直线 i ， 试 在 1 上 求 四 个 

点 A,B,C,D 使 
(AB,CD) = {A.B, CD.) 

其 中 A..B..C... D. 党 示 已 知 四 边 形 各 边 上 的 无 穷 远 成 ， 

32, 已 知 两 个 点 刀 和 B 以 及 直线 4B 上 的 点 总 在线 菇 AB 
的 外 部 ) ， 求 作 点 导 关 于 点 对 4,8 的 调和 共 辊 太 ， 

33, 已 知 一 个 线束 的 三 条 直线 a.8,c， 试 作 与 直线 6 lll 
共 顽 的 第 四 条 直线 ， 

34+。 已 知 雹 穷 远 直 线 上 同时 又 在 已 知人 4BC 边 上 的 三 个 无 
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Fm, HE LALA RELER. 

35, EX Y ZEZENA JE ABCD 的 三 个 对 边 点 ，XXZ 分 
别 交 AC. BDĘL M. 证 明 ; YZ. BL,CM 共 点 ， 

36。 疫 4.B.C 是 完全 四 线形 的 三 个 共 线 顶 扣 ，M、C 与 4 , 瑟 
调和 共 斩 ,求证 通过 4,.B 的 对 项 线 的 交点 在 对 与 的 对 顶 扎 的 
EArt. MET AYIB ayam, 

Š 3 

37。 试 证 ， 平面 上 任意 两 个 射影 点 列 可 以 移动 到 透视 亿 
É. 

38。 试 证 ， 平面 上 两 个 射影 线束 可 以 移动 到 透视 位 置 ， 

39， 试 证 ， 点 列 与 它 射影 对 应 的 线束 也 有 和 上 题 类 人 羽 的 结 
E-P 

40， 试 作 两 个 透视 线 东 里 互相 垂直 的 射线 。 并 加 以 讨论 。 

41。 试 证 ， 如 果 两 个 射影 线束 的 三 个 对 应 直线 对 交 成 同样 
的 角 ， 则 所 有 对 应 直线 对 都 具有 这 样 的 性 质 。 

42， 已 志 两 个 射影 点 列 竟 三 对 对 应 点 ， 试 作 与 第 一 个 态 列 
的 无 穷 远 点 相对 应 的 第 二 个 点 列 的 点 ， 并 作 其 逆 ， 

43。 已 乞 两 个 射影 点 列 的 三 对 对 应 点 ， 试 作 这 两 个 点 列 的 
公共 点 所 对 应 的 点 ， 首 先 把 这 个 公共 点 看 作 第 一 个 点 列 星 的 
点 ， 其 次 再 看 作 第 二 全 点 列 星 的 把 ， 

44， 建 立 射影 对 应 ， 使 直线 1 上 坐标 是 0.1,2 的 三 点 W 次 
对 应 着 直线 1 上 坐标 是 -1.0. -~ 2 的 三 点 。 将 对 应 式 配 为 非 齐 
次 坐标 与 齐 次 坐标 两 种 形式 ， 并 求 出 每 条 直线 上 无 穷 远 点 的 对 
WSA. 

45, Br 4 pl, RUE, fE0.1.-o2y5]301, 
oo OXT RE, 

46, 已 知 Ox 轴 上 芍 射 影 变 换 式 为 ; 

Z = ÆTL 
x + à 
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试 求 坐 标 原 点 ， 无 穷 远 点 的 对 应 点 。 
47， 求 射影 变换 x’ = ”一 ?的 二 重点 ， 并 确定 所 属 类 型 . 


x + 1 
48, KIEO (1.0). (DEAD DAA (0,02). O, 
1). G, HPE x+y+1=0 对 应 无 穷 远 直 线 的 射影 对 应 。 
PX) = 2x1- Xa+ X3 
49, | DX; = Xi + Xx 十 Xa 
DX, = Ax — 5x + X} 
是 奇异 的 ， 即 D =0, KETER EHE K A ER — s hE 
到 直线 3x -2x 一 x; 0E. A AEA EA. 
50, KR — AREE, fE- RARR EE. Ha 
标 中 的 基点 4 与 4: 及 单位 点 王 分 别 有 旧 坐标 3、- 2 与 9. 
51, 在 重心 做 标 系 下 ( 即 单 位 点 E 取 华 标 三 点 形 的 重心 ), 试 
FL E kax + bx; + cxs = 0 与 a xí + D” xit C” Xs = 人 的 平行 条 件 
52。 试 求 射 影 变 换 
px, := XL X2 


pX: = X; 


DXy - Xs 
RS A. 
Š 4 
53。 试 证 : 一 条 直线 上 的 非 奇 射影 变换 
{ G Ci (C = Cnn C021 0) 
DX: = CaA + Cz.: 
HEIR. Eric 08 EREE ERE 
体 是 不 是 构成 群 ? 
54。 试 证 ， 由 以 十 变换 
DX = XI 
(1) PX: — X) 
| PX; = Xa 
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px = = xi 
( 2) OX’, = X; 


px, = Xa 

{ px. — X, 
i ox, -xi 

PX; Xs 

DX =X] 

( á) DX, = X, 
DX = — Xa 


构成 有 限 群 ， 并 求 出 它 的 所 有 子 群 。 

55。 贸 形 的 射 彩 性 质 与 护 射 性 奈 在 欧 氏 几何 学 里 是 否 成 
AL? 为 性 如? 

56。 对 偶 踊 理 在 仿 射 几何 学 与 欧 氏 几何 学 里 是 否 戌 立 ? 为 
FA? 
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第 六 章 ”二 次 曲线 的 射影 、 
仿 射 、 度 量 性 质 


在 射影 、 仿 射 和 欧 天 几何 里 ， 都 把 二 次 曲线 作为 重要 内 容 
来 研究 ， 可 是 ， 我 们 在 第 四 、 五 章 里 都 回避 了 这 一 问题 ， 目 的 
是 把 它 放 在 这 一 章 里 集中 讨论 .这样 ， 就 可 以 统一 地 用 射影 的 
观 总 利 方法 探讨 二 次 有 曲线 的 射影 、 仿 射 和 度量 性 质 ， 认 识 三 种 
性 质 之 间 的 联系 ， 对 出 它们 的 差异 ， 

首先 ， 在 上 一 章 射 影 坐 标 和 射影 变换 的 基础 上 ， 研 究 二 次 
曲线 的 射影 性 质 ， 给 出 二 阶 曲 线 和 二 级 曲线 的 定义 (它们 统称 
一 次 曲线 ); 介绍 二 次 曲线 的 两 个 著名 定理 一 一 巴 斯 加 CPasc 
al) 定理 和 和布 利安 闪 (Brianchon) 定理; 介绍 极点 和 种 极 线 的 
射影 理论 ， 根据 射影 不 变量 对 二 次 曲线 进行 分 类 ， 

其 次 ,在 推广 的 平面 上 ， 突 出 无 穷 远 直 线 作为 不 变 直线 的 
性 质 ， 以 便 用 射影 的 观点 解释 和 研究 二 次 曲 组 的 仿 射 性 质 ， 如 
中 心 、 直 季 和 渐 近 线 等 。 再 根据 仿 射 不 变量 对 常态 的 二 次 曲线 
进行 分 类 ， 

最 后 ， 在 推广 的 平面 上 ， 不 但 突出 无 穷 远 直线 作为 不 变 直 
线 的 性 质 ， 面 且 突 出 元 穷 远 直线 上 的 两 个 定点 一 一 图 点 作为 不 
变 点 的 性 质 ， 太 便于 用 射影 观点 解释 和 研究 二 次 曲 组 的 某 些 度 
量 性 质 ， 如 主轴 、 和 焦点 和 准 线 等 。 

把 上 述 三 币 性 质 集 中 起 来 ， 就 可 以 使 我 们 获得 更 多 的 关于 
二 次 曲线 的 知识 ， 
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二 次 曲线 的 射影 性 质 


本 节 研 究 二 次 曲线 在 射影 变换 下 的 不 变性 质 , BD 95 8 FE 
m. 首先 建立 二 阶 曲 线 和 二 级 曲线 的 概念 ， 并 讨论 一 些 基 本 的 
射影 和 性质。 然后 介绍 配 极 理论 。 最 后 给 出 二 次 曲线 的 射影 分 


类 ， 


1.1 二 次 曲线 的 射影 定 浆 


1 定义 和 基本 人 性质 

定义 ”两 个 射影 线束 对 
WA RRE R R A 
曲线 enD., 


图 如 


在 特殊 情况 下 ， 如 果 两 
个 线束 S AS: 不 但 是 射影 
的， 而且 古 透视 的 ， 邵 

Sildi By Crea 

Salan b;, Cre) 

时 ， 用 s 表示 线束 SA15: 
透视 轴 {图 6 ， 2》 。 这 时 ， 
AJ) s 是 已 知 两 个 线束 对 应 
直线 交 上 所 的 集合 ， 因 此 后 列 
s 就 是 二 阶 盟 线 的 一 部 分 ， 
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定义 ”两 个 射影 点 列 对 
应 氮 连 线 的 集合 叫做 二 级 曲 
R (图 5,1') 。 


$1 Pto) 


He” 

ERRA F, WRN 
TAF 9 和 sz 不 但 是 射影 
H, MEARKE, Bp 

si (An Bi Gieo R 

$2 Aa Bs, Co) 

HJ, M SAIA Pjs: 的 
AP b ($6.2). PCB, 
HUR S h: E MIES 4" SA N NE 
AES AE BERR 
S 就 是 一 级 曲线 的 一 部 分 ， 


现 设 两 个 线束 的 公共 直线 # 
SEAM s 的 交点 为 了 


这 时 ， 组 东 $3: 的 直线 SiT = t 
对 应 线束 $;: 的 直 缓 S,T=t, 
所 以 ,在 公共 直线 t 上 的 每 
个 尽 都 是 射影 线束 $1 与 5 对 
应 直线 S1T 与 $x 并 的 交点 。 因 
Ut, AF z b r BHI #Ë B 
一 部 分 。 

当 两 个 成 射影 对 应 的 线 
RIR bi, 按照 对 应 直线 
有 一 条 、 两 条 或 没有 重合 直 
线 的 不 同情 况 ， 二 阶 曲 线 将 


退化 为 一 个 点 列 、 两 个 点 列 


成 一 个 点 ， 

定义 ”两 个 不 共 中 心 的 
JERR S 8 Sk a Br p= ER 
pr i #R BI] Rk S S B — Bh dili 
线 。 两 个 成 透视 的 射影 线束 
PTFE pr iit m fi a 
的 二 阶 曲线 。 

构成 一 阶 曲 钱 的 射影 钱 


- —— —- — — [ +. - — - - = 


现 设 两 个 点 列 的 公共 点 了 与 
透视 中 心 S 的 连 线 为 二。 


Hi2” 


KB, AILERA (sit) 
= TX]. AI 53 上 的 点 Cst) 
= T, MU, HARAT HI 
每 条 直线 都 是 射影 点 列 sit 
S: 的 对 详尽 Cst) ECs) 的 
连 线 。 Wk. £ T tb j 
级 曲线 的 一 部 分 ， 

妆 两 个 成 射影 对 应 的 点 
列 共 压 时 ， 按 照 对 应 点 有 一 
个 、 两 个 或 没有 重合 点 的 不 
同情 况 ， 二 级 曲 钱 将 退 化 为 
一 个 线束 、 两 个 线束 或 一 直 
线 ， 

定义 ”两 个 不 共度 的 非 
透视 的 射影 点 列 所 产生 的 二 
级 曲线 叫做 常态 的 二 级 曲 
线 。 两 个 成 透视 的 射影 点 列 
所 产生 的 二 级 曲线 叫 伏 变态 
J SR I b, 

构成 二 级 曲线 的 射影 点 
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R Si 和 5; 的 中 心 S1,，5; 属 于 
一 阶 曲线 ， 

事实 上 ， 如 果 把 两 个 射 
影 线束 的 公共 直线 看 作 第 一 
个 线束 的 直线 p, MEEK 
二 个 线束 里 对 应 一 条 直线 p， 
‘图 6:1》 。 如 果 再 把 公共 
直线 看 作 第 二 个 线束 的 直线 
应 直 线 9。 因 为 中 心 SAS: 
是 这 样 两 对 对 应 直线 的 交 
成: 

S11= (9 92) 

S= (pi Pi) 
WE, CERE T — Er HH 
线 ， 

定义 ”站 两 个 射影 线束 
里 和 它们 的 公共 直线 51S; 相 
对 应 的 直线 qi 和 了 分 别 叫 梧 
ZTR RRA S.G S, 的 切 
ik, 

为 了 明确 切线 的 几何 意 
X, REMANTE RR 
的 一 对 对 应 直线 a, a 12 
AEDE., ARR 
定 方向 在 二 阶 曲 线 里 移动 ， 
十 册 这 个 二 阶 曲 线 。 当 直线 
(I, 随 之 洪 一 年 方 癌 移动 时 ， 
RRRS, bre), EK 

. 320 + 


— 一 一 


mi 5 和 ÅJ SES s24 T Z 
曲线 ， 

事实 上 ， 如 果 把 两 个 射 
影 氮 列 的 公共 点 看 作 第 一 个 
AIRA., WEERA 
点 列 中 对 应 一 个 点 ”Ps; (图 
6:1’) ， 如 果 再 把 公共 点 看 
作 第 二 个 感到 的 点 3， 则 它 
E-A APERA. 
EAE 3 和 s* 是 这 样 两 对 对 
应 点 的 连 线 ， 


& = Q Q; 

sI = P P; 
Pr bi, CRR Y — 9 BH 
线 。 

定义 ”在 两 个 射影 点 列 
里 和 它们 的 公共 点 (s，s2) 相 
IMRAM.: A HRZ 
级 曲线 在 直线 si 和 s; 上 的 切 
一 

为 了 明确 切 点 的 几何 意 
闵 ， 我 们 研究 两 个 射影 点 列 
的 一 对 对 应 后 A..A;. Eka 
古 联 结 它 们 的 直线 ， 直 线 a 
fk — yE Jr lj Zc — h RE 45 
xH, WH 这 个 二 级 曲线 . 
当 点 由 随 之 消 一 定 方 向 移动 
HJ, üm ey] SCA Bep, 


wF A Sk a B — E Jr ln £ 
动 , 画 出 线束 52(aaxy Das 
当 点 4 趋 近 于 $S: 而 与 它 重 合 
时 ， 直线 nT 二线 1 而 与 
它 重 合 ， 则 直线 oTo 
HERS. 

因此 ， 我 们 可 以 说 切 
线 P3 是 二 和 阶 曲线 的 动 点 由 与 
不 动 点 S; ER 9; 的 极限 位 
置 。 同样 ， 可 以 说 明 在 局 5 
的 切线 41 的 几何 意义 ， 

切线 与 二 阶 曲线 有 叭 一 
的 公共 点 。 

TEO] 【基本 定理 ) 
已 知 一 条 常态 的 二 阶 曲线 ， 
由 两 个 射影 线束 对 应 直线 的 
ZAHR. W A. B 为 这 
曲线 上 任意 事先 给 出 的 二 定 
点， 下 为 其 上 一 动 点 ， 册 两 
线束 ATAMY5 BI BM)IMW S 
影 对 应 。 (A{AM} 表示 以 
AART O, JAR AME 
RIRE, ) 

WA Ef BH R E H 
两 个 射影 线 素 S51 和 35: 移 成 的 
(HED 。 又 4、3B 是 一 阶 
曲线 上 任 选 的 两 个 定点 ， 
C DÈR EHRE 
PAA., RH, 在 线束 351 和 


t 


它 的 对 应 点 态 :也 庙 一 定 方 何 
移动 , 男 出 点 列 s.(A,, Bz 
…)。 当 直线 a BETHEA 
5 并 与 它 重 合 时 ， 点 4: 赵 和 近 
TA Pi 而 与 它 重 合 ， 则 把 
4: 赵 近 于 Pa: 而 与 它 重 合 . 

因此 ， 我 们 可 以 说 切 点 
P2 是 二 级 由 如 的 动 直 线 a 与 
不 动 直线 sz 的 交点 由 :的 极限 
位 置 。 同 样 ， 可 以 说 明 直 线 
s ERACLE S. 

切 点 与 二 级 曲线 有 唯一 
的 公共 直线 ， 

定理 6. 1 GER E) 
巴 知 一 条 常态 的 二 级 曲线 ， 
由 两 个 射影 点 列 对 应 点 连 线 
HR. Wa, 、z 为 这 曲线 内 
任意 事先 给 出 的 两 条 是 站 
线 ， 凡 为 它 的 一 动 直线 ， 则 
两 点 列 afam} 与 bp{bm} 成 射 
影 对 应 。 Clam) 表示 以 直 
线 4 为 底 ， 动 点 am) 构成 
的 点 列 、。) 

证 明 设 二 级 曲线 是 由 
两 个 射影 点 列 5 和 s; 构成 的 
(图 6. 3 )。 又 a.5 是 二 级 曲线 
RAAUA., c, d 
表示 二 级 曲线 的 任意 两 条 直 
线 ， 这 时 ,在 点 A sls, E , 
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SEH, SC 和 SC 是 对 应 直 
线 。 如 果 反 C 移动 画 出 二 阶 
曲线 ， 风 直线 SiC 和 SC 国 出 
WERE SHAS, MAAR 
直线 SIC 与 直线 4D 的 变 点 ， 


AETA SR S C E WL SR BD 
交 邱 ， 于 是 直角 SIC 和 Sa2C 分 
别 在 直线 4 和 BD 上 夯 出 点 
列 AD1X 3 BD{X;},， H. 
S,1SC)AAD(X)) 

Sf SC} ABH X} 
ADí(X:1 A BD( X2} 
因为 直 鳃 SP 对 应 直线 SD, 
所 以 ， 这 两 个 点 列 的 公共 点 
了 上 有 目 对 应 ，、 因 此 ， 它 们 是 延 

WE, BR 
AD{X: RRD Xa} 
我 们 来 求 这 两 个 点 列 的 
透视 中 心 。 酝 为 直角 SAR 
WAR 3$:4， 所 以 ， 第 一 个 
氮 列 的 所 有 对 应 第 二 个 点 列 
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(sicC) 和 (sic) 是 对 应 点 。 如 
RH cam H — 2 HH 
线 ， 则 点 (sic) #l(s;ce) iiH 
WERA sHs, HLR 
点 (sc) 与 点 (ad) 的 连 线 ， 


X, 表示 点 (820) 与 点 (84) 的 
连 线 ， 于 是 后 (sic) NI(s2C) 
分 别 在 点 (ad) R1 (bd) k Bi 1H 
线束 Cad) {xij 和 (bd) {x}, H. 

si(8C1 lad) {x} 

sas) A bd) {x} 

由 些 得 到 : 

(ab) {xi} A (bd) {x2} 
因为 点 (sddyxTDS R (s d) , 
所 以 这 两 个 线 东 的 公共 直线 
d ENE. HE, ENEE 
WT, BP 

(ady[x; A bd) {x2} 

我 们 来 求 这 两 个 线束 的 
ER, AA s 中 对 应 
MK Csa), WA, Ata 
ENAZ a 对 应 第 二 个 线束 


的 点 4:: 

A: = BD x S; À 
m Jy. PZ SBY E 
线 SB, 因此， 第 一 个 成 列 
PJ AA Bi: 
f B, = ÀD x SB 
对 应 第 二 个 氮 列 的 扎 召 。 所 
以 ， 它 们 的 透视 中 心 是 直线 
AA: 和 BB: PQ 38 Pa M, t 
就 是 : 

M =S Bx S;A 
因为 两 个 透视 点 列 对 应 点 的 
连 线 XXMA LM, 
Br kI, ZTA X, X, nM 
在 一 条 青 线 上 .但 透视 中 心 
M 的 位 置 只 与 点 Si, Sn A 
和 BB 有 关 ， 面 与 点 C 和 DD 无 
区。 

现在 研究 中 心 在 点 克利 
B 的 两 个 线束 ， 其 中 对 应 直 
线 是 A 利 B 与 二 内 曲线 上 的 
点 的 连 线 。 例 如 直线 AD 
BD 。 我 们 最 终 的 上 月 的 是 证 
明 这 两 个 线束 是 射影 的 。 假 
RACHE TJ, WÉ 
AD, WRAD EHER 
阶 曲 线 ， 则 直线 AD 和 BD 分 
唱 在 育 线 CS 和 CS 上 交 出 两 
个 点 列 CS, {X ACSA X, 
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的 直线 z 

dz = (bd) + (s;a) 
FB Am, X (sb) 对 应 成 
(sb), BLE, 第 一 个 上 氮 剂 
的 直线 bi， 

bı = (ad) (sib) 
对 应 第 二 个 线束 的 直线 b, 
WE EMENDA R H Ea 
(agz) #0 (bb OHE m, +B 
Mi JE: 

m= (sb) Csa) 
因 为 两 个 透视 线束 对 应 直线 
的 正太 (x ix,) EEE 18528 
Him E. WE, ZAER 
Xo Xx; Mm sa. IB 
AM m BJA W H E si, s;, 
a 和 了 bb 有 关 ， 而 与 6 和 dd 无 
K. 

现在 研究 展 为 直线 a 和 
b 的 两 个 轧 齐 。 其 中 对 应 点 
是 4 和 和 4 上 与 二 级 曲 缆 里 直线 
BIZE A e PAIN KA Cad) AN Cbd), 
RIRE HÆRER A 
个 点 询 是 射影 的 ,假设 直线 ec 
固定 不 动 , 现 在 移动 直线 d ， 
如 果 直 线 4 画 出 二 级 曲线 , Dú 
点 tod) 和 (Bd) 分 别 与 点 (es1) 
和 (cs 连结 作出 两 个 线束 
(cs) {x1} 和 (cs;) {x2}. 
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这 时 ， 

CS4X IAA(AD) 

CS,([X) AB(BD) 
但 直线 XX: PL ARM T a M 
而 与 成 了 的 位 置 元 关 。 因 此 
m PJCS/(Xi1TICS: (X; EE Ë 
视 的 。 因 而 与 它们 成 远视 的 
线 东 是 射影 的 ， 即 

A{AD} ABLIBD} 
因此 ， 和 是 理 得 到 证 明 。 

HE EMH: 

二 阶 曲线 的 任意 两 个 点 
都 可 取 作 二 阶 曲线 的 两 个 射 
ERREP O, 

定理 6.2 给 定 无 四 点 
共 线 的 任意 五 扣 ， 可 所 是 一 
条 且 忆 有 一 条 二 阶 的 线 ， 


证 明定 理 6,2。 


证 明 PRU UKA S. 、37 、 


这 时 ， 

(csi) [xi Aaíad) 

(esx Ab1bd) 
HEA (XX) 总 是 在 直线 m 
上 面 与 直线 4 的 位 置 元 关 ， 
因此 线束 (cs (xi (cs:) 
(x) 是 透视 的 。 因 而 与 它们 
成 透视 的 点 列 是 射影 的 ， 即 

afad} Abiba} 
因此 ， 和 证 理 得 到 证 明 . 

H F E BBT 51; 

二 级 曲线 的 任意 两 条 直 
线 都 可 取 作 二 级 曲线 的 两 个 
射影 点 列 的 床 ， 

定理 6*2' HEAK 
线 共 点 的 尾 意 五 条 直线 、 可 
决定 一 条 且 仅 有 一 条 二 级 基 
线 。 


A. B, C, UR RER 


A. Ama SAS 为 中 心 ， 分 别 连 线 SA. SB, SCA SA, 
SB, SC. 由 一 维 射影 几 何 基 本 定理 可 得 ， 三 对 对 应 直 RSA 
FS A, SESS BR, SCHS'C 决定 唯一 的 射影 对 应 ， 从 而 决定 
了 通过 已 知 五 个 点 的 礁 一 的 一 条 二 阶 划 线 。 由 定理 6.1 M, 
这 样 尖 定 的 曲线 ， 不 因 哪 两 点 取 为 线束 的 中 心 而 改变 ， 


定理 6.3 Zir 线 上 上 
四 定点 与 其 上 任意 第 五 点 所 
连结 的 四 条 直线 ， 其 充 比 为 
常数 ， 
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TE6.7 二 级 曲线 的 
四 条 定 直 线 与 其 上 任意 第 五 
条 直线 相交 世 得 的 四 点 ， 其 
区 出 为 常数 ， 


证 明定 理 6,3。 
证 明 MESH A.B.C.D R. PEL E WE 表示 第 五 
已 的 两 个 位 置 。 取 EH 瑟 ' 为 两 个 射影 线束 的 中 心 ， 来 产生 读 
—Bt k, MAR 
E(EA, EB, EC, ED) AE! (E! A, E” B, E? C, E? D) 
mH, 
(EA, EB, EC, ED) = (E? A, E! B, E? C, E” D) 
BH PT 2 E Z& ET pk B) 32 SIN 55 TANE mE, Bh DL JE 
常数 ， 
2 二 次 曲线 的 代数 表示 
ÆA ESER 定理 6,4 EHE Pn 
RE, Cih REA — tK | 系 里 ， 二 级 曲线 是 一 个 二 次 
方程 。 | 方程 ， 
现在 证 明定 理 6, 14， 
证 明 设 两 个 线 东 的 方程 为 
Ë + uh = 0 (1) 
g’ +u’ h! = 
Ferg .h.g .h/ M Ex. X2、X%3 的 一 次 章 次 式 。 PAN: 
B = ÉEiXi + gX t aKa 
h = hixi + haxa + R5X3 
等 等 。 又 已 知 两 线束 成 射影 对 应 ， 根 据 定理 5.21。4 上 和 4 8 D 
ME: 


p= (a8-fyH 0) ( 2) 


J. (1) PRHA, RA (2) 得 : 


或 g Ch- vg) +h’ (Bh — ag) = 0 (39) 
(3) WEB Xo Xan X | ËJ C RFRA, LRR FE, 
. 325 


4 变动 时 ， 由 《1) 式 得 出 前 两 条 对 应 直线 交点 的 集合 一 一 二 
阶 曲 线 ， 尼 是 一 个 二 次 方程 ， 
根据 定理 6,3， 在 齐 次 笛 氏 坐标 系 或 齐 次 射影 坐标 素 蛙 ， 
二 阶 曲 钱 的 方程 是 关于 点 华 标 Xn 4n nM OAA AE, H 
此 一 般 形式 可 以 写成 
OX + zx + daxi + 2Q12X1X + Zma + dyta 


为 了 方便 ， 我 们 以 后 经 常 把 它 写成 ; 


3 
5 q; XR í = Ü, dri 三 i (6.1)? 


EP 63338, mi 


dii Giz di 


D = Ha1 (yz (3 =a, | 


(t Qaz 33 
MARSIT, D peku i or Rak. w DA 0 D 
的 秩 y= 3)〉 时 ， 二 阶 曲 线 是 常态 的 ; 4D=0 CID PyPky 3) 
时 ， 二 阶 曲 线 是 变态 的 ， 
可 以 证 明 ， (6.1) 与 坐标 系 的 选取 无 关 ， 即 在 些 标 变换 
方程 的 形式 不 变 。 
利用 对 个 原 理 可 以 推出 二 级 曲线 的 方程 为 


下 


k. 


* 
Yl asua =0 (a; =a;;) (6,13 


f D= a, | MRR RITI, D BJ pkur ik A i 26 By gk , 
当 呈 关 0 时 ， 二 级 曲线 是 常态 的 : 5 D =0 时 ， 二 级 曲线 是 变 
态 的 - 

二 阶 曲线 和 和 二 级 曲 鳅 的 方程 从 形式 上 看 是 一 致 的 ， 痢 是 二 
次 的 ， 因 此 统称 二 次 曲线 ， 

我 们 求 过 点 PO pa pa) 和 如 (qu ga qa) WERS ` ` rH 28 
的 交点 。 将 直线 PQ 写 或 参数 形式 ， 
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x =P,+)g, (Gi=1,2,3) 
代入 了 的 方程 (6,1) 得 
3 3 3 
A > a, qq, + 站 3 a, P, g; + > apd: ) 
] Feii irr = A 


化 简写 成 〈 今 后 常 把 和 的 符号 D 简化 成 Z) 


NEa; q; q +21Ea, paq, + Pa, p,p, =0 (6,2) 
REIH- TIK HE, [664 USER, CERRO., 
就 是 说 ,直线 PQ 与 二 阶 曲线 Tr ETAR, A. NOEMA 
若 在 复 射影 平面 上 ， 则 直 绕 与 二 次 曲 艇 总 有 两 个 变 点 ， 即 二 实 
点 ， 二 重合 的 实 点 、 二 虚 点 。 这 世 就 是 二 院 曲 组 的 阶 数 为 2 的 
几何 意义 。 今 后 我 们 主要 是 在 复 射 影 平 面 上 研究 问题 ， 

例 1 求 两 个 成 射影 对 应 的 线束 Xi 一 Axa = 0 .Ejx; uA 
= 0 (A+u=1) 所 构成 的 二 阶 曲线 方程 。 

EO ”因为 A+u=1l1, A 4&=1-1。 两 个 线束 可 写成 ， 


请 Axs = Ü 
Xx z (1 一 À)Xs = Ó 
BH s 
Xa Xa + Àx, = Ü 
消去 和 得， 
A] — Xa 
,=0 
| x 一 Xa X3 ， 
所 以 有 ， 


XiX; t X X I — xÍ = Ú 
这 就 是 所 求 的 二 阶 曲线 的 方程 ， 
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S? RhA 【10 1) 、 0 D 、 (O, -1, 1) 、 
(1,1,2y 、《 一 1,2; 1》 所 决定 的 二 阶 曲线 的 方程 ， 
解 ” 设 所 求 的 二 阶 曲 线 为 
Q XK + anxi + daxi + Zda + 201X X; t 2033X183 = Ü 


将 五 成 的 坐标 分 别 伐 入， 得 : 


(au tant 2Gia= 0 (1) 
(sz 十 aga T 2G58 = 0 (2) 
a + iza — Zaa = Ü (3) 
dir + aga + Aaaa + 2042 十 401 + 4ta = 0 Cd) 
dir t AG; + Qza— Åi — 2015 + 4023 = 0 (5) 
解 方程 组 得 ， 
Qi = QI = Gy = — Ays Gia = Qaz = Û 
J s BJ — ii RA 


x? + xixi + 2X1X2 = Ü 

例 3 如 果 两 个 三 角形 内 接 于 一 个 常态 二 踢 曲 线 ， 则 它们 
的 六 条 边 所 在 的 直线 属于 一 个 二 级 曲线 ， 

证 明 设 三 角形 ABC., A’ BC 内 接 于 二 次 曲线 TT， 边 
ABH i BPC, A'C' RZ Aa D,E: WA B HBC, ACH 
RARA D F, 

RIH IRAD. A, B. EMB, E, D', A' 是 直线 4 
AMA B 上 两 个 点 列 威 射影 对 应 的 所 《图 647 , 

HAAZ RART ERIA CC u 
这 个 二 次 曲线 的 点 投射 直线 所 成 的 两 个 
线束 CC 和 C 是 射影 的 ， 即 ， 

CICH , CA, CB, CA7)A 

CO BC A, C B,C A’) 
因此 ,与 它们 透视 的 感 列 了 出 是 射影 的 , 即 ， 

AB(D, A, B. E) 天 

A B'(B',E', D, A) 
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所 以 ， 这 两 个 射影 点 列 的 对 应 点 连 线 AC. BC. A!CO', B'C' 
与 点 列 的 三 AB、A'B’， 都 属于 一 个 二 级 曲线 ， 

1.2 巴 斯 加 定理 与 布 利安 桑 定理 

为 了 研究 常态 的 二 阶 曲 线 及 常态 的 二 级 曲线 的 性 质 和 作 
图 ， 我 们 给 出 两 个 著名 的 定理 ， 它 们 是 对 偶 的 ， 


1 定理 和 证 明 

EX ”如果 一 个 34 点 形 
《简单 的 或 完全 的 )》 的 顶点 
宛 在 一 个 常态 的 二 阶 曲 线 
上 ， 则 叫做 内 接 nak i 
单 的 或 完全 的 ) , 

定理 6.5 ARETES 
二 阶 曲线 的 篇 单 六 点 形 里 ， 
对 边 的 三 个 交点 在 一 条 直线 
E, 

证 明 在 图 6.5 E, Z 
阶 上 曲线 的 六 个 点 坟 、B、C、 
D、E、F 构 成 项 点 岂 于 这 
个 反 列 的 简单 六 点 形 ABCD 
EF， 其 中 每 一 对 相 邻 顶点 
HER., EFES H 
条 按 所 得 出 的 一 组 边 构 成 了 
对 边 。 简 单 六 点 形 的 三 对 对 
YE: AB 和 DE，BC 和 EF， 
CD 和 FA. 

在 基本 定理 6.1 证 明 过 
程 中 ,我 们 已 经 证 得 X I M. 
XAR (WAED, HX 
这 三 点 正好 是 常态 二 阶 曲线 


EX ”如果 一 个 此 线形 
(简单 的 或 完全 的 ) 的 过 都 
在 一 个 常态 的 二 级 曲线 上 ， 
出 叫做 外 切 2 线形 《简单 的 
或 完全 的 ) 。 

EES 内 切 于 常态 
二 级 曲线 的 简单 六 线形 里 ， 
连结 对 顶点 的 三 条 直线 通过 
一 个 点 。 

证 明 Bes 里， 二 
级 曲线 的 六 条 边 4a、b、c、 
 、# 、 王 构成 边 忆 于 这 个 
线束 的 简单 六 线形 abcdef, 
其 中 每 一 对 相 邻 过 确定 一 个 
顶点 ， 接 顺序 每 也 两 个 顶点 
得 出 的 一 组 顶点 构 或 了 对 项 
点 。 简 单 六 线形 三 对 对 顶点 
Jë, (ab) 和 (de), (bc) 和 
(ef), DANa. 

在 基本 定理 6,1’ 证明 过 
Ep, RECAER. m. 
x2 共 点 Eeo , RE 
1 — RR IF #T RL hš 2 — 28 Hh 


a j29 + 


的 内 接 简单 六 点 形 SESA 
DB 中 三 对 对 边 的 交点 ， 即 ， 

SC x AD = X; 

CS: x DB = X; 

S.A x BS, = M 

现在 回 到 本 定理 的 证 明 
中 来 。 无 论 怎 样 给 出 简单 六 
ME SICSi4DB 各 顶点 对 应 
起 来 ， 如 


S CS, ADB 
| |] J || 


A BC D EF 
就 立刻 得 出 三 对 对 进 诡 局 ; 
ABx DE = X. 
HC x EF = X; 
CDxFA=M 
在 一 条 直线 上 ， 
这 个 定理 叫做 巴 斯 加 定 
J, 直线 XxX: Mie rho 
HR. 


巴 斯 加 定理 的 道 定 理 也 
Eii, RJL 
定理 6.6 ”如 果 简 单 六 


点 形 对 过 的 三 个 变 点 在 一 条 
直线 上， 则 它 的 顶点 属于 一 
个 二 阶 申 线 ， 

证 明 设 简单 六 点 形 . 
ABCDEF ZIIZ AXN M, 
X: 在 一 条 直线 上 。 这 个 简单 
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线 的 外 切 简单 六 线形 Ses 
韦 中 三 对 对 顶点 的 连 线 ， 即 

(CSC)* (od) = x. 

《CS2 (db) = x; 

(s.n) s (bs) =m 

现在 回 到 本 定理 的 证 明 
中 来 。 无 论 择 样 给 则 入 单 六 
线形 sesadb 各 过 对 应 起 
来 ， 如 


就 立刻 得 出 三 对 对 顶点 连 线 

(ab)+ (de) = xı 

fhe). tef) = x: 

(cd). (7a) = m 
都 通过 一 个 扩 ， 

这 个 定理 叫做 布 利 实权 
EH, A (Xx.X.)BU Uk A zz 
又 点 ， 

布 利安 桑 定 理 的 道 定理 
也 成 六， 中， 

定理 8,6 ”如果 连结 简 
单 六 线形 对 顶点 的 三 条 直线 
通过 一 个 点 ， 则 它 葛 边 属于 
一 个 二 级 曲线 

证 明 设 简单 六 线形 
abcdej 的 对 顶点 连 线 xj, ha, 
x; 通过 一 个 点 。 这 个 简单 


六 点 形 的 五 个 顶点 A、B，、 
D. E. FW EE E BJ 


图 6*5 

假定 已 知 简单 六 点 形 的 
边 BC 与 二 阶 曲 线 相 交 于 点 
C a B 外 ) 。 于 是 我 
们 得 到 顶点 属于 二 阶 曲线 的 
RA ABC DEF, WEE 
ME., M C D 2 38 
过 点 村 。 因 此 ， 这 条 边 与 直 
线 MDEA, CRESC 与 
ACEA. 


2 巴 斯 加 定理 与 布 利安 桑 定理 的 推论 


推论 1 在 二 阶 曲 线 的 
PIE T AJ l, PSDT AQ MISS 
的 边 的 交点 与 第 五 条 这 和 它 
对 顶点 切线 的 变 点 ， 在 一 第 
BAR E. 

FE, EECA y ih 
线 有 内 接 五 成 形 ABCDE 
“图 6.6) 。 我 们 把 它 的 一 


六 线形 的 五 条 边 4、b、d， 
ge 、 了 确定 它们 所 在 的 二 级 
曲线 (Bo 572 & 


Hees’ 

JE E 18 pl C, SI SL S i 

形 的 顶点 tbcy 有 二 组 曲线 的 

直线 c (RH bb) .于 

是 我 们 得 到 边 属于 二 级 曲 钱 

六 线形 abc def。 根 据 布 

HERE, MWA c 中 应 

在 直线 站 上 。 因 此 ， 这 个 点 

与 点 《md) 重合 ， 也 就 是 直 
线 c' 与 直线 c 重 合 ， 


推论 1 在 二 级 曲线 的 
外 切 五 线形 了 里， 两 个 不 相 邻 
的 顶点 的 过 钱 ， 与 第 五 个 项 
点 和 它 对 边 切 点 的 连 线 和 通过 
— J. 

事实 上 ， 设 已 知 二 级 曲 
钱 有 外 切 五 角形 abcde (图 
6:6) 。 我们 把 它们 的 一 条 


" Ji 


AEA AMD, REE 
重点 。 于 是 有 巴 斯 加 六 点 形 
ABCDDE. 


图 8"6 
表示 六 感 形 的 六 个 字 上 故 中 ， 
每 个 字母 两 出 的 两 个 字母 表 
WAA MMEA DD 是 二 
Eti READ 的 切线 ,三 对 
对 边 的 交点 是 ， 
A = ABx DD 
Y = BC x DE 
Z=ÇDx EA 
根据 巴 斯 加 定理 ， 三 个 点 
X. Y 和 Z 应 该 在 一 直线 
E. 
推论 2 在 二 阶 曲 线 的 
内 接 凤 点 形 里 ， 两 对 对 边 的 
交友 与 过 对 顶点 的 两 条 切线 
的 交点 在 一 条 直线 上 ， 
如 图 67, KAJE AA 
BCCD KAREAR 
JE: 
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p, Amdi, # EE "U = 
边 ， 于 是 有 布 利安 桑 六 线形 
abcedde, 


Eeg 


表示 六 线形 的 六 个 字母 中 ， 
TFET TIE 
示 对 顶点 ， 六 线形 的 顶点 
(ida) 是 二 级 曲线 在 边 4 上 的 
切 点 ,三 对 对 顶点 的 连 线 是 ， 

x= kab)" (dd) 

y = (bc)+ (de) 

z = (cd). (ea) 
REDA R y HE, =E 
W# x. y 和 z 应 通过 一 
MA» 

推论 2” 在 二 级 目 线 的 
外 切 四 线形 星 ， 两 对 对 顶 扎 
连 线 与 对 边 两 个 切 点 的 连 线 
通过 一 点 。 

如 图 6 77 连结 六 线形 
aabccd 对 顶点 的 二 条 直线 
是 ， 


Z= BC x DA 
它们 在 巴 斯 加 线 上 ， 

EMRE ANCR 
重 顶 点 ， 过 44 和 CC 是 切 
sk. WRA BADAL 
EMA, MEKAAR T] 28 
交点 VY 也 在 和 同一 直线 上 、， 

推论 3 在 二 阶 曲线 的 
内 接 三 点 形 里 ， 各 边 与 它们 
对 顶点 切线 的 三 个 交点 在 一 
RERE, 


Fj6+8 


x = (aa). kec) 

y= (gah): (cd) 

z = (bc). (da) 
它们 通过 布 利安 桑 点 。 

下面 是 把 a 和 cc 看 是 二 
EW, MA (eae) 和 (cc)? 是 切 
A. WEHE b ld S TE. 
重 边 ， 则 在 这 两 条 边 上 的 切 
点 连 线 vv 也 表 过 同一 上 后， 

推论 3 在 二 级 曲线 的 
外 切 三 线形 里 ， 各 顶点 与 它 
们 对 边 的 切 点 连结 的 三 条 直 
线 通 过 一 总， 


Heeg” 
如 图 6 8'， 六 线形 aabb 
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BBCC 的 对 边 奖 点 是 ; 
X = AA BC 
Y= ABx CC 
Z= BBx CÀ 
在 巴 斯 加 线 上 。 
TEERAA, BB, CC 
分 别 是 对 边 BC、CA，、AB 顶 
点 的 切线 ， 


cc 的 对 顶点 连 线 是 ， 
x = (aa). (bc) 
= (aby + (cc) 
z = (bb). (ca) 
MB Pi f A ERA. 
这 里 成 (qa), (bb). (cc) 
分 别 是 对 顶点 e), (ca), 
(ab) 对 边 上 的 切 点 ， 


对 于 变态 的 二 阶 申 线 来 说 ， 巴 斯 加 定理 就 转化 为 巴 普 其 证 
理 ， 我 们 曾 在 第 五 章 里 作为 例题 证 明 过 ， 它 大 巴 斯 加 定理 的 特 


殊 馆 形 ， 可 号 成 下 面 的 命题 . 


推 伦 4 在 项 点 属于 两 
条 直线 的 简单 六 点 形 里 ， 对 
过 的 三 个 交点 在 一 条 直线 
上 。 


如 图 69, A. B.C. 
D、E,F 是 简单 六 成 形 的 六 
个 顶点 ， 它 们 在 直线 p 和 4 
上 各 有 三 个 ， 如 果 把 p 和 和 4g 
看 作 分 解 的 二 阶 曲 线 ， 则 简 
单 六 点 形 的 三 对 对 边 的 三 个 
TAN: 

T 


EEr 在 边 属 于 两 个 
点 的 简单 六 线形 里 ， 连 结对 
顶点 的 三 条 直线 通过 一 点 ， 


Fag” 


如 图 5*9',， a,b, C, 

. e .是 简单 六 线形 的 六 
条 按 ，. 它 们 通过 点 P AI Q 
FAZA, WIRE PAAIE 
sy ADU S dH 38, ME A 
单 六 线形 的 三 对 对 顶点 的 三 
条 直线 为 


X = ABx DE 

Y = BC x EF 

Z=CDx FA 
在 一 条 直线 上 ， 


x = (ab) (de) 

y = (bc) (ej) 

z = (ced) (fa) 
通过 一 成 、 


3 ”用 已 斯 加 定理 与 布 利 安 桑 定理 作 二 次 曲线 


已 知 二 阶 曲 线 的 五 个 
点 ， 作 二 阶 曲线 的 其 它 后 。 


WEE, REZI H 
级 的 五 个 点 A、B、C、D， 
E (6-10 。 把 它们 看 作 
简单 六 点 形 的 项 点， 作 六 点 
ER BC, CD.DE 和 AB， 
H MET ABRIDERJ3E KA, 
通过 点 对 作 任 意 直 线 把 它 看 
作 巴 斯 加 线 . 设 它 与 直线 
BC 和 CDRA 28 X HlX;, 
作 直 线 EX! 和 AX;， 显 然 ， 
它们 的 交点 了 就 是 二 阶 曲线 
的 成 ， 


已 知 二 级 曲线 的 五 条 直 
线 ， 作 二 级 曲线 的 其 它 直 
线 ， 

事实 上 ， 设 蕊 知 二 级 曲 
线 的 五 条 直线 4 . bnd, 
e 【图 6.107) 。 把 它们 看 作 
简单 六 线形 的 边 ， 作 六 线形 
的 顶点 《pce) (ed), Cde) ži 
(aby, H| m E7 (ab) (de) 
连结 的 直线 ， 在 直线 水 上 取 
任意 点 ， 把 它 看 作 布 利安 又 
点 。 设 它 与 点 《bc) 和 (cec 押 的 
HR nix 它们 与 直线 
e. q 的 交点 分 别 汐 (ex1) . 
和 ax), BAR, Emut 
的 直线 了 就 是 二 级 曲线 的 家 
线 ， 
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利用 巴 斯 加 定理 的 特殊 
情形 ， 还 可 以 解决 很 多 作 图 
河 题 ， 

例如 已 知 宇 阶 曲线 的 五 
个 点 或 四 个 点 与 其 中 一 个 
点 的 切 强 ， 或 三 个 点 与 其 中 
两 个 点 的 切线 ， 就 可 以 作 二 
次 曲线 上 每 个 点 的 切线 。 因 
为 这 时 可 以 确定 构成 二 阶 曲 
线 的 两 个 射影 线束 的 三 对 对 
应 直线 ， 所 以 可 作 二 阶 曲 线 
的 所 有 点 ， 然 后 应 用 巴 斯 加 
定理 ， 可 作 过 每 个 点 的 切 
线 ， 

基体 作法 贸 给 读者 。 


利 由 布 利安 又 定 理 的 特 
殊 情 形 ， 还 可 以 解决 很 多 作 
图 问题 ， 

例如 已 知 二 级 曲线 的 五 
条 基线， 或 四 条 切线 与 其 中 
一 条 上 的 切 点 ; 或 三 条 切线 
与 其 中 两 条 二 的 切 点 5 就 可 
以 作 二 级 曲线 上 每 条 切线 的 
切 点 。 因 为 这 时 可 以 确定 构 
成 二 级 曲线 两 个 射影 轧 列 的 
三 对 对 应 成， 所 以 可 作 二 级 
曲线 的 所 有 切线 ， 招 后 应 用 
布 利安 桑 定理 就 可 以 作 每 条 
HARHA. 

具体 作法 留 给 读者 ， 


例 1 在 欧 氏 平面 上 ， 内 接 于 圆 的 两 个 四 点 形 ABCD 和 
A'B'C'D', ZAB x A'B’ =P,BC x B'C!' =O,CDx C! D 
= 只 在 一 直线 上 上， 则 交点 DA x D A =S 也 在 这 条 直线 上 ， 


PH6.11 


证 明 首先 考 趾 简单 六 
AJE ABCA’ B'C’ (图 6:11) 


根据 书 斯 加 定理 ， 则 点 了，、 


0 与 T=CA' xC'A RHR, 
月 考 串 简单 六 点 形 AD 

CA'D'C', 根据 刀 斯 加 定 

HAS, R. THR. 


WAP, Q. R, SEA- WR L. 
H2 已 和 四 个 点 与 过 其 中 一 点 的 切线 决定 一 条 二 阶 曲 


线 ， 试 作曲 级 的 另 一 些 点 。 


W WPA C. D. A. B, pK C 的 切线 为 CM 
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《图 6.12) , 

作 直 线 P4 与 切线 CM 的 交 
版 M。 过 点 对 引 任 意 直 线 与 直 
线 4B 交 于 点 Xi1， 与 直线 BC 交 
于 点 Xn. EAR CX, 与 直线 
DPXs: 的 交点 了 是 所 求 二 阶 曲线 
上 的 一 点 ， 因 为 过 点 对 的 直线 
可 以 任意 作 ， 可 得 出 很 多 点 对 
Xi, 蔷 2， 所 以 可 以 作出 二 阶 开 图 6+12 
线 上 任意 多 个 点 。 | 

根据 巴 斯 加 定理 的 道 定 理 ， 并 把 如 看 成 二 重点 ， 于 是 六 点 
JEDABCCFrh, xU 

DAxCC =M, ABxCF =X,, BCx FD = X, 

HZA M. Xn X, 基线 (EHMED, ELLAF EL ir i 
E. 

1.3 ”二 次 曲线 的 极品 与 极 线 、 配 极 对 应 

极点 和 衫 线 是 二 次 曲线 在 射影 变换 下 的 不 变性 质 ， 对 研究 
一 次 曲线 的 性 质 和 分 类 都 起 着 重要 的 作用 

1 极点 和 航线 的 定义 

定 兴 ”如 果 两 点 王 、@ 的 连 线 与 二 阶 曲线 了 交 于 两 点 M: 和 
Mz， 且 点 对 了 、Q 与 点 对 Me, Minto., MARAP., Q 
关于 已 知 二 阶 曲线 了 成 共 久 点 〈 图 6'13) , 

定理 8.7 Wa P(pDi Da Ds) 、 
日 (qi qa 43) 关于 一 次 曲线 Fax, 
x, = 0 RAMAR 3 PF Je: 

Za, piq =0 (65.3) 

证 明 ” 设 直线 与 二 阶 曲 线 T 区 
于 Mi,M; 了 两 点 “可 能 为 二 盛 点 }， 
其 坐标 可 以 写作 : 


Miu x” =P. t Aq, 
Mx: XP =p, + AQ, 


所 以 (PO , MiM) = 全 =-1 
3 


即 Mit+A2=0 
但 加、 是 二 次 方程 (6.2) 式 
A Ea; q q; + 21Za  p.g, + La; pi p = 0 
的 两 个 根 。 由 根 与 系数 的 关系 有 : 
A t Az = — 220 Pig, /Za; q q =0 
WEL Za, piq; = 0. 
定理 6.8 ”已 知 点 了 关于 二 阶 曲线 了 的 所 有 共 力 点 怠 的 轨 
迹 是 一 条 直线 ， 
证 明 BGEA PRERA (pu pa paj ， 动 点 Q RERA 
(Xi Xa Xa) 。 根 据 定 理 6.7 的 共 胃 笨 人 忻 ， 其 轨迹 就 是 ， 
La, p x, =0 (6,4) 
由 于 aj =a, 所 以 上 式 可 写成 : 
(upi + GaP: + diapa) Xi + (Gxz:D: + azp: + dapa) X 
+ (aapi + aP: + 033D3) Xa = 0 (6.4) “ 
这 是 一 条 直线 . | 
EX ED PD U BH P KIEA Q AAE 3 É 
线 ， 叫 做 吨 关 于 二 阶 曲 线 的 极 线 ， 点 卫 叫 做 极点 或 何 称 极 . 
(6.4) 式 是 点 了 的 极 线 方程 . 
推论 平面 上 每 一 点 对 于 常态 二 阶 曲线 总 有 唯一 极 线 ， 
2 极点 上 与 极 线 有 的 性 质 
极 据 定义 不 难得 出 极点 与 极 线 有 下 列 性 盾 ， 
定理 8.9 ”如 果 点 了 的 极 线 通过 点 @， 则 点 日 的 极 线 遂 过 
AP, 
证 明 XTZ ARRA, MA P F Q 28 
Su, Ua Q AB. PHR., APHRA p. F QB Sk 9 q 


» FJA + 


(图 6.14) , WER PRR p W ph x 
Q, H| Q H P Jt, EEA Q RIRE 


q 必 通 过 点 也。 M F Ma 
从 定理 6.9 AM, MEAOTRR ç V 
p h g 


prJ, WAOE BaP $ç 
动 


i 


定理 6.10 WRA PEB H£ r merl 


上 ， 则 点 了 的 极 线 就 是 械 在 后 P 的 切线 ， 
证 明 PD PE rh ST E, MURK: 
Xa, p;D; = 0 < 1) 
BA QE A P 3 E fi £ rR, HRE (6,3) 
AMH: 
Fa; pig, =Ù í 2) 
直线 PG@ 与 二 阶 曲 线 Tile aE E (6.2 =Ç, Bp 
Ea dig, + 21; ;D9; + Ea; pip, =0 
H (1) , (2) AH: 
AEG, q q  =0, Wa =A= 
这 说 明 点 M: 与 M: 重 合 于 点 卫 ，PB 为 二 阶 曲线 T 的 切线 ， 因 此 
点 吕 总 在 以 王 为 切 点 的 切线 上 ， 即 点 了 的 极 线 是 二 阶 曲 线 了 在 
点 卫 的 切线 
推论 ”如果 过 点 了 可 向 二 阶 曲 线 T 引 二 切线 ， 切 点 分 别 为 
TAT, ME RT T;3) sÁ P F —BfH S&T HRR. REK, 
WER P BIR 2 5 — ri £p 交 于 二 点 石和 7:， 则 直线 PTA 
PT, 是 二 阶 曲 线 了 的 切线 。 
顺便 指出 ， 在 第 三 章 讨 论 罗 巴 切 天 斯 基 岂 集 的 卡 芋 一 一 克 
业 因 复 型 的 时 候 ， 曾 提 到 过 该 模型 中 的 运动 是 关于 绝对 图 的 一 
AEN. RE, RA (或 任意 一 常态 二 次 曲线 ) 外 一 点 卫 ， 
TT- CHIRA Help , WRIA P rh, UTTAR 
视 轴 作 透 射 变 换 ， 刚 圆 上 任意 一 点 对 : 蛮 成 加 上 一 点 Ma BA 
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任意 一 点 4 变 成 图 内 一 点 A, Ti, 
7: 都 变 成 本 身 。 因 此 ， 这 个 变换 把 
圆 内 的 线 怒 还 变 或 较 内 的 线段 。 这 
样 的 两 条 线段 可 称 为 “相等 ”。 

下 商 我 们 讨论 已 知 棚 线 的 极点 
问题 ， 

从 定理 6.8 得 知 ， 平 而 上 任意 
一 点 P (pu Pz ps) 对 于 常态 二 阶 曲 线 到 来 说 ， 总 有 一 条 极 线 
Fa, pixi =0, BB. 

(Gupi + 1P: + Q13Ds) Xi + (Anpi + Onpa + ap) Xa 
+ (aapi + ayp: + GzP) Xs = Q 
RIX, XÓ 38 F EOS 8 SR 
HXi + HX + Hax; = Ü 
来 说 ， 如 果 
pu = Gupi + gip: + G13D3 
Pl = aapi + C23D2 + daps (6,5) 


EREE 


Diy = AP: + 站 32 了 3 十 GsaP5 
则 这 一 直线 就 是 一 点 P (Di, P zs ps) RJ AR 25, 因为 la; Í | = Q 3 方 
程 组 (6.5) 有 唯一 解 : 


Opi = Ant + Anta + Aata A; , = 点 ，: 
Op. = Ay + Atia t Asa LA; f= la; 1260 
Opa = Ayy + Ass + Aasslts (6,5) 7 


其 中 A; Æa; W A H, 这 就 是 说 ， 对 任 僵 一 条 直线 
(Uy Wn Wa) 必 有 了 唯一 极点 (po Pa h), EDEA F W W E M, 
定理 6,11 平面 上 每 条 直线 对 于 常态 二 阶 曲线 总 有 队 一 极 
点 。 
fll CA BDrBH PET RJ Jy PE 29 
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求 原点 对 二 阶 曲 线 T 的 极 线 : 直线 x = 2 对 二 阶 曲 线 了 的 极点 ， 
解 方程 《1) WUK: 
gxt + dyž- 36=0 
化 成 齐 次 坐标 方程 为 
gxi + dX; — 36xj3 =O . 
根据 公式 (6,4) “所 求 的 极 线 应 为 
gpx + dDyX1— 36PX = Ü 
将 《0，0，1) Apo x= 0， 所 求 的 极 线 是 无 穷 远 直 
线 。 
根据 〈6.5) “来 求 极点 坐标 。 因为 


9 0 0 
D =| 0 4 0 
10 0 -36 


所 以 4 = 一 144,，Ay= —-324, Asa=36, A= Ai; = As; = 0, 
从 而 有 
Om = — ldt 
for — 3248 (2) 
GPa = 3015 
已 知 直 线 x= 2， 其 齐 次 坐标 方程 为 
Xi — 2x3 = Ü 
它 的 线 坐 标 为 C1, 0, 一 2) ， 将 其 代入 《2) Aff 
gp = — 144, Op;= 0, Gps= 一 了 2 
所 求 的 极点 坐标 为 《-144，0， 一 ?2 ， 或 化 成 非 齐 次 坐标 
为 《2，0)。 
从 这 里 验证 了 ， 当 和 直线 x= 2 与 二 阶 曲 绕 了 相 切 于 点 (2, 
0) 时 ， 它 的 极点 正好 是 这 个 切 点 ， 
B2 ety =r 的 动 切线 关于 ax?+by?= 1 的 极点 的 扫 
H. 
E Vyr (BARKHA xiti- xi = 0) 在 其 下 
+ 34l ° 


一 把 人， ) 的 切线 方程 为 


和 十 (1) 
其 齐 次 坐标 方程 为 

X Xi HX, X- Fx Xi = Ü (2) 
Hp iik D AO, yO 的 齐 次 坐标 ，(xo Xa, Xa) JI (x, y) RY 
齐 次 坐标 ， 

求 切线 关于 axt+ by?=1 HRA., PS 

axt + by? = 1 (3) 
的 齐 次 坐标 方程 为 

axi + bxi 一 X = 0 ( 4) 


设 (2) 式 美 于 (4) AREY (X, Xa X, A (6.5) 
式 有 : 
x, =AX1ı (pen =A, GqQ.=D, Gs = — ) 


x, = bx, di: = dj = (33 = () 
一 rix, = — Xs 
又 因为 
xiti- rii 
所 以 
2 
(qX:y2 + (bX:)* — rš ( 2) = Ü 
Bj, 


Fa 
aX? +X- = 0 


P R HJ a 39138 Jy E., F Er Ke bn EA 
riCa2R2+ b2Y2) — 1 = 0 

3 ”二 阶 曲 线 的 极点 与 极 线 的 作 图 问题 

(1) 求 作 一 已 知 点 的 极 线 ， 

设 了 表示 已 知 点 ，p 表示 点 卫 关 于 二 阶 曲线 T 的 极 线 ， 

车 P 点 在 二 阶 曲 绕 T" E, REPT 在 PP 点 的 切线 就 得 到 极 
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线 p， 

H PRAE O MATE 《不 论 在 工 内 部 或 外 部 ， 作 法 相 
ED ， 通 过 己 眠 任意 作 二 直线 使 与 二 阶 昌 线 了 分别 交 于 版 和 4、 
BJ C. D (图 6.16) ， 设 Q =-= ACx BD, R= ADx BC, 3Ë 
么 ORRERA EER p. 


图 剖 " 16 

因为 B=QRx AB，F -QRxCD，、 那 入 由 于 完全 四 点 形 或 
完全 四 线形 的 调和 性 质 ， 我 们 有 (PE, AB)=-1, (PF,CD) = 
~ 1,0 IHH ua BJ2E S. E 3 F Rs P X:-F Øh 了 的 两 
个 共 力 点 、， 从 而 直线 EFAA p ) 就 是 了 点 的 极 线 ， 

在 这 里 还 可 以 指出 两 个 重要 结果 ， 

第 一 ， 阁 点 了 在 二 阶 曲 线 T 的 外 部 ， 则 极 弘 p B By Ë £B 
六 区 于 两 点 村 、 扩 ， 这 两 点 在 极 线 pp 上， 也 以 与 点 了 共 红 ,但 
点 要 在 二 阶 曲线 上， 因而 由 定理 6,10， 与 成 放 共 轿 的 了 点 在 
对 点 的 切线 上， 可 钢 PM 是 切线 。 辣 理 PN 也 是 切线 。 这样 ， 
从 三 阶 曲线 T 修一 点 的 极 线 的 作 图 ， 立 刻 得 出 由 该 点 向 二 阶 曲 
HT 所 引 两 条 切 强 的 作 图 ， 

第 二 ， 观 蹇 。 八 POR、 已 经 知道 点 和民 在 极 线 pP 上 ， 所 
以 都 各 点 靖 共 斩 。 大 用 上 而 的 作法 求 点 如 的 极 线 ， 刚 过 点 呈 、 
RAHA q WE ORR, BA OMRE, MARAR 
BAr 就 是 及 点 的 两 个 共 斩 点 PMO HER, 2AE POR 
每 一 顶点 和 其 余 二 顶点 共 轿 ， 从 而 每 一 项 点 和 和 的 对 边 是 极点 


. jd » 


与 极 线 的 关系 ， 这 样 的 三 角形 就 是 下 面 将 要 讨论 的 自 极 三 角 
形 。 

(2) 求 作 一 已 知 直线 pp 的 极点 P， 

解决 了 问题 C) 以后， 这 个 
问题 便 容 易 解 决 。 ECHWE pE , 
任 取 两 点 RR 各， 按 上 述 方法 作 其 — ` š 
Birmaga (图 6:17) , E P :: 2 
(qr). 1242 6 E R q 上 又 在 R 2 Q 
极 线 ”上 ， 所 以 P AB 5 ARE 
XI RRB, S P BJ 3821 AE F pA 
Q. RJ ER p, HEAP = (gry CMER p 的 极点 ， 

4 配 极 对 应 。 日 极 三 总 形 

定义 ”对 已 知 常态 -AMR PELE- ANS- RME 
的 极 线 和 它 对 应 ; 反 过 来 ， 每 条 直线 也 总 有 一 个 确定 的 极点 和 
它 对 应 ， 这 种 点 和 直线 之 间 的 对 应 关系 ， 称 为 配 极 对 应 ， 

配 极 对 应 是 一 种 异 束 对 应 ， 

配 极 对 应 的 代数 表示 ， 可 由 《6,5) 式 和 (6.57“ 式 求 出 ， 

设 有 一 二 阶 曲线 T 

Za;ix x; =0 (ai, = Hii) 

是 常态 的 ， 即 |ai, | 大 0. 

若 平 面 内 一 点 区 = (xi, xz xs)， 这 点 关于 二 阶 曲线 卫 的 极 线 
Eu = wp Wz W3)， 则 上 述 的 6,5) 式 和 (6.5) “> 
pu = Gak + Aia + Oia 
DH: = Uai + Au: + (2323 


图 6:17 


Plia = Ga + O32N2 十 O33 
CXL = Auki + Ank + Atg 
(x; = Ais + Art + Asus 


OX = Asli + Aasia 十 Aaxatt5 - 
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就 是 配 极 对 应 的 表达 式 ， 
配 瓜 对 应 使 得 以 点 汶 元 囊 的 图 形变 成 以 直线 为 元 素 的 几何 
图 形 ， 而 以 直线 为 元 隶 的 图 形变 为 以 点 为 元 素 的 几何 图 形 
定义 ”成 配 棋 对 应 的 两 个 图 形 ， 称 为 配 极 图 形 《 共 罗 图 
J) , 
例如 关于 二 阶 曲 线 户 ERRUA KEE EDS 31: 
H PARRER, REETA Bri; 三 点 形 
的 配 极 图 形 是 三 线形 ， 四 线形 的 配 极 图 形 是 四 点 形 等 等 。 配 极 
对 应 不 但 使 图 形变 为 对 侦 图 形 ， 而 有 旦 还 使 射影 性 质变 为 射影 性 
Mi. 
H3 直线 上 四 点 的 交 比 等 于 它们 对 应 的 四 条 BR bJ % 
比 ， 
证 明 设 直线 上 四 点 的 坐标 为 xt, x, xU) L | xt, 
x+ jaxt0。 根 据 配 极 对 应 O 
piii = GXi + G1IX2 + G1IX3 
Dus = aax + lX: + AnX3 
Pita = Qax: + 032X12 T G33X3 
可 求 出 四 条 对 应 极 线 的 坐标 为 u, w, uO AD, w 
Az". PH LUH A BU 1 TIR: XY BJ Pd 3: 48 28652 比 都 等 于 


A, 
Àz 

已 知 三 点 形 4BC， 若 点 4 的 极 线 是 BC， 点 了 的 极 线 是 
4C， 则 点 的 极 线 一 定 是 4B。 和 实际 上 ， 根 据 极点 与 极 线 的 性 
质 (1) ， 点 C 在 点 4 的 极 线 BC 上 ， 所 防 点 4 在 点 已 的 极 线 
L, 同 理 点 也 在 点 CC 的 极 线 土 ， 因 此 š 
AB Je a C RJ1839 (EB36.185 , 

定义 ”如 果 三 点 形 的 三 个 顶点 分 别 s 
是 对 边 的 极点 ， 则 称 三 点 形 为 自 极 三 点 
JZ, 图 6*18 


HFE AREH MAT, R. B p= AA A X3t-4- . H 
极 三 点 形 的 配 极 图 形 三 线形 与 它 自身 重合 ， 称 为 自 配 极 图 形 ， 

选取 虽 杰 三 虚 形 作 举 标 三 点 形 建 立 的 射影 誉 标 系 ， 可 以 将 
二 次 曲线 化 戌 标准 型 。 因 此 目 极 三 点 形 在 二 次 曲线 的 分 类 上 起 
珍重 要 的 作用 。 

1.4 二 阶 曲线 与 二 级 曲线 的 马克 劳 林 (Maclauriny 定理 
定理 6. 12 常态 二 阶 曲线 的 定理 6, 12' ”常态 二 级 曲线 
切线 混合 是 一 条 和 钊 态 二 级 时 的 著 点 集合 是 一 条 常态 二 阶 
线 。 曲线 。 

首先 证 明定 理 6.12， 

证 明 设 二 和 阶 上 曲线 

P: Za, xx; =0, qa,,=0,;， |a,.1]= 0 
PZ AA P (Xi, Xa xy) fE — B ERr E, MA P Ry 2R AAAY 
线 ， 这 条 切线 的 党 标 由 公式 (6,55 给 出 ， 即 ; 


= NLT Miga + (13223 


PH: — Gawi + AA + (53223 ( 1 ) 


BH3 = QiXi + daz + Qs32X3 


P A PEIRE. WAA: 

 MiXi + X; + Maxas Q (2) 
WEM C1) HX x, X KAA (2) 式 ， 就 可 以 消去 xu fy xs 
得 到 一 个 关于 ua ta Ws 的 关系 式 ， 它 是 直线 Gu a) 与 
二 阶 曲 线 T 丰 切 的 充 要 条 件 。 这 相当 于 把 《1》 和 【2) 看 作 
HLR Xa Xs PÝR AEH, É Ex AAR u 所 应 
WERNE: 


(ir iz Gia Wi 


Ga Gs ün H 


= 0 (G.S) 


ay Qa: da3 H3 


x [u Ma t Ú 


将 此 行列 式 展 开 得 ; 
57 A, uu; = 0 


其 中 A; a, Ela; PRERA RAA. HF la E 3APPRIT 
列 式 ， 所 以 A zÁ’ H 
|A. [= la, 12 0 
所 以 (6.6) 式 是 一 条 向 态 的 二 级 上 曲线， 
证 明定 理 6.12 时 ,只 要 仿照 定理 6.12 前 证 明 方 法 就 行 卫 。 


已 知 常态 的 二 级 曲线 的 线 华 标 方程 为 
ELA u u. = 0, A;,=A,., A 1 = Ü 
则 其 切 点 的 方程 必 为 
A. Aia Ais A] 
An A; Ass x; 
Az As; Ass x; 50 D 
Xi Al X Ü) 
EA LHE N: 
Eb, x;x = O, b, =b,;, |b; ,1 = 0 (1) 
是 一 条 常态 的 二 阶 曲 线 。 其 中 b; ;是 A&; #E1A, ; PRERA 28 ES 
A. 
TE Ja — A HEBB pr #$ Hi BJ — Br BI 23 
Fb x,x, = Ü 
P, b, ; JE: Å; : 在 |4， 1 | 中 的 代数 作 因 式 ， 因此 应 有 
b; =la, |'Q;; 


FA (1) 式 可 化 为 

Ecja, ;|*a; w; w; = 0 
即 

a, Ea,  x,x, = 0 
从 而 得 ， 
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FG i X; X, =0 

由 此 得 出 下 面 的 推论 ， 

推论 ” 凋 态 二 阶 曲 线 的 切线 集合 是 一 条 常态 二 级 曲线 ， 且 
对 应 于 这 条 曲线 的 切 点 集合 必 是 原来 的 二 阶 曲线 。 又 对 于 常态 
二 级 曲线 的 切 点 集合 是 -- 条 常态 二 阶 曲 线 ， 且 对 应 于 这 条 曲线 
的 切线 集合 必 是 原来 的 二 级 曲线 (图 6:19) 。 

这 个 定理 说 明 ， 二 阶 曲 级 
是 两 个 射影 线束 对 应 直线 区 点 
的 轨迹 ， 闻 时 宙 是 两 个 射影 后 
列 对 说 点 连 线 的 包 络 。 从 点 几 
柯 和 线 几 和 何 的 角度 看 ， 二 阶 曲 
线 和 二 级 曲线 是 一 致 的 ， 记 以 
把 它们 都 溃 做 二 次 曲线 。 这 就 
象 点 有 线 坐 标 方程 一 样 ， 二 次 图 6.19 
曲线 不 公有 点 坐标 方程 ， 也 有 线 坐 标 方程 ， 


例 1 求证 点 坐标 方程 = 2px 与 线 举 标 方程 x= Pu 表 


mE hR. 
证 明 y? = 2pxB] AERA REIN ER xz 2pxixs = 0, 
根据 公式 (6.6) 它 的 线 坐 标 方程 为 


O Ü — D Il 
| ð 1 O us 
| -p 0 Ü tal 0 


| wu us O| 
计算 得 ; 
TU 一 24143 = Ü 


其 非 齐 次 党 标 为 


2 
12 = -- LL 
1 p | 
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X, MAYRA = u 的 点 坐标 方程 为 


| 0 Ü —1 wx 
. 0 p Ü Xx, 
-10 0 | Ü 
X, X; X; Ü 
计算 得 ， 
X: — 2DX1ixa = Ü 
其 非 齐 次 坐标 为 
yz = 2px 


方程 类 =2px 与 2 = tu 表示 同一 条 时 线 。 


1.5 二 次 曲线 的 射影 分 类 
在 这 里 ， 仅 就 以 点 坐标 表达 的 二 阶 曲线 进行 鞋 影 分 类 ， 南 
二 组 曲线 的 对 影 分 类 可 以 根据 对 但 原则 来 建立 。 分 类 的 依据 是 
二 阶 曲线 的 秩 ， 以 及 在 射影 平面 里 选取 自 极 三 点 形 为 坐标 三 点 
形 所 建立 的 坐标 系 之 下 ， 二 次 曲线 的 方程 所 化 成 的 标准 型 ， 
定义 ” 设 二 阶 曲 线 为 
F. Za; x ix, =0, a; , =i 
满足 方程 组 
HX1 + iX: + 13X3 = Ü 
anXi + QX; + GaX3 = Ü (1) 
asi + aX: + aaax = Ü 
的 点 x WAT RARA, 
显然 ， 奇 异 点 是 没有 极 线 的 点 ， 因 为 闸 异 点 的 极 线 如果 存 
在 ， 则 其 坐标 为 〈0, 0, 0》 ， 这 是 不 可 能 的 。 常 态 的 二 阶 曲线 
HARRES. TARAMADA TAR., AUER, Ea 
TI F RA BUR ZW y phap A. BAER AR a AE R 
— 3 J — h Rri. 
下 面 将 二 次 曲线 Za, ,x,x, = 0 分 三 种 情况 来 讨论 分 类 问 
s 349 ° 


RN. 

1 # D+ ja, :| 的 秩 为 3， 这 了 时 D= 0， 方程 组 (1) 
没有 非 零 解 ， 即 PP 没有 奇异 点 。 平 面 上 每 一 点 x% 存在 唯一 的 一 
条 对 应 极 线 ; 

DH: = QiiXi + Aia + G1323 

Pl = 0n% + (5222 + 23 

Pia = Q31X1 + Q32X2 十 G332X3 
这 里 (uy Ws us) = (0,0,0) ， 否 则 《< 1》 有 非 零 解 ， 而 秩 将 
小 于 3 ， 

在 平面 上 ， 任 取 不 在 P 上 的 一 点 4:， 以 si 表示 后 4 关于 工 
ARH, Ea EH FT SA; U URRA 4 关于 了 的 
E, Mastit RA. Ha aN T As 则 AHIR ER aa = 
AA; TE AAA, 构成 自 极 三 点 形 ，。 

现在 取 关 于 二 次 基线 T 的 
BEZ= AE 44:4:， 建 立 射 
BERR LAr An As E) 

(图 6+20) 。 我 们 来 看 工 的 方 
程 如 和 何 被 化 简 成 标准 型 ， 

根据 定理 6,7， 两 点 了 和 
Q 关 于 二 阶 昌 线 rikt 8560 H 6.20 
性 是 


Ea; b,q, = (aupi + iP: t+ GPa) Qh + Capi + G22P2 
+ anpa) Q; + (aup + GssD2 + G33P3) Qs = Ü <2) 
因为 点 AMARA, ENRE (1, 0,0 和 (0, 1,0) 
代入 《2) 式 ， 则 得 a1: = 0。 辣 理 ， 因 为 点 友和 有 ;成 共 轻 ， 有 
at = 0, KAMARI E, H az3=0。 所 以 二 阶 曲线 工 的 方程 
KRA 
GiiXi?2 + auX: 1 Gaa = Q (3) 


X. 
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D= |a; ; | = anaz2G33 0 
FEEL Ga. Ga, AAD AE. 
BH — 0486.4 X, =v fa dxo BX.’ 1a,, |x:? 
= ta,,x,2, IHJ (3) 式 再 化 简 为 


X tX + Xt = 0 ( 4) 
IEX Xa X: HTE RB DZ B P, SX ( 4) 式 仅 能 表示 两 
类 曲线 ， Bi: 


X + X: £ xs? = 0 
R FEA RPE Ra. MARED, 5 - TER TIR] BB 
i. 

2 设 了 的 秩 为 2， 这 时 方程 组 《1) 中 有 两 个 是 经 性 无 
关 的 ， 二 次 阳线 了 有 一 个 奇异 点 4 ， 取 这 个 奇异 点 的 台 标 为 
As; (0,0,1) ， 代 入 《1) 起 ， 便 得 aa=0，62 = 0, Gg33=0，, 
取 二 次 曲线 T 外 一 点 为 4 0,1,0) , WAAIER api a Al, 
Ea L EBR-— xA (1,0,0) ， 则 入 与 起 3 共 力 。 因 为 A AH 
w, WABE- Pedda = 0。 在 选取 的 众 标 系 【Ab Arn As 
El 里， 二 次 曲线 的 方程 化 简 为 

auX + ayx = 0 (5) 
其 中 au 和 a2zz 都 不 为 零 ， 否 则 了 的 秩 就 会 小 于 2， 
PET- KRE GX =v a, xs (5) 式 化 简 为 
X it + X° = Ü 

3 设 吕 的 秩 为 1， 这 时 方程 组 【1) 内 有 一 个 是 线性 无 
关 的 ， 因 此 二 次 曲线 卫 右 一 条 直线 ， 其 上 每 一 点 痢 蚌 奇异 成， 
取 该 直 钥 作为 伏 标 三 点 形 的 一 边 癌 =0， 那 么 将 4 (0,1,0) 和 
A, (0,0,1) RA (1) Affaan ü= an= taya), FX 
种 情况 下 ， 二 次 曲线 工 的 方程 化 简 为 

% = (6) 

HEIDE, RIRH i iR BU PE RB 1 RR E AE 

的 方法 ， 将 射影 平面 上 的 二 次 曲线 进行 了 分 类 ， 共 分 成 五 个 射 


. 351 >” 


影 类 如 下 ， 
4 y? 十 x 2 一 xs 


实 的 ， 
[| = 0 (KEHA) 
Be ñ: x 2 + x + X? 


— 


二 阶 曲线 
CAER: BREER: X2— x; = Ü 
E e DI | 两 条 虚 直 线 ，xa+ xz=0 
Li "w =k 5 L 2 一 
E- 1] ， 两 条 重合 直线 ，x 二 = 
SE BJ; Wh’ + u- = į) 
AET esas 
-级 曲线 BHJ: ud uz L ua? = 0 
CRR 两 个 实 点 ; ws? 一 uz2=0 
A ganmi" E w+- 
LLLP ME: ?+ u = 0 
N. 


秩 = 1 ， 两 个 重合 成 : h= 


Hi 证 明 肉 切 于 坐标 三 点 形 的 二 次 曲线 ， 它 的 方程 本 号 
为 


Xi? + X, L Xa — aX — 2X:iXi — 2X1X5 = Ü 


解 ” 设 二 次 曲线 


0X? + AX" + GssX52 + 2012X1X2 十 2013X1X3 + 20;259X2Xs = 0 (1) 
内 急于 坐标 三 点 形 的 三 边 ， 国 此 直线 xi = 0 和 它 相 交 于 两 个 重 
EM WERDE 

Guai + G33X5 + 2013X9X3 = 0 
有 等 根 ， 或 aza2 = Gaa. ARH di = ails, MP = tnta, 以 
此 推 得 Gu, G, aat AF, HAH Y, BW Ak RIE, 
可 以 假设 它们 都 是 正 数 ， 令 qi 二 8，Q22 =b, as = ct MU (4) 


式 可 写成 ; 
(ax) + (DR) + (ex)? + 2(0gqx,i) (bx) + 2(Dx;) (Cx) 


+ 2 (qX) (cx = Q 


+ 352 s 


作 盘 影 坐 标 变换 《选取 适当 的 单位 点 》. 

pXi=axi, OX = bx, PRa3= CX3 (abc =Q) 
MEAKA 

X 2 + X + X 1 2XiX;, + 2K:X t 2X,X5 = Ü 
式 中 后 三 项 符号 不 可 能 全 为 正 ， 也 不 可 能 是 二 搞 一 正 ， 香 则 左 
端 将 变 成 宛 全 平方 ， 轨 迹 为 两 条 赣 合 直线 ， 显 然 与 问题 的 性 岳 
不 符 ， 因 此 后 三 项 只 可 能 或 者 全 是 负 的 ， 即 : 

At + X 2 + Xa 2X X- 2X XI — 2XiXs = 0 (2) 
或 者 为 二 正 一 负 ， 如 ， 

X i+ X;2 + X 2 — 2X iX: + 2X;:X5 + 2X X; = Ü ( 3) 
在 后 一 种 情况 下 ， 再 作 一 次 射影 坐标 变换 〈 重 新 选取 单位 点 ) 

Gi = Xi, Šr= Xi, O= — X3 


间 变 成 所 需要 的 形式 
Ëi + Es + Š = 284185 28385 28185 = 0 
#J|2 化 二 次 曲线 
X 2 L X + X + 2X;Xi + 2X1XS 一 XIX2 = Ü 
为 标准 方程 。 
解 
1 -3 1 
D=|-3 1 1 0 
| 1 1 1l 
曲线 是 常态 的 ， 


取 不 在 二 次 曲线 上 的 一 点 《0,1, 1) o, HRR 
DU = AXT GX + X5 
pta = — 3X1 X, + Xs 


Pla = X + Xs + X: 
求 出 ， 计算 得 : 
一 X + X, + Xs = Ü (1) 


# (1) 上 任职 一 点 〈t,0,1) ， 甚 极 线 为 
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X ( — X> + X, = Ü (2) 

解 方程 组 (1)》、(2) ,得 交点 上 坐标 为 (1, 1, D. ZR 
LD, GAD, GL O 关于 已 知 二 次 曲线 构成 一 
个 自 极 三 点 形 的 三 信 顶 点 。 

现在 取 刚 得 出 的 自 极 三 点 形 为 新 的 射影 坐标 三 点 形 ， 其 公 
标 分 别 为 1,0, 0 、 (0,10) 、 (0,041) ， 它 们 在 RER 
系 寻 的 举 标 分 别 为 (0,1,1》、 (1,0,1》、 G, 1, 0 则 新 旧 
上 举 标 之 间 的 坐标 变换 《 即 射 影 变 换 ) 由 下 式 决 定 
OX: = dix + axr + aX 


Ox = þixi! + Pax! + baxa 


OXy = Ci% + CIKX2' + C3X3 

将 新 旧 坐 标 代 入 即 可 确定 a:、5;、c;。 经 过 计算 得 出 坐标 变换 
为 

PT = Xy + Xa 

PX2 = Xi + Xa ( 3) 


PX3 = Xi" + XZ 
将 (35 RACHAT, MHE 3 yK, 
x,2 L X 2 — x 2 = Ü (4) 
注意 ， 本 题写 出 了 全 部 推导 过 程 。 实 际 上 ， 祖 据 分 类 时 的 
讨论 ， 只 要 判定 DD 或 秩 等 于 3 ， 双 不 是 品 莫 线 〈 即 在 贡 线 
上 能 找 出 一 实 点 ) ， 就 可 直接 写 出 标准 方程 (4) 。 


$2 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 


本 节 研究 二 次 曲线 在 仿 射 变换 下 的 不 变性 质 ， 即 仿 射 性 
质 。 为 了 统一 用 射影 观点 和 方法 解释 、 研 究 这 些 性 质 ， 我 们 将 
在 射影 变换 的 基础 上 ， 并 且 使 它 保持 把 无 穷 远 直线 还 变 成 无 穷 
远 直 缆 ， 这 时 得 到 的 不 变性 质 就 是 仿 射 性 质 ， 我 们 首先 以 无 穷 
远 直线 为 特征 ， 介 绍 二 次 辐 线 的 中 心 、 直 径 、 渐 近 线 等 概念 及 


+ jj’ 


性 质 ， 最 后 根据 仿 射 性 质 对 二 次 曲线 进 行 分 类 ， 

2.{ ”二 次 曲线 的 中 心 、 直 径 、 渐 近 线 

i 二 次 曲线 的 中 心 

只 讨论 常态 二 次 曲线 

定 ”无穷 远 直线 关于 已 知 二 次 曲线 的 极点 ， 叫 做 这 个 二 
次 曲线 的 中 心 。， 如 果 中 心 是 有 穷 远 后， 这 个 一 次 曲线 叫做 有 心 
二 次 曲线 。 如 果 中 心 是 无 穷 远 点 ， 这 个 二 次 曲线 昌黎 无 心 二 次 
曲线 . 

RIDER P-O HERR: 

R ERER A (in ia taD’ ERE A Se bp J (Xn Xa Xa). 
根据 公式 (6.5) 有 有， 


一 > a, x; (1) 
" -1 


= J A, Ej (2) 


将 无 穷 远 直线 的 坐标 《0, 0, 1) RA (2) 式 即 得 ， 
UX = Åz, OX, = As, GX, = Ass ( 3) 


Bir tir Dy BJ) £ K 835 Ep 29 C Asi, As, Asa) ` 对 有 有心 二 次 曲线 ， 
43z 0， 中 心 的 非 齐 次 坐标 为 (42 T). 


RRA anag- aÓ22S 5 P se Ek a JS ,决定 了 二 次 曲线 
是 有 心 的 或 无 心 的 .同时 根据 及 3 是 正 , 是 钢 、 是 堆 决 定 无 究 远 直 
线 与 一 次 曲线 实 变 点 的 个 数 ， 从 而 决定 常态 二 次 曲线 的 三 种 类 
型 。 也 就 是 ， 
设 一 次 曲线 盖 为 
Fa; x x, =0, [a;;| #0, a, =a, 
FBEAR x = 0 与 二 次 曲线 7 的 交点 应 满 是 
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nX? + 2012X1X + Apk = 0, x, = Ü ( 4) 

(1) 34 An > 0i, A=aa2—- anga 0, FA (4) 有 
二 虚 根 ， 无 穷 远 直线 与 二 次 曲线 卫 RAKAA, RAPA A 
ERARE. 

(2) 3AsC OMN, FE C 有 二 实 根 ， 无 穷 远 直线 与 
一 次 曲线 三 交 于 二 实 点 ， 称 这 种 二 次 曲线 为 双 曲 线 ， 

(3》 当 站 y= 0 时 ， 方程 4》 有 二 重 实 根 ， 这 时 无 穷 远 
直线 与 二 次 曲线 仅 有 一 个 实 交 点 ， 即 在 该 点 相 切 于 ， 称 这 
#h— 1 FH 29 h tn tk, 

综 上 所 述 ， 有 心 二 次 曲线 是 梢 图 和 


MHR Xo Kim Jhan. — 

二 次 曲线 中 心 的 九 何 意义 是 过 中 心 ( ` N 
的 任意 一 弦 被 中 心 所 平分 实际 上 , 过 N 9 
中 心 作 任 意 直线 与 二 次 曲线 r XFA | 


A. A, (16:21) 。 因 为 P. EROH 
RRE, MUO, PELTA r 
HRR, AMA 
(A Az OP.) = — 1 

即 O 是 4;4;: 的 中 点 。 由 此 得 如 下 定理 

定理 6.13 二 次 曲线 的 中 心平 分 通过 它 的 每 一 条 汞 ， 

Ol ROHE Xix; + xat Xx i= Q 的 中 心 ， 并 判断 
曲线 的 类 型 。 

解 


a | u DI — 
by 


+ FI0 * 


1 - „L 

|2 2'1 É 2 l_a 
As = 本， 成 432 二， 4 

a 1 1 1 

| 2 | |Z 2 

o 1 

Se 
An =] kar: 

] 1 O | 


所 求 的 中 心 为 《1 ， 才 ，- 4 】， 非 齐 次 坐标 为 《- 1, 
— 1) , 

因为 Aac, MOKARA ER. 

2 二 次 有 曲线 的 直径 

定义 ”无穷 远 点 关于 二 次 曲线 的 极 线 〈 除 无 穷 远 直线 
外 ) ， 叫 做 二 次 曲线 的 直径 . 

根据 配 极 对 应 ， 无 穷 远 直 线 的 极点 是 二 次 曲线 的 中 心 ， 
所 以 无 穷 远 直 线 上 的 每 一 点 的 极 线 必 通 过 中 心 ， 这 就 是 说 二 次 
曲线 的 每 一 条 直径 都 通过 中 心 。 对 于 无 心 的 二 次 曲线 (Y 
线 ) ， 由 于 它 的 中 心 是 无 穷 远 点 ， 所 以 所 有 的 直径 都 互相 平行 
(图 6.22》 


F6+22 [2] 6.23 


定 尽 ”如 果 两 条 直径 彼此 通过 对 方 的 级 点 ， 则 这 两 条 直径 
MARRET. 
RRE te TAVERN: 


设 二 次 曲线 TT 的 一 条 直径 为 a， 有 .是 a 的 无 穷 远 戌 ， 则 A. 
的 极 线 b 是 二 次 曲线 P AREE, ME M b Pt 3Sü Pr 
《图 6'23) 。 凡 4. 为 中 心 的 线 东 是 平行 于 直径 a 的 平行 线束 ， 
设 其 中 任意 一 条 与 二 次 曲线 了 变 于 已 、P: 点 ， 与 直径 b ¥TO 
点 。 因 为 点 O 与 AXTART gE, Hr eP OA.) 
= 一 1， 于 是 O 是 浆 PP: 的 中 氮 。 这 就 证 明了 共 辑 直径 之 一 必 
等 分 与 男 一 站 径 平 行 的 所 有 兹 .由 此 得 ; 

定理 6.14 有心 二 次 曲线 的 每 一 条 直径 必 平 分 其 具 辑 直径 
HAA FITI. 

3 渐 近 线 

定义 ”如 果 二 次 曲线 与 元 穷 远 直线 Pp. 交 于 两 点 T. T, 
WET. T 为 切 点 的 两 条 切线 天 做 二 次 曲 钱 的 浙 近 继 ， 

因为 双 曲 线 、 执 物 线 、 精 贺 各 与 无 穷 远 直 线 交 于 两 点 .一 
上 感 、 两 虚 点 ， 由 此 可 知 双 曲线 有 两 条 实 浙 近 线 ， 抛 物 线 以 无 穷 
远 直 线 为 浙 近 钱 ， 而 椭 加 有 两 条 虚 渐 近 线 ， 

根据 定义 ,可 得 出 下 面 的 定理 ， 

定理 6,15 二 次 曲线 的 两 条 渐 近 线 桨 于 中 心 ， 型 且 调 和 分 
WISF tE E, 

WEB 设 a, a EORR RIIAT, HERL 
直线 p- 分 别 交 于 把 4 和 4 ..， 直 线 1、t 是 二 次 曲线 二 药 一 对 浙 
¿rk (图 6.24) , 

因为 t+、# 是 二 次 曲线 了 的 切线 ， 所 以 切 点 T、T' 就 是 它们 
的 极点 ， 而 中 心口 是 无 穷 远 直 线 m 的 极点 ， 因 此 渐 近 线 !、 攻 通 
过 中 心 0 

因为 Ma EHHA, Pr 4 是 4 a 的 极点 ，47 -是 9 
HRA Ao A ATORRAK, AE 

(TT' ,A.A7.) = — 1 
所 以 


(ttf aa) = 一 1 


. 5i e 


| 可 站:24 图 6*25 


在 齐 次 坐标 下 ， 二 次 曲线 了 与 无 穷 远 直线 六 = 0 的 交战 了 
和 OT WEE 
nX? 十 20U2XIX2 + G52X52 = 0 (1) 
XK P 3 8 X n| $ 282 3E #$ X 3 ba J; #8 
ax? + 2G12Xy + aay = 0 ( 2) 
或 
(ax + By) (yx + ôy} = 0 (3) 


它 表 示 过 原点 和 无 穷 远 点 了 和 T HAZAR, Mita HA 
次 曲线 三 中心 的 两 条 新 近 钱 CT 和 CCT’ 平行， 如 图 6:25 所 示 ， 

因此 将 泰 点 移 至 二 次 曲 钱 中 心 C Ep ， 革 分 别 用 x š 
和 和 y 一 7 代替 x 和 yY， 则 “2》 式 变 成 

aulx- E) + 2al Ely- n+ aniy- nsn (6.8) 

就 是 所 求 的 两 条 新 巡 线 的 方程 . 

对 于 二 次 曲线 Ea, ixix =0， 求 出 中 心 Cpa LOR 
出 其 新 近 线 方程 。 还 可 以 通过 求 出 两 个 与 无 穷 远 直 败 的 次 点 或 
求 出 淅 近 线 的 方向 系数 与 中 心 结合 起 来 导出 ， 

例 2 RARE + 2xy 一 3y?+ 2x- dy = 0 RARA 

解 ” 系 数 行 询 式 为 


l 1 1 
D=| 1 -3 - 2 
l -2 Q 
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所 以 4 = 1, A;.=3, As= -4， 因 此 中 心 堂 标 为 
_ A i As; 3 


— Ü?Ú — — 


An 4” JÜ UCA 4 


根据 (6.8) 式 ， 所 求 的 饭 近 线 方 程 为 
X!:+2XY - 3Y2= 0 FK (X — Y) (X + 3Y) = 0 (I) 
其 中 


X=x-(--),Y =»-(-— (2) 


F# (2) RA CD 中 ， 得 所 求 的 浙 近 线 方程 为 
x=y+-' x= — 3y — x 


例 3 如果 一 个 平行 四 过 形 内 接 于 一 个 有 心 二 次 曲线 ， 册 
它 的 两 条 对 角 钱 是 二 次 曲线 的 直径 ， 而 且 它 的 两 边 平 行 于 一 对 
HHH. 

证 明 已 庆 如 图 6.26。 玛 为 四 
AJE 4&BCD 内 接 于 一 有 心 二 次 曲线 
r, Bra 33 O. Po, Q43 
成 一 个 身 极 三 点 形 。 

TRE, ROF AC H 
BD, (AC, OM.) = -1, (BD, ON.) 
= 一 二， 所 以 点 0 的 极 线 为 无 穷 远 
HR, APERO.. AOAIE RA OP. , BER Ia O 
为 二 次 曲线 的 中 心 ， 所 有 岂 ACHI BP 是 直径 。 

及 因为 OP 通过 O08 的 极点 ，0OQ8- 通 过 OP 的 极点 ， 可 知 
OP 和 OQ 为 二 次 曲线 的 一 对 共 二 直径 ， 所以 A8B 和 和 BC 分 别 平 
行 于 一 对 共 罗 直 征 ， 

2,2 二 次 曲线 的 仿 射 分 类 

在 齐 次 仿 射 坐标 (x1,xz,X*3) 下 ， 和 常态 二 次 曲线 的 方程 为 


Za; XX,=0 (a; ; =g) 


HS. 26 
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ERRA a; ;所 成 的 行列 式 为 
A üiz Ql3 | 


D =| dx üz Gəs |> Ü 


HQ31 Q3: 3 


下 面 分 丙种 情况 讨论 : 

1 有心 二 次 曲线 
! (Qua Qi? 

当 Ass= = Ü, RJ — IH 2 E: 8 D> HJ, Dir D 
az Q22 


4 为 党 标 三 氮 形 的 一 个 顶 扎 ， 以 过 中 心 的 两 条 共 斩 下 径 作 为 
沁 标 三 成 形 的 两 边 ， 再 以 中 心 的 极 线 A.A ENER pA JE BJ 
第 三 边 ( 图 6.27) 、 这 时 三 点 形 一 定 是 自 极 三 点 形 ， 因 此 二 次 
曲线 的 方程 可 篇 化 为 
AXi? + G;2X52 + Aaxt = 

如 果 以 X. X: X, RARP Jan) Xi x Jan] Xz 
V aa | 如， 那么 上 式 因 各 项 符 导 的 异同 ， 又 可 分 成 如 下 三 种 
情 襄 : 

(1) X? + X2+ = 人 0， 或 写成 非 齐 次 坐标 方程 X: + Y2 
+ 1 = 0 (EHBE). 

(2) X -X-X 2= 0, SRIENE E X2 + Y? 
-1=0 Z#AaD. 

(3) Xê- XA 一 X=0， 或 写成 非 齐 次 坐标 方程 其 ?一 了 
-1=0( 双 曲线 ) , 

注意 : 这 一 分 类 与 二 次 曲线 的 射影 分 类 的 不 同 之 处 ， 在 于 
一 次 向 线 的 射影 分 类 中 ， 那 时 的 X: Xn X, 三 个 坐标 有 同等 的 
Fry Br [I Xi: + X: > X 2: = 0RIX S X2 A = 0 (Bji — X:2 + X ° 
TK = 0) AER- Ri, 可 是 现在 讨论 的 是 仿 对 人 性质， 这 时 
X35=0 面 定 地 表示 无 穷 远 直 线 丰 ,所 以 它们 的 身份 不 是 同等 的 ， 
EMEX + X- X: RMA X X 2: = 0(El] — X + X 2 + 
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Xy =0) 不 能 看 作 辐 一 情况  ElX IX: 2 A 8 Ey X. H Ya, WX, 
AXHA PL Tr J, 


2 xu K g 

当 有 4=0， 这 时 二 次 曲线 是 无 心 的 (中心 在 l- E). 
以 i、 一 条 直径 及 此 直径 与 二 次 申办 相交 的 有 鹤 交 点 址 的 切线 
作为 爸 标 三 点 形 的 三 条 边 〈 加 6.28) . CHMA A (1,0， 
0) . A; (0,1,0) 、4:〈0,0,1) 。 因 为 点 A 和 A, 3898, 
ARARE (JSK L PJ A 5 UR 3530) ， 负 定理 6.7 得 ， 

Gqi2= Ü, Qaa = Ü 

又 因为 总 4、 在 二 次 曲线 上 ， 所 以 at =ass=0。 因 此 ， 
在 以 上 述 的 举 标 三 点 形 建 立 坐 标 系 ， 则 二 次 旧 线 的 方程 下 简化 
为 


— 33 ) 
22 


daa + ftia = 0 或 X — 2pxixs = 0 (p= 


如 用 非 齐 次 坐标 来 表示 ， 可 写成 
y- 2px = 0 
B 2 28 BJB1JE SL $i by Es. Sepet i y=Y, x= 


1X 该 式 还 可 简化 为 22- 2X = 0, 
综 上 所 述 ， 常 态 二 次 曲线 可 以 仿 射 分 类 如 下 ， 
e jé? » 


BH: x2+y2+1l1= 0 
mE: x+y - 1 = 0 


H U KB 


Bë 
Wi 四 ho>o| 
2 Ass 0 实 


次 曲 


全 双 巾 钱 (Asa 0 :和 -一 1=0 


人 无心 二 次 曲线 An = 0-—ji 2k i y?— 2x = 0 

例 1 WERKER AB ZARF P, QZ 
点 ， 则 P 了 A= BO. 

证 明 RAB AMRAAM {图 6,29) 
MASABI P. FEAEBRONFITFAB, PE OM, ON 是 一 
HHAH. TE - 

(OP OQ,OM ON) = -1-- 
因此 (PQ,MN.) = -1, HHI (POM) =-1i, M} PQ 的 中 
M. XEMA AB ZPA, MEA PA= BQ. 

H ABAH, MAWA. MEM: 

双 曲 钥 的 任意 一 条 切线 介 于 二 萄 近 线 之 间 的 部 分 ， 被 切 点 
平分 。 

例 2 双 曲 线 上 任意 一 条 切线 截 两 条 渐 近 线 所 成 的 二 骨 形 
面积 是 常数 ， 


6.29 


解 ” 设 PQ、P’Q’' 是 双 曲 线 的 任意 两 条 切线 ， 它 们 分 别 交 

一 条 渐 近 线 于 P、P' 两 点 (图 6,30) ， 交 另 一 条 渐 近 线 于 Q, 

Q' 两 点 。 这 两 条 切线 与 两 条 淅 近 煞 构成 一 个 完全 四 线形 ， 它 
的 对 顶 线 是 PQ 、P’ QO 及 OR，OR 是 一 条 直径 通过 中 心 O), 
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它 的 极点 是 PQ 与 P'Q 的 交点 。 因 为 OR 的 极点 是 1., 上 的 上 成， 所 
以 PQ' 平行 于 P'O (根据 本 章 习 题 第 20 题 的 对 偶 命 题 ) ， 因 此 
SAQ'P'Q = Sarro 《等 积 ) ， 等 积 的 两 个 三 角形 同时 加 上 
入 P'QO 的 面积 ， 得 SAO0PQ =SAO0Q’'P’， 
例 3 求 仿 射 尝 标 变换 ， 化 二 次 曲线 
T; x2+ 2xy+ 2y- 6X—2y+ 9 = 0 
为 标准 方程 ， 
解 ” 将 二 次 曲线 械 化 成 齐 六 方程 为 ; 
Ri DORN t 2x — Gxia — 2X5X3 + 9x3 = 0 (1) 
1 1 — 3 
1 2 — 1 | 去 0 
-3 -1 9| 
As 5, A=- 2, As 1 
所 议 二 次 曲线 卫 的 中 心 为 A3 5,- 2,1), 
473 的 极 线 为 无 穷 远 直 线 xa =0. 在 其 上 任 取 一 点 A (1, 
0, 0), W A ARRERA 
Xit X~ 3x = Ü ( 2) 
所 以 无 穷 过 直线 xx = 0 j (25 式 的 次 点 为 A472 -1,0 , 
KARZ SEAIA :4 3 为 新 的 坐标 三 点 形 ， 建 立新 坐标 
A. HEREA 


PX = ax” 二 ax” + Qa2X3 


D = 


+ 


PX: = bix", + baxr + paxa” 


PX3 = CX + CX + Caxa’ 
并 将 Al. AZ. Ay HARRERA, MRE a, b,a c; 
Gi=1,2,3) 。 于 是 得 坐标 变换 式 为 


px = x” + x + 5X37 
px; 一 — x, — 2 xa“ (3) 
px = Xa” 


ELERE F, CO 式 化 简 为 
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Xi + x'a 一 4x' 2 = Ü ( á J 
PEHARA E, BHEE 


xi, = X! 
X = x (5) 
Xa = z Xa 

将 5) 代入 (C4) 式 ， 则 (4) HAER KIE 7 AE 


XiTXi~—-Xi=0 


$ 5 二 次 曲线 的 度量 性 质 


这 一 节 讨 论 二 次 曲线 在 正 交 变换 下 的 不 变性 质 ， 也 章 度 量 
性 质 ， 为 了 统一 用 射影 观点 解释 和 研究 这 些 性 质 ， 我 们 还 是 在 
射影 变换 的 基础 上 上， 并 且 使 它 保 持 把 无 穷 远 直线 还 变 成 元 穷 远 
直线 ， 同 时 把 天 窃 远 直线 上 的 两 个 虚 图 点 还 变 成 虚 图 点 ， 这 时 
得 到 的 不 变性 质 就 是 度量 性 质 。 为 此 ， 首 先 讨 论 井 图 点 和 性 
质 ， 然 后 根据 虚 圆 点 与 二 次 曲线 的 关系 ， 逐 步 推导 出 二 次 曲线 
的 某 些 度量 性 质 - 

3.1 加 总 与 迷 回 直线 

为 了 建立 圆 点 的 概念 ， 我 们 先 证 明 下 一 定理 。 

定理 6.16 ”有 乎 面 内 任何 一 圆 都 通过 无 穷 远 直线 上 两 个 四 证 
FE EA. 

证 明 AREATA, [E BU — 8 Jy EE 

Qu (X? + y2) + 2a + Zany + asa = 0 (1) 
E Br ik Ht bnr AEA 

qalx? + x1) + 2aixixs 十 2023X2X5 + asx; =0 (2) 
x 4 B| S 2229 p L SË xs = 0 的 交点 坐标 应 满足 

aulx + XI) = 0, x= Ù 

anti, SAAHA: 
xi x; = O 


. )j65 + 


它 的 两 个 虚 根 分 别 为 
[e51 x, =1 

x | 
[x = í x= -i 


故 所 有 的 营 态 加 与 无 穷 远 直 线 的 交点 齐 次 坐标 为 (1,i,0) 和 
(1, i, 0) , ETLE MA EE JER AA, 


E yE E i i G EH Ti pK. YT: 
定理 6.17 通过 两 点 (G1,i,0) 、 G,- 的 二 次 曲线 
— EE |l. 
证 明 设 二 次 曲线 P 为 
Fa, xx =0, a,, =a;, ( Í) 


因为 二 次 曲线 r 过 i0 . Gl, - 10) ， 故 两 点 的 
党 标 必 适合 方程 < 1》， 所 以 应 有 


(dn~ ay) + 26131 = Ü 


[Gi — 032) — 2G42i = Ü 
解 方程 组 得 oil = 422，91; = 0。 拓 此 二 次 曲线 I" 是 一 售 图 ， 
定义 ”图 与 无 穷 远 直线 的 次 点 (1,i,0) , J (1, 一 i,0) 
叫做 平面 上 的 圆 点 ， 
显然 ， 两 图 点 的 线 坐 标 方程 为 
utiv=0 或 u2+ v2 = O 
定义 过 平面 上 任何 一 点 4 与 工 或 了 连结 的 两 条 直线 岂 做 
BA AREA, PEHA REA i H E e A e. 
根据 定义 可 知 ， 平 面 上 每 一 点 都 有 两 笨 迷 向 直线 。 mH 
每 一 点 的 两 条 巡 问 直线 都 和 另外 任何 一 点 的 两 条 迷 向 直线 分 别 
平行 ， 因 为 它们 通过 两 个 无 穷 远 点 工 和 了 ， 如 锣 6.31 所 示 、 因 
此 ， 平 面 上 只 有 两 个 迷 和 网 方向 、 当 然 它们 都 是 虞 前， 实际 上 是 
到 不 出 来 的 ， 
迷 向 方向 可 以 这 样 来 确定 : | 
我 们 知道 以 4 为 斜率 的 直 约 上 ,其 无 穷 远 点 的 华 标 为 《1,4， 


+ J6 à 


0), Wik Wl] W 2 893 3 iB - ;, Pç PLP HER 
BIAT BE yr RDA 
y= tix+b 
EH6.18 ii (Lagurre) 定理 ) 设 两 条 非 迷 向 直线 的 交 
HA a .这 两 条 直线 与 过 其 交点 的 两 条 迷 辕 直线 所 成 的 交 比 为 
H, MEXE HHE HA 


1 


q -= 


86.31 题 6.32 


证 明 ” 设 两 条 非 迷 向 直 铸 为 1 Io HAE Hinis HEE 
线 为 m i, m, RARA i 和 -i (图 6.32) . WA: 


_ (AB T) OA: + í) 


H= (la mimi) = (Ai + i) (As i) 


BP, 
= Hidat 1) — hs Ai) 
(hihat 1) + iliz~ ÀM) 
-f A2— Às 
Í + Atir 
= uo, Aadat 1+0) (6.10) 
1 十 + À À: 
i 
L+ Aid: 
因为 tga = YAE (Eea = Z XOL;— Z XOL) 
— ANL? 
所 以 - l-itge _cose-ising e'l grie 


 l+itga cosa+t+ising e' 


于 是 “ 2ia = nu, g= ~ -ing = -© Iny 
根据 这 一 定理 可 以 得 出 下 面 的 蛋 要 事实 ; 
定理 6.19 两 条 非 迷 向 直线 生 直 的 充 要 条 忻 是 这 两 条 直线 
修 过 这 点 的 两 条 迷 呵 直线 调和 分 隔 ， 
证 明 ”充分 性 ; 车 (ai =g= -1 ,根据 (6.10) 
式 有 : 
《41432 十 1) 一 让 人 一 A) _ 


{Aidat 1) tilh- h: ) 
所 以 AA: + 1. 0, BHW2RD0OS1; 38 EL, 


DEWE HAR L HLEH, e= HI 


Aidat l=0 
REZA 6.10 可 推出 ， 
E = (Hl, mm) = =I 
ZA E BB WJ 8 58 Sk ETA HI EK IS JU jd BJ J8 FE 13 Pr Pk pl 
射影 的 解释 ， 因 为 它们 分 别 用 射影 性 质 
了 出 来 ， 从 面 将 欧 民 几何 和 射影 几何 联系 起 来 ， 
下 面 用 射影 观点 来 讨论 图 的 两 个 性 质 ， 
定理 6.20 平面 上 不 在 同一 直线 上 的 三 个 实 点 可 以 确定 一 
AaS B. 
因为 每 三 点 不 共 钱 的 王 个 点 可 决定 一 个 二 次 曲线 ， 而 每 两 
修 实 点 与 圆 点 不 共 线 ， 所 以 已 知 三 个 点 与 两 个 圆 点 次 定 一 个 二 
次 曲线 ， 而 且 是 一 个 图 . 
定理 8.21 ”一 个 圆 中 同一 条 孤 所 对 的 圆周 角 相等 。 
WA ARME 4B， 它 所 对 的 圆 局 角 为 ”一 4C8B 和 
AC'B (图 6,.33) , 
因为 线束 中 (CI CJ,CA CB) =m, (C'I Ci'J,CA CB) 
zm 允 从 二 议 曲线 的 定义 类 有 ， 
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Ee. 33 Hp 
(CI CICA CB) = (CT C'1,CA CB) 
所 以 Hi — Hz, 于 是 


1 1 
ACR = 一 -一 -一 1 = — --.—- = A 2 B 
Z ər Int, j Int: = Z AC 


#1 HRA [—XHt38 4 HA EE. 
解 CAN O, OHOO HERREG, 3 35G 59 26 BL 2 
不 于 P.Q, LJ 为 圆 点 ，【〔 图 6.34) , 
根据 渐 近 线 的 性 质 可 知 ， 过 中 心 0O 且 过 无 穷 远 直线 与 图 的 
两 个 交点 1、 的 两 条 直线 OI 和 Oj7 必 是 圆 的 两 条 半 近 线 (H 
线 ) ,根据 定理 6.15 有 : 
(OP ONO ON = -1 
再 根据 定理 6.19 可 知 OP 1 OQ, 
02 送 负 直线 上 尾 意 两 点 的 距离 为 零 。 
解 ” 设 已 知 述 器 直 线 
y=ix+b 
Ay), B(x;, y) 是 其 上 两 点 ， 则 有 ; 
y, Yi(X - X I) 
ALAB] = (x Ki t (yy Y= (Ka xi + (x; Xie 
= Ü 
3.2 主轴 、 人 焦点 和 准 线 
1 主轴 
按 着 用 射影 观点 对 垂直 的 和 解释， 给 出 如 下 的 定义 ， 
. 369 。 


定义 —¿ HB % 8 e MI 3 — AMEE, 
MANKEM. Ea Ra bJ 9 S B kn ea. E 54 
也 称 对 称 轴 ， 
根据 这 一 定 闵 可 知 ， 互 相 垂 直 的 共 罗 直 径 都 是 主轴 。 二 次 
曲线 的 主轴 必 是 对 称 轴 ， 
我 们 探讨 一 下 二 次 曲线 主机 的 情况 ， 
定理 6.22 抛物 线 只 有 一 条 主轴 ， 
实际 上 ， 抛 物 线 的 所 有 直径 都 是 平行 的 ， 所 以 重 直 于 直径 
的 方向 就 只 有 一 个 ， 与 这 个 方 疝 平行 的 芒 只 有 一 组 。 因 此 平分 
这 一 组 芯 的 直径 只 有 一 条 ， 它 通过 抛物 线 的 项 点 了 ， 且 垂直 于 
过 顶点 的 切线 。 严 格 证 明 如 下 ， 
证 明 设 无 穷 远 直 线 1 与 抛物 线 相 切 于 王 .， 求 出 IJ. P. 
的 第 四 调和 点 Q..， 即 ， 
(IJ, P.Q.) = -1 
MA Q. 作 抛物 线 的 切线 ， 基 点 为 WV (图 5,35) 。 因 为 
(VIVI, VP. YQ.) = -1 
所 以 直线 VP 各 直 于 FQ,。 又 VP 是 点 8 的 极 线 CEG, 10$ 
推论 ) ， 所 以 YP-. 是 一 条 直径 ， 
设 直线 QM 是 任意 平行 于 直线 名 .VY 的 直线 ， 它 与 抛物 线 交 
于 点 Mi、Mz:， 与 直线 VP., 交 于 点 村 ， 则 
(Mi M:O M= -—-1 
PAMM MIRA, BUP.V3EZFECS SO. V3ETy JSE, 
推论 ”抛物线 的 主轴 ， 有 是 它 上 面 的 和 无 穷 远 点 P. 关于 圆 点 
JT，、 了 的 第 四 调和 点 Q. 的 极 线 ， 
定理 6.23 除 图 以 外 的 有 心 二 次 曲 线 只 有 一 对 主轴 ， 它 位 
是 两 条 渐 近 线 变 角 的 两 条 平分 线 。 
证 明 设 有 心 二 次 曲线 了 与 无穷 远 直 线 充 于 点 ”已 、P' - 
《对 闻 双 曲线 来 说 是 实 点 ， 对 于 类 贺 则 为 虚 点 ) 。 过 点 Po, 
P'。 作 二 次 曲线 的 切线 交 于 点 0O， 则 切线 OP 和 OP' -是 二 次 曲 
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FJ6,35 PË16.36 

线 了 的 渐 近 线 ，O 是 二 次 曲线 了 的 中 心 。，〈 图 6.36) , 

分 别 作 二 P.OP .和 其 外 骨 的 平分 线 qg，5， 则 a LD. WHA 

(OP. OF. 04. OB.)= -1 

所 以 《PP'.,A.B.) = 一 1，A。、B. 尖 于 二 次 曲线 工 成 共 斩 
点 ， 于 是 a EB HRR, EARR, ab AB 3 JS 
的 两 条 直径 ， 它 们 是 二 次 曲线 工 的 一 对 主轴 ， 

关于 具有 有 一 对 主轴 的 证 明 ， 从 下 面 求 主轴 方程 的 推 导 中 可 
以 说 阴 . 

主轴 方程 的 求法 如 下 ， 

C1) 对 有 心 二 次 曲线 ， 根 据 主 轴 是 旧 共 轿 又 垂直 的 直径 
FR. 

设 一 次 曲线 p, HARA.: 

Fa xx =0,8,, =a; |a; , | #0 

TRH ODA (Aas Aan Aa) , 

HR APHE C B ek diki h. WEHREN ERK 
9 Du y S FU KAR 工 的 极 线 都 是 直径 ， 而 且 它 们 通过 中 心 ， 
EW. BFF k -TERR Foy BE n 以 写成 : 

OL XL + QX i GaiXa 十 AQX 十 aX + 32X3) = Ü (6. HI) 
[实际 上 是 取 两 个 无 穷 远 点 (1,0,0)》 和 (0,1,0) 的 两 条 极 钱 
HREJ) 。 

现在 取出 任 一 直径 
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GiiXi 十 Q3iX; 十 031X3 + Kai + 22X2+T G3) = Ü CI) 
RO: E 36 BE  , 
直线 (1) 53G39FD6 E SK BJ 3 AERA 
Eaa 十 ask, — Arak Ü) 

BAA NG pA B1J48 29; J EA 

[anlan + duk) + aif — an~ ak) + Cadalan + Qk) 

+ GQ — Gu — dk lx+ Lazian + aak) + Ga an- akxa = 0 

整理 后 为 : 


(auX + Q2iX2 + dza) + k? (G isXi + G22X2 F Gaxa = 0 (2) 
+ aK. 
we esse 
或 号 成 
qn + Ga (k + k“ ) + asskk'” = 0 (6.12) 
进一步 如 以 验证 大 正好 是 直线 5 1 ) 的 土 率 ， 而 大正 好 是 直 
线 《21) HRE, 
公式 “6,12) 是 二 直径 成 共 红 直径 的 条 和 件 ， 
其 次 求 主轴 的 方程 。 设 主 贺 方程 为 
GX; + aata + O31X3 + kiliki + O22X2 + AX) = Ü 
(X) + QG2X1+ 3X3 + K; (Gi2Xi + Gaxa + üs) = 0 ( 3) 


因为 后 和 是 和 斜率， 所 以 Kik2= -1, BB; 


kaz = Qura — _ 1 
Gia + aK kı 
令 
dii 十 tak = mateak = À (4) 
l 
M|) (4) 式 得 出 


Qu - À + ak = Q 
(5) 
tiat (an À)R = Ü 


如 果 大 存在 ， UM fi: 
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= 0 (6) 
diz an-A! 

EI (aa Alan A) — G= 0 

(6) 式 称 为 特征 方程 。 解 出 4 即 订 确定 天 值 ， 从 而 得 出 主轴 
的 斜率 。 因 为 《6) 式 中 的 4 有 二 解 ， 所 以 得 出 两 个 震 率 ka 和 
ko REMTE 


Gik + QAX; — (31iX3 + ki (Q XL + Ga t G32 332 = 0 


(6.13) 
GXi + Gnat TANI + Kat dr aXi + 0X + Oar Xa) = QÓ 
或 非 章 次 坐标 方程 为 
AX + any + da + kildi + dY t 932) = Ü (6.14) 


OX ayt üs + KaldirX + 0:23 + yz) = Ü 


(2) 对 于 抛物 线 可 类 似 地 求 出 其 主轴 方程 为 


a 
QX + nX +t aa + P (iX 十 在 2223 十 站 3323 = Ü (6.15) 
ii 


当 qu = 0 时 ， 则 主轴 方程 为 


a 
dii + G; iX + 十 (ai + aza + (aX) = Ü (6.16) 
12 


B PT ERAGE R REIRA Fe 39 
dix + duy + G3 t n (G12X + dary taa) = Ü (6,17) 
11 


G2 


(iX + gaY + 91 + a (di +d: +03) = 0 (6,18) 
z 


2 MER 

定义 ” 自 回 点 1、J 引 二 次 曲线 的 切线 ( 迷 向 切线 ) ， 它 们 
的 有 穷 诡 搬 叫 数 二 次 曲线 的 焦点 。 焦 点 的 极 线 岂 做 准 线 ， 

我 们 来 讨论 不 同类 型 的 二 次 曲线 的 焦点 和 准 线 的 情形 ， 

(1) 圆通 过 J，J 二 点 ， 而 过 了 ,7 的 切线 是 它 的 浙 近 线 ， 
因此 它们 的 交点 就 是 圆心 ， 这 就 是 圆 的 唯一 焦 上 后。 因为 圆心 的 
极 线 是 无 穷 远 直线 ， 所 以 无 穷 远 直线 是 图 的 准 线 ， 
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(2) 对 图 以 外 的 有 心 二 次 曲线 ， 过 I J 二 点 可 作 它 的 四 
条 切线 共有 四 个 煤 点 ， 其 中 两 个 是 实 的 ,两 个 是 虚 的 (图 


6,37) , 
BAN: AS 
1 (>0) a 
a b 
Kik, HRA REH k 的 一 组 
FITRS 82 2 


y=kx+dá (2) 
i (2) RA CI AMH: 

(b? + atk?)x? + 2a2dkx 

+ a(d? -b =0(3) 
P Ff 5R, MM 
(3) 式 有 等 根 ， 由 判别 式 入 =0 可 得 ， 

d= tv ak?+b? 
BDE MA B.38 EE k 的 切线 方程 为 

y=kx ty ak? tb (4) 

ph I. J ARRE SRA i EK — i, PW Ej WÉ 16) JER Jy ES 

31) 29 


y=ix +iv qi—b? 
y= —ix+ i, g -b 
令 c=. 0 上， 则 四 条 迷 向 切线 可 写成 ， 
p: y=ix+ic 
q: y=ix— ic 
q: y= — ix + ic 
P: y= —ix-— ic 


其 中 每 两 条 迷 癌 切线 相交 ， 共 得 四 个 变 乒 为 
p p =F,(€—c,0), q> q =Fte,0) 


px q =Fs(0,ic), p Xq=F4J(0,-ic) 
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Fi 和 和 F; 是 实 的 ，F3 和 Fi EEN. 
四 个 焦点 的 极 线 ， 可 由 瑟 极 对 应 的 关系 式 得 出 ， 妓 对 于 任 
章 一 点 Covo 关于 椭圆 CO 的 极 线 为 


bixxo + ayy- a2b2 = 0 


BT EA £f 5 XJ y BU WE 28389 

Fi( — e ,0)—>x = - 

Fac) —>x= £ 
c (6,19) 
bš 

Fit0ic) —>y= .2 
LC 
b? 


F (O, -ic )—>*y = — Te 
也 是 两 实 两 虚 ， 所 得 的 焦点 与 准 线 的 铺 果 与 过 去 所 鞭 悉 的 情形 
AH El, 

(3) MHRENA EIR, MERA SA, t 
于 主轴 上 ， 且 两 条 迷 向 切线 的 切 点 就 在 准 线 上 。 

投 抛物 线 方 程 为 
y? = 2px ( ] > 

以 为 斜率 的 切线 方程 《和 扒 导 方法 网上》 为 


— P . 
y= kX + ( 2) 
因此 可 得 两 条 迷 向 切线 为 
-iy P — jy P 
y XR. » IX ( 3) 


其 交点 坐标 是 ( -了 - 0) WAMA EEH y= 0 上 》 。 而 焦 
点 的 极 线 
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即 为 蕉 线 . 因此 ， 抛 物 线 的 焦点 和 准 线 为 


P -=P 
F (r. o ) 一 > x= - (6.20) 
例 1 Ean 
2x*+ dxy 2y2-— jx + 1 = Ü (1) 


‘RREH, Ma, EA, ER. 
解 ” 将 方程 《1) 化 成 齐 次 方程 


2x t + dx + 2x2 — xx + X, 2 = Ü ( 2) 
根据 公式 (6.15) ， 主 轴 方 程 为 


2xX + 2X;— 2X5 + L (2x + 2X27) = Ü 


Ep 2x1 + 2X1- XF ÜQ 
或 化 成 非 齐 次 方程 为 
2X+ 2y-—- 1= Q ( 3) 
解 方程 组 (D. 3》 得 顶点 坐标 为 (-3-，- 3 ). 
BAREH EA 
y= tŁix+b 
代入 (1) 得 ， 
+ dix? + dlh +bi-1)we+ 2524 1 = 0 (4) 
(4) 式 有 重 根 的 条 性 为 
(b+bií-1)2— [Łi(2b?+1)] =0 (5) 
由 《5》 式 解 出 b 得 : 
-l-i n +i 
b TT’ Pga- 
于 是 《1) 式 的 两 条 迷 问 切线 方程 为 
-y lzi -ai l+ _ 
Y= sanp? YOTE ygi 
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它们 的 交点 为 ( 2 0 )， 这 就 是 焦点 的 坐标 . 


IRAC 0 ) 关 于 抛物 线 〈 1 ) 的 极 线 为 
x= y =Ü 
这 就 是 准 线 的 方程 。 
例 2 假设 二 次 曲线 的 任意 一 条 切线 和 其 它 二 定 切线 的 
FAE Pn, Pati Ha — T tA F ,那么 ZP FP;= 常数 . 
EO ue K HR2KHJSE USE, t. BABL J Sl 
条 切线 ， 这 四 条 切线 当 作 十 固 
定 切线 (图 6.38) , 二 次 曲线 
的 动 切 线 交 四 条 定 切 线 于 四 
AF, J, Pi, Pa, M 
(TJ ,P,P,) = 常数 
WA B SR SR 2k i F TE Tr ACO Xe 
比 不 变 的 性 质 ， 可 知 
(JU PiP = (N, P. P) = h 3 
Pj, MG. igue. 1944H: 


Z PFP; - +m, P P,) = 常数 


S 4 非 欧 几何 的 射影 解释 


我 们 在 第 四 草 中 所 讨论 的 几何 学 和 群 论 原则 〈 克 葬 因 观点 ) 
不 仅 适用 于 以 上 提出 的 四 种 几何 ， 也 适用 于 非 欧 几 何 ， 而 且 更 
重要 的 ， 它 们 也 是 射影 变换 群 的 子 群 所 对 应 的 几何 学 ， 

在 第 五 章 最 后 ， 讨 论 射影 变换 群 及 其 于 群 的 关系 时 ， 我 们 
总 是 在 射影 平面 上 取 定 一 个 图 形 ， 然 后 在 射影 变换 群 里， 关于 
这 个 图 形 的 自 同 构 变换 全 体 〈 征 这 一 固定 区 形变 成 自身 的 所 有 
射影 变换 ) 所 梅 成 的 变换 群 ， 就 是 射影 变换 群 的 子 群 。 
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在 变换 中 保持 不 变 的 这 个 图 形 称 为 绝对 形 。 

例如 仿 射 变换 群 是 取 无 穷 远 直 线 作为 绝对 形 所 构成 的 射影 
变换 群 的 子 群 。 又 如 相似 变 换 群 和 正 交 变 换 群 是 取 无 穷 远 直 线 
及 其 上 的 两 个 圆 点 作为 绝对 形 所 询 成 的 射影 变换 群 的 子 群 。 

用 类 似 的 方法 ， 如 果 在 射影 平面 上 适当 选取 绝对 形 ， 也 可 
以 在 射影 平面 上 实现 非 欧 几 何 ， 并 县 可 以 对 欧 氏 、 罗 氏 和 和 歼 氏 
三 种 几何 作 统 一 解释 ， 

例如 在 射影 平面 上 选取 常态 实 二 次 曲线 (长 图 》 

X (2 + x; — xs = 0 

作 绝 对 形 ， 一 切 保 持 这 个 绝对 形 不 变 的 射影 变换 的 全 体 〈 极 第 
射 ) ， 构 成 了 射影 变换 群 的 一 个 子 群 . 在 绝对 形 内 部 讨论 这 个 
子 群 所 有 变换 下 的 不 变性 质 和 不 变量 的 几何 是 罗 巴 匠 夫 斯 基 平 
ELA. HEERES $ 4 中 所 讨论 的 那个 卡 莱 一 一 克 
菜 因 模型 ， 这 个 子 群 称 为 双 曲 度量 群 ， 因 此 它 的 几 柯 也 称 为 双 
曲 度 量 几 何 ， 长 图 内 部 区 域 称 为 双 曲 式 平面 ， 

如 采取 虞 二 次 曲线 

22 + X>? + xa? = 0 

作 绝 对 形 ， 一 切 保 持 这 个 绝对 形 不 变 的 射影 变换 的 爹 体 构 成 了 
射影 变换 群 的 一 个 子 群 ， 在 射影 平面 上 讨论 这 个 子 群 所 有 变换 
下 的 不 变性 质 利 不 变量 的 几何 是 黎 曙 几何 学 。 这 个 子 群 称 为 椭 
轿 上 度量 群 ， 平 面 称 为 椭圆 式 平面 ， 这 个 变换 群 所 对 应 的 几何 地 
称 为 构图 度量 几何 ， 

在 这 两 种 几何 里 怎样 来 度量 两 个 基本 量 即 距离 和 角度 路 ? 
为 此 需要 引进 射影 度 基 , 

在 本 节 3.1 所 讲 的 拉 格 尔 定 理 中 已 经 将 普通 角度 和 交 出 这 
一 身影 性 质 联系 起 来 ， 如 果 将 与 拉 烙 尔 定理 有 关 的 图 点 1、 JA 
成 变态 的 二 级 则 线 ?++wx*=0， 就 可 以 用 常态 二 级 曲线 绝对 
E REE, A FRIE. 

人 在 平面 内 取 定 一 个 常态 二 议 曲 线 ， 从 这 个 平面 上 任意 二 直 
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tka, DRI 3 g F) 4 hi 28 fE BJ 
RHP, 4, FRR 
ola, b) = kin (ab, pq) 
其 中 天 为 不 等 于 零 的 贡 数 。 
(BI6.39) 这 个 图 数 有 以 下 性 
质 ， 
(1) o(a,a) =0; 
(23 mB,a) = -ola b} 
(a+b): 图 6。39 
(35 加 (十 仙人 CC) = 
人 ose) a,b,c HH R 28) 。 
函数 om ab) 由 二 直线 a、b 唯 一 决定 〈 不 计 符 号 ) 并且 
满足 不 变性 和 可 加 性 ， 因 此 可 定义 为 二 直线 as、b5 所 决定 的 角 的 
EE, E a, b 交角 的 射影 度量 ， 因 为 它 是 射影 变换 下 的 不 变 
其 。 其 中 常态 二 次 曲线 称 为 度量 的 绝对 形 ，k 称 为 角度 量 系数 
或 单位 。 
对 侦 地 可 以 建立 两 点 间距 离 的 射影 度 基 ， 
在 平面 内 选 定 一 个 常态 二 次 曲线 ， 平面 内 任意 两 点 . B 
与 二 次 曲线 谈 于 两 点 P. Q, FAR 
d(A,B) =l, (AB, PQ) 
hH k 为 不 等 于 堆 的 常数 。 这 个 函数 有 以 下 性 质 ， 
(15 d(A, Ay = 0; 
(2) d(A,B>= —d(B,A) (AFB); 
(3) dA, B)+d(B,C) =d(A, C) (A,B, CHARA). 
HdA, DHZAA, BEHAE (不 计 符 叶 ) ， 而 且 满 
中 不 变性 和 可 加 性 ， 因 此 可 以 定义 为 两 成 间 趾 离 的 度 基 或 射影 
度量 ， 因 为 它 是 射影 变换 下 的 不 变量 ,k’ 称 为 线段 度量 系数 或 
单位 ， 
根据 两 个 射影 度量 的 定义 ， 容 易 推 出 ， 
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1 如 果 两 条 直线 的 交点 在 绝对 形 圭 ， 则 它们 交角 的 射影 
度量 等 于 零 ， 这 时 可 以 定义 这 了 两 条 直线 为 平行 线 。 

2 平面 上 任 一 点 与 绝对 形 上 任 一 点 的 距离 的 射影 度量 为 
co。， 因 此 可 以 将 绝对 形 寺 的 点 规定 为 无 穷 远 扎 ， 面 绝对 形 相 当 
于 无 穷 远 百 线 ， 

由 于 罗氏 几何 选 定 实 常 套 二 次 曲线 (长圆 ) 作 为 绝对 形 ， 而 
的 曙 几何 选 定 虚 常 态 二 次 曲线 作为 绝对 形 ， 因 此 在 两 神 几 何 里 
其 射影 度量 的 具体 表现 形式 是 截然 不 同 的 。 可 以 推出 ， 在 双 曲 
式 平面 上 上， 罗氏 平行 公理 成 立 ， 三 角形 内 角 和 小 于 7 im 
式 平面 上 不 存在 平行 线 ， 三 角形 内 前 和 大 于 天 等 等 。 

我 们 已 知 欧 氏 、 罗 氏 、 获 丰 三 种 相互 驮 盾 的 几何 都 是 射影 
变换 群 的 子 群 所 对 应 的 几何 学， 它们 的 区 别 就 在 于 选取 的 绝对 
形 不 同 ， 因 而 所 构成 的 自 辐 构 变 换 群 不 同 ， 在 克 莱 因 观 成 于 ， 
它们 又 筑 一 在 射影 变换 群 下 . 
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1。 设 有 一 变动 的 三 和 角形， 其 三 边 通过 三 个 不 兴 线 的 定 
点 ， 其 二 顶点 分 别 在 二 定 直线 上 移动 ， 则 第 三 个 顶点 的 胃 迹 是 
一 条 二 阶 曲 线 且 通 过 三 定点 中 的 两 个 定点 ， 

2。 数 值 总 等 于 ge 和 8B 的 两 个 衣 匀 它们 的 项 点 A, B 旋 
$, KATAKATA 4M 和 BM 的 交点 沿 直 线 世 滑动。 试 确 
定 这 两 个 旋转 角 的 另 两 个 边 的 交点 NN 画 出 什么 曲线 ? 

3。 已 和 五 个 点 AA,B,C,D,E 决定 一 个 二 航 曲线， 用 点 
态 和 8B 作为 构成 曲线 绩 束 的 中 心 ， 试 作 通过 这 两 个 点 的 两 条 切 
线 ， 

i. EMEA obede 决定 一 个 二 级 里 线 ， 用 直线 
a 和 上 5 作为 网 成 曲线 的 点 列 的 座 ， 试 作 这 两 条 直线 的 切 点 、 
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5。 试 述 与 x RHH ir BH 2RB5D Jr EG W fF Z 2E 
tE? 

6, 在 射影 平面 上 给 了 五 个 点 ， 求 由 它们 决定 的 二 阶 曲 
He, 

(1) A (1, -1,0) , B @,0, —1) C (0,2, —1) , 
D (1,4, —2) , E (2,3-2) , 

(2) A O01) , B CA, 1, 0) , C (O, 1，-1) 、 
D 3,-2.0) . E G1,-1,2) 。 

(3) A (1,0,0) , B (0,1,0 , C (0,0,1) , DA, 
l, 1) 、Elgi dd). 

?7。 求 通过 二 直线 (1,3) 、《-1, -5) 的 交点 且 属 于 二 
i 402+Y2=2 的 直线 ， 

8。 利 用 巴 斯 加 定理 与 布 利安 著 定 再来 完成 习题 3 4 69 
E. 

9。 设 共 向 三 角形 AEC 与 A D'C 是 透视 的 ， 求 证 六 和 卫 线 
AB'. AC’, BC, BA'. CA'. CB' 属于 局 一 个 二 级 曲线 . 

10. WA B 在 二 阶 曲 线 让 上 上,，C、 D 不 在 TE 上 ,AC、BD 
2a rTFP, Q, AD, BC 分 别 交 rF M. N. 求证， 直线 
CD、PQ、MN 共 点 ，。 

11。 已 知 三 个 点 和 过 其 中 两 个 点 的 切线 要 定 一 个 二 怖 曲 
线 ， 试 作曲 线 的 男 一 些 点 ， 

12。 了 已 知 三 个 态 和 过 其 中 两 个 所 的 切线 决定 一 个 二 阶 则 
线 ， 试 作 第 三 个 己 知 点 的 切线 。 

13。 已 知 二 阶 曲线 的 四 条 切线 与 其 中 一 条 上 的 切 点 ， 试 作 
这 个 曲线 的 男 一 些 新 切线 ， 

14. 求 点 关于 二 阶 曲线 的 极 线 ， 

(1) 点 (1, —1,0) 

—ETHH iR: 3x + 5x2 + XI? + TX + dax 十 5X2Xs = 0 
(2) A (5,1,7)2 
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Zeri: 2x7 + 3x2 + x 2 Gx fx- Axa = Ü 
(3) a 《1,1,1) 
二 阶 曲 线 。 x7 + 3x;2- Axx: + 2X1X3— 2X2X5 = 0 
15. RERIT H RRA: 
(1) #2, 2x- xy+ 6xs = 0 
Etr. xí + xy — 2xixy + 2X1X3 Gx = Q 
(2) 直线 ，xz=D 
— YÑ 2E. 15x74 4x3- 10x;x1— 6X1X3 + 2X2X3 = 0 
(3) 直线 Xi 一 Xt 3xs=0 
LE.: 2x7 ax 5x + Bte + 35XX3 t 16x = Ü 
16. CHHA 三 弛 省 的 两 条 直线 与 一 阶 蝎 钱 r 的 四 个 区 
二 阶 上 曲线 其 余 的 点 是 未 知 的 ， 试 作 点 卫 的 械 疆 ， 
17, 在 仿 射 平面 上 ， 已 知 三 阶 曲 线 内 部 的 一 个 点 卫 ， 试 作 
Ba PAFA. 
18. EWA A P IO SJ iy ÉRr ANAR, Hr * 
MH, WIER PQ 的 极点 ， 
19。 利 用 配 极 对 训 的 理论 根据 巴 斯 加 定理 证 明 布 利安 桑 定 
H., 
20, — BÉ s ETENA Pr IK PS Së £ JÚ xA 63% 83 = pa 
ËR 80 = A. 


= 


` 


R 
(2185) (2288) 


21, WE, ABCDE — r IB BR J PI A, XYZ 是 对 边 


a j2 " 


ll T 


He g "=" 


三 把 形 。 求 证 ， 妃 、C 处 的 切线 迹 在 YZ 上 ，4、 忆 处 的 切线 也 区 
# YZ Ł. 

22, WE, ABOE HIS POE, ZRP} B, RC #5 Hj 2 
BJ AAJ Q. KE: PO 通过 点 A. 

23. 化 下 列 二 附和 曲线 方程 为 标准 方程 ， 

(1) dx + 15x2 — 5x32 + 16XX; — 22X5X4 — BX Xa = Ü 

( 2) XiX;+ X;Xy + X5X5 = Ü 

24。 试 证 ， 两 个 不 同 常态 二 次 曲线 至 多 有 四 个 交点 ， 

25, WA (asina) 是 二 次 曲线 了 的 一 个 奇异 点 ， 卫 (Bn， 
bab) E 了 上 的 任意 一 点 ， 那 么 4 与 互 的 连 线 完 全 在 曲线 T 
上 . 

š 2 

26. ARZ RHR x+ 3xy-—4y2+2x-1l0y=0 的 中 心 与 
渐 近 线 . 

27。 求 证 :二 次 曲线 以 忆 为 中 点 的 荡 刀 并 平行 于 PP 的 极 线 ， 

28， 求 证 ， 从 双 曲 线 上 上 任何 一 点 引 两 条 直线 各 平行 于 渐 近 
线 ， 则 这 二 直线 和 渐 近 线 所 成 平行 四 和 按 形 的 面积 一 定 。 


29, 证 明 双 曲线 污 - - 2 = 1 的 两 条 以 4、4 335 00 HI 


ARARIRE MW = D. 


30。 双 曲线 的 任 臣 一 条 切线 交 两 条 渐 近 线 于 两 点 ， 刚 这 两 
战 所 成 的 线段 以 切 点 为 审 心 。 

31， 坛 证 ， 有 有 心 二 阶 曲 线 直 径 端 点 的 切线 互相 平行 ， 

32。 丰 果 有 有 心 二 次 曲线 的 一 条 直径 通过 一 个 定点 王 ， 则 这 


直径 的 共 轿 直径 平行 于 PP 的 极 线 . 
33。 厅 寺 穷 运 站 线 的 极点 落 在 常态 二 阶 曲线 上 ， 则 这 个 二 
阶 曲线 属 何 种 类 型 ? 


34。 试 证 ， 有心 二 次 昌 线 任 一 荡 的 两 个 端点 的 切线 相交 于 
" $83 " 


FERPA RELE. 

35。 设 PP' 是 二 阶 曲 线 的 直径 ， 曲 线 上 任意 一 点 Q BJ pJ sb 
与 P 点 的 切线 交 于 R，P’Q 交 PR 于 藉 ， 求 证 民 为 线段 PX 的 中 
a 

36。 求 仿 射 坐标 变换 ， 化 下 列 诸 方程 为 标准 形式 : 

(1) 2x2—- Ixy- y+ 2x + 5y— 8 = Ü 

( 2) x2- 2xy + 2y2-— Ay + 3 = 0 

Š 3 

37, Wik #WS ES 202 METEN, MEHED 
有 一 条 是 巡 问 宜 线 ， 

38. RIE: 直线 aix+0zy+a3=0 是 迷 向 直线 的 充 要 条 性 
Ea’ tat = 0. 

39。 虚 直线 是 迷 向 直线 的 充 要 条 件 是 它 上 面 任意 两 个 不 同 
PJdE 5 y! PIE R: F, 
”40。 求 二 次 有 曲线 7x2+6xy-y2-16=00 ES. Tü K. E 
MA. HR, 

41, WE: 外 切 于 一 抛物 线 的 三 角形 ， 它 的 顶 氮 所 在 的 图 
通过 抛物 线 的 人 能 后。 | 
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第 二 部 分 ”高 等 几何 
学 习 指导 


第 一 童 ”几何 学 的 公理 方法 概述 
Fjar 


— AMR K 


本 音 简 要 地 介绍 了 几何 公理 法 发 展 历 出 以 及 公理 法 的 构造 
和 原理 ， 目 的 是 使 读者 对 几何 学 的 公理 方法 的 发 生 和 形成 ， 息 
多 和 原理 ， 有 个 靶 插 的 认识 。 读 这 一 草 的 时 候 ， 要 抓 住 两 个 重 
4: 

1， 几 笨 学 公理 法 是 震 样 产生 和 形成 的 ? 它 芍 作用 和 意义 
是 什么 ? 

2。 几 箱 公 理 法 的 构造 和 原理 是 什么 ? 

本 章 是 全 编 的 导 引 ,在 3 1 里 向 读者 提出 了 几何 学 中 非常 
重要 的 公理 方法 ， 指 再 各 产生 的 此 然 性 和 重要 性 ， 引 导 你 进 一 
步 探索 它 。 在 $ 2 里 ， 概 括 地 提出 几何 公理 法 的 构造 和 原理 ， 
这 蚌 公 理 法 的 核心 新 在 ， 它 为 第 三 意 用 公理 法 具体 地 建立 欧 几 
里 得 几何 学 和 罗 世 切 去 斯 基 几 何 生 提出 了 所 应 遵循 的 纲要 . 

第 一 ,， 雪 求 读者 了 解 几 何 学 公理 方法 是 几何 学 发 展 的 必然 
产物 ， 通 过 它 把 零散 的 几何 知识 整理 成 为 逻辑 严 害 BJ W( ZE LE 
系 ， 因 而 成 为 数学 的 重要 方法 之 一 。 它 的 形成 经 历 了 浊 长 的 历 
史 时 期 ， 可 以 分 成 欧 几 里 得 以 前 的 工作 、 欧 几 里 得 本 八 的 工作 
和 了 欧 几 里 得 以 后 的 工作 三 个 阶段 来 了 解 。 欧 几 里 得 《几何 原 
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K> 的 产生 是 一 个 重要 标志 ， 但 它 所 采用 的 公理 法 是 至 与 的 全 
理 法 ， 是 有 缺 多 的 ， 着 尔 伯 特 《 几 何 基 珊 》 一 书 中 所 用 的 公理 
法 才 是 现代 的 公理 法 。 

第 二 ， 要 了 解 公 理 法 构造 的 四 个 组 成 部 分 及 其 意义 。 这 部 
分 内 容 读 起 来 可 能 会 感到 抽象 ， 但 如 果 能 联系 中 学 所 学 的 几何 
知识 ， 这 部 分 肉 容 也 不 是 很 难 履 的 ， 实 际 上 不 少 知识 都 已 经 学 
过 ,这 里 给 出 公理 法 的 轮廓 。 然 请 带 着 它 到 第 三 章 里 去 运用 ， 
从 中 得 到 具体 地 认识 ， 最 后 再 回 过 头 求 重新 学 习 和 认识 这 一 部 
TAT. WA MR UF Ra ERE. 

学 习 这 一 章 时 ， 可 以 参考 钱 端 壮 编 《 几 何 基础 》( 禹 等 教育 
出 版 社 出 版 ) 的 开头 部 分 ! M. WEAF < k kee hay (L 
海 科学 续 术 出 版 社 出 版 ) 中 的 第 一 章 之 6 ， 第 二 和 章 之 3， 第 三 
温和 第 四 第 的 有 关 部 分 ， 


二 A ZH 


1 几何 公理 法 的 产生 和 形成 
几何 公理 法 是 随 着 几何 学 的 发 展 而 产生 和 形成 的 ， 
初等 几何 学 成 为 系统 的 科学 体系 ， 类 体 上 是 经 历 了 如 下 的 
AR: 
E 源 一 > 积 累 -一 加 工整 理 制作 -一 > 系统 的 科学 
|_ 声 验 的 方法 一 一 理论 思维 的 方法 一 


恩格斯 对 这 一 过 程 曾 作 过 精辟 地 概括 :， “经验 自然 科学 积 
景 了 如 此 席 大 数量 的 实证 的 知识 材料 ， 以 致 在 每 一 个 研究 领域 
中 有 系统 地 和 依据 材料 的 内 在 联系 把 这 些 材料 如 以 整理 的 必 
要 ， 就 简 吾 成 为 无 可 以 仗 的。 建立 各 个 知识 领域 互相 间 的 正确 
联系 ， 也 同样 成 为 无 可 避免 的 因此， 目 然 科学 便 雯 进 了 理论 
的 领域 ， 而 在 这 里 经 验 的 方法 就 不 中 用 了 ， 在 这 里 只 有 理论 的 
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思维 才能 有 所 帮助 ,他 说 出 了 科学 发 展 的 过 程 : 从 庞大 的 零散 
知识 材料 发 展 成 为 系统 的 科学 体系 的 必要 性 和 必然 性 ， 以 及 应 
采用 的 方法 。 几何 学 的 公理 方法 就 是 在 理论 奶 维 过 程 中 逐步 形 
成 的 有 歼 的 方法 之 一 ， 固 此， 公理 法 的 产生 是 历史 的 必然 综 
R, 

本 书 所 讲 的 历史 过 程 ， 完 全 是 依据 上 述 的 脉络 ， 抓 住 了 历 
史 中 几 个 重大 事件 展开 的 ， 这 样 就 在 纷乱 的 历史 材料 中 理 出 一 
条 线索 . 

欧 几 时 得 藤 期 的 工作 为 欧 几 里 得 的 LARE) ETARE 
的 准 和 省 工作 ， 在 内 容 、 理 论 和 方法 上 提供 了 素材 ， 这 一 阶段 昌 
然 经 历 了 较 长 的 时 期 ， 但 集中 体现 在 希腊 人 的 工作 上 。 欧 几 里 
得 本 人 的 工作 是 在 前 人 工作 的 基础 上 写 出 了 《几何 原本 》 一 
书 , 它 集 前 人 工作 的 大 或 ,为 几何 学 公理 法 奠定 了 初步 的 基 珊 ， 
哆 儿 里 得 以 后 的 工作 可 以 分 成 两 条 主线 ， 它 们 主要 是 围绕 着 欧 
JLE CLARA» HITA. BAARIA iF Ar E E LE 
础 》 的 出 现 为 ] 。 

第 一 条 主线 主要 是 通过 第 五 公设 的 试 证 ， 找 出 了 许多 与 第 
五 公设 等 价 的 命题 ， 明 确 了 第 五 公设 的 重要 地 人 位， 丰富 和 严格 
本 儿科 的 论证 方法 等 。 特别 重 要 的 是 导致 非 欧 几何 学 的 出 现 ， 
以 而 证 明了 第 五 公 说 的 独立 人 性， 进一步 显示 了 公理 方 法 的 作用 
和 和 意义。 这 些 都 灾 无 疑问 地 对 公理 法 的 形成 起 了 深化 、 补 充 和 
推动 的 作用 。 至 于 第 二 条 主线 则 直接 导致 近 慌 公理 法 的 量 后 形 
成 ， 

在 公理 法 的 发 展 中 ， 希 腊 的 学 省 起 了 况 基 的 作用 ， 峙 别 是 
欧 几 里 得 。 欧 几时 得 是 澡 希 腾 时 人 民 带 大 的 数学 家 之 一 。 关 于 他 
队 历 史 资 料 保存 下 来 的 已 经 不 和 多， 人 的 确切 生平 年 代 已 无 从 查 
考 . 他 的 生活 年 代 属 于 希 联 历 史上 第 二 个 大 分 期 ， 即 亚历山大 
时 期 ， 是 会 元 前 三 百年 左右 的 人 -。 据说 他 曾 在 柏拉图 的 学 院 学 
习 过 ， 大 约 在 公元 前 三 百年 左右 ， 曾 在 亚历山大 城 教授 和 研究 
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过 数学 ， 是 亚历山大 学 派 的 创始 人 ， 

欧 几 里 得 村 人 写 的 《几何 愿 本》 手稿 已 经 遗失 ， 所 以 他 的 
著作 只 能 参考 希腊 文 的 抄本 或 其 他 学 者 的 修订 本 、 译 注 本 等 ， 
欧 几 里 得 写 《几何 原本 》 的 目的 ， 有 人 说 是 写 给 数学 家 看 的 学 
术 论 著 ， 有 人 说 是 写 给 学 生 上 上 课 用 的 课本 ， 从 历史 上 看 ， 这 两 
个 旦 的 都 达到 了 。 这 本 在 世界 上 享有 盛誉 的 经 典 著 作 ， 从 1482 
年 以 来 ， 曾 名 务 种 语言 出 了 五 百 版 名 上 ， 我 国 最 早 的 译本 是 明 
朝 万 历 丁 未 年 〈1607 年 ) 由 大 学 士 徐 区 启 与 意 太 利 人 利 玛 赛 

(Matteo Ricci) 合 健 的 前 六 卷 。“ 几 和 何 ” 二 字 的 使 用 ， 可 能 
是 在 徐 光 司 翻译 几何 原本 时 ， 由 Geometry2 中 的 4“Geo2 音 译 而 
来 

希 尔 怕 特 是 十 九 世 纪 末 德国 数学 家 。1899 年 出 版 了 他 的 名 
著 《 几 梧 基 础 》 一 书 ， 为 吡 在 1903 年 获得 国际 奖金 。 AAA 
说 ， 希 尔 怕 特 移 《几何 基础 》 一 书 的 出 版 使 现代 公理 法 最 后 形 
成 ? MAAL: 

(1) 希 尔 伯 特 在 这 一 著作 的 第 一 总 里 ， 纵 萄 几 里 得 几何 
学 确立 了 一 套 完 整 的 公理 系统 ， 并 按 其 作用 自然 地 划分 成 五 
组 ， 间 时 示范 性 地 用 这 套 公理 系统 演 经 出 欧式 几何 学 的 基本 内 
容 ， 使 购 示 几何 学 的 巡 辑 结构 严密 而 且 清 楚 ， 

(2) 提出 选 拌 公理 系统 时 应 考虑 的 三 个 基本 问题 ， 即 公 
理 系统 的 元 矛盾 人 性、 各 公理 的 独立 性 、 以 及 公理 系统 的 完备 
人 性， 并 钠 出 证 明 无 矛盾 性 和 独立 性 的 一 些 方法 等 ， 

箱 尔 伯 特 的 工作 ， 完 善 了 侈 几 里 得 采用 的 古典 公理 法 ， 使 
它 形 起 为 近 居 公理 法 ， 

2 非 获 几何 的 产生 

数学 的 产生 总 是 离 不 开 那 个 时 代 的 历史 条 件 ， 特 别 是 生产 
力 发 展 水 平 的 限制 。 例如 在 古代 尽管 有 个 别 数 学 家 有 非常 天 才 
的 见解 ， 在 计算 曲线 策 转 成 的 面积 时 有 了 类 似 现 在 的 积分 思 
想 ， 但 微 积 分 不 能 诞生 在 古代 ， 而 是 诞生 在 生产 力 有 较 高 发 展 
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的 十 七 世纪 。 社会 生产 的 需要 和 科学 文化 知识 的 积累 ， 是 科学 
产生 的 必然 条 件 ， 但 归根 到 拘 ， 生 产 实践 是 科学 发 展 的 根本 动 
力 。 士 九 世 纪 初 ， 俄 国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 ， 匈 牙 利 数学 家 印 
耶 ， 德 国 数 学 家 高 斯 ， 几 乎 同时 提出 了 非 欧 几何 的 新 思想 新 体 
系 ， 也 足以 说 明了 上 述 的 事实 ， 这 一 点 本 书 已 作 了 一 定 的 说 
W. 我们 说 数学 发 展 依赖 于 生产 实践 ， 是 从 总 的 方面 讲 的 ， 并 
不 是 说 数学 发 展 的 每 一 步 ， 每 一 个 结论 ， 甚 至 于 每 个 命题 都 要 
来 源 于 生产 中 的 课题 。 数 学 理论 的 发 展 ， 有 的 是 由 生产 直接 推 
动 的 ， 有 的 则 是 生产 通过 其 他 自然 科学 的 发 展 间 接 推动 的 ， 此 
外 还 有 一 个 重要 事实 是 ， 在 建立 数学 理论 移 过 程 中 ， 会 不 断 地 
产生 数学 目 身 的 了 矛盾， 解决 这 些 矛 盾 的 过 程 引 起 了 数学 本 身 在 
某 一 些 理论 方面 相对 独立 的 发 展 , 建立 某 些 新 理论 .“ 虚 数 ” 和 
“EJLA” 罗氏 几何 学 ) 的 产生 和 发 展 就 是 如 此 ， 所 以 当时 
BA SE” BHR “B” JLA, KARRANKA. E 
几何 产生 的 直接 原因 是 试 证 第 五 公设 ， 而 试 证 第 五 公设 的 研究 
纯粹 是 由 于 几何 学 体系 中 的 内 部 矛盾 引起 的 ， 为 了 解决 矛盾 ， 
最 终 导 致 非 欧 几何 新 的 理论 的 建立 。 数 学 对 于 生产 实践 的 相对 
独立 性 ， 一 般 只 在 某 些 理论 发 展 到 一 定 阶 段 上 才 表 现 出 来 ， 这 
些 理论 的 产生 可 以 直 在 生产 实践 和 其 他 上 自然 科学 的 前 面 ， 但 它 
人 是 生 产 实践 间接 推动 的 结果 ， 而 最 终 允 必须 在 生产 实 路 中 得 
到 验证 。 

3 基于 公理 法 的 构造 和 原理 

这 是 2 所 讲 的 中 心 内 容 ， 为 什么 开始 就 讲 这 个 抽象 的 原 
理 ， 前 面 已 经 说 明了 ， 

读者 不 妨 回 忆 一 下 在 中 学 时 学 过 的 初等 几何 ， 其 内 容 无 非 
是 概念 ‘十 义 ) 、 公 理 和 证 理 的 排列 ， 此 外 就 是 定理 药 证 明 等 
等 。 当 时 也 证 我 们 并 不 知道 为 什么 要 那样 作 ， 用 的 是 什么 方 
法 ， 或 许 感到 很 烦 丈 。 现 在 我 们 把 它 归 纳 成 四 个 方面 ， 说 明 为 
佬 么 要 这 样 作 ， 遵 循 的 是 什么 原理 ， 把 这 种 方法 上 升 到 原理 来 
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学 习 这 池内 容 时 .上 先 要 认真 地 读 一 遍 ， 然 后 再 把 四 部 分 的 
要 点 记 一 下 ， 为 以 后 的 学 习作 好 准备 。 世 许 有 些 地 方 还 不 其 清 
楚 ， 那 就 留 在 学 习 二 、 三 意 时 来 逐步 解决 ， 

公理 法 的 四 个 组 成 部 分 是 有 机 结合 在 一 起 的 ， 缺 一 不 可 ， 
其 中 公理 的 列举 是 核心 。 公 理 是 建立 一 种 几何 体系 的 少数 规 
定 ， 它 规定 了 最 基本 几何 元 素 间 一 些 基本 性 质 ， 成 为 证 明 其 他 
几何 性 夺 (定理 ) 的 根据 。 公 理 不 是 觉 空 制造 出 来 的 ， 是 有 客 
观 基础 的 ， 从 理 来 源 于 实践 ， 又 在 实践 中 验证 和 不 断 丰 寅 起 
Æ, 

要 区 分 古典 公理 法 和 现代 公理 法 。 欧 几 里 得 在 几何 原 本 》 
中 所 采用 古典 公理 法 只 不 过 是 现代 公理 法 的 难 型 ， 他 的 公理 系 
统 不 完全 ， 而 希 尔 伯 特 在 《几何 基础 》 中 所 采用 的 是 现代 公理 
法 ， 它 是 在 古典 公理 法 的 基础 上 上 发展 而 成 的 。 希 人 尔 伯 特 的 公理 
系统 是 完备 的 ， 在 演绎 过 程 中 没有 漏 润 。 欧 几 里 得 试图 给 公理 
中 所 讨论 的 基本 对 象 和 关系 以 描述 性 的 定义 ， 而 希 尔 伯 特 则 提 
拜 这 种 想法 ， 使 原始 概念 不 加 定 光 儿 ， 只 是 通过 合理 来 规定 他 们 
的 属性 。 欧 几时 得 相信 公理 是 显然 的 ， 他 所 考 虚 的 是 现实 的 物 
理 空 间 ， 因 而 把 基本 元 素 “点”、“ 直 线 ”、*# 平 而 ”认为 是 人 
们 在 日 常生 话 中 所 理解 的 点 、 直 钱 、 平 面 。 因 而 它们 的 一 些 属 
性 可 以 靠 直 观 来 承认 。 合 如 ”运动 ?” 、“ 存 内 ?> EA 
“直线 成 的 顺序 ”等 概念 就 是 这 样 ， 这 样 的 几何 学 还 持 脱 不 了 
直观 性 质 的 限制 .但 现代 公理 法 对 公理 的 显然 性 ， 甚 至 公理 是 
否 真实 如 无 所 谓 ， 它 们 无 非 荐 一些 少数 的 思想 规定 ， 是 一 些 假 
BË; 它们 只 不 过 是 进行 逻辑 推理 的 基础 而 已 。 这 样 的 才 何 系统 
中 ， 它 的 基本 对 象 不 为 直观 所 限制 ， 人 允许 对 公理 系统 和 对 温 
有 不 同 的 解释 ， 就 是 说 它 的 基本 对 象 和 关系 可 以 是 满 尼 公理 系 
统 所 规定 的 关系 的 一 急 “ 物 ”, 这 样 的 儿 何 体系 不 过 是 从 少数 公 
理 出 发 ， 一 切 按 纯粹 的 加 辑 规律 和 步 又 推 洽 出 来 的 馆 辑 结构 ， 


. 390 * 


它 具 有 高 度 的 抽象 性 和 应 用 的 广泛 性 ， 这 是 现代 数学 的 一 个 标 
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从 少数 公理 出 发 ， 遵 循 严格 的 逻辑 原则 建立 几何 学 科学 体 
系 的 方法 ， 称 为 几何 公理 法 或 演绎 法 ， 

几何 公 理 法 是 随 着 几何 学 的 发 展 而 产生 的 ， 它 形成 为 一 个 
完整 的 科学 方法 、 经 历 了 两 千 多 年 的 时 间 。 本 书 通 过 历史 中 几 
个 重大 事件 ， 扼 要 地 叙述 了 这 一 发 展 过 程 ， 说 明了 公理 法 产生 
的 必然 性 和 重要 性 . 这 一 过 程 大 悼 上 上 可 表示 为 


第 五 公证 — -ERIL PJ BU p= ;E 
问题 小 Ea w 


加 于 整理 中 欧 JL E 49 2 `" 
LEER ñ t À BJ T. E= LAEE) — 对 名 几何 原本 3 的 -着 部 伯 特 的 
{公理 法 萌芽 ) 了 古典 公理 法 ) 公理 进行 改造 和 & JL ij 35 382 
补充 GERA HME 
Aii iti, WULE LAA HER, Pat h 
典 公理 法 的 形成 ， 但 这 种 公理 活 耕 在 着 许多 人 饼 倚 ， 以 后 ， 针 对 
《几何 原本 》 中 公理 等 等 问题 ， 经 过 多 少 人 的 研究 王 作 、， 经 于 
在 十 万世 纪 末 ， 项 尔 伯 特 的 名 著 《 几 何 基 础 》 一 书 亲 让， 标志 
着 近代 公理 法 的 形成 。 公 理 法 很 快 成 为 研究 数学 以 及 其 他 一 些 
目 然 科 学 的 重要 方法 之 一 ， 
公理 法 的 结构 可 分 四 个 部 分 : 
1。 原始 概念 的 列举 ， 
2, 定义 的 叙述 ; 
3。 人 公理 的 叙述 
4。 定 理 的 叙述 和 证 明 ， 
其 中 公理 的 叙述 是 基础 ， 公 理 是 作为 几何 论证 基础 而 不 加 证 明 
的 命题 ,是 郊 何 学 作为 出 发 点 的 少数 思想 规定 ,作为 几何 学 基础 
的 全 部 公理 称 为 该 几何 学 的 公理 系 练 , 它 诀 定 了 几何 学 的 性 质 ， 
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究 从 理 系 统 的 三 个 基本 问题 ， 即 公理 系统 的 无 矛盾 性 、 独 立 性 
和 完备 性 ， 而 任何 公理 系统 都 必须 满足 无 矛盾 性 。 

用 公理 法 建立 的 几何 空间 是 抽象 空间 ， 它 的 对 象 是 满足 公 
型 规定 的 任何 “ 物 ”， 这 一 点 与 欧 世 里 得 《几何 原本 》 中 所 描 
述 的 直观 形象 “版 ”、“ 直 线 ”、"“ 平 面 ” 有 所 不 间 。 

公理 法 所 遵循 的 遇 辑 关系 ， 我 们 将 在 第 二 音 中 讨论 ， 并 且 
在 第 三 章 中 将 研究 如 何 具体 地 运用 公理 法 建立 几何 学 ， 这 样 会 
使 我 们 进一步 认识 会 理 法 和 掌握 它 。 


* jJ97 » 


第 二 章 ”几何 学 中 的 逻辑 原则 和 
方法 学 习 指 导 


一 ”重点 和 有 要求 


本 登 介 绍 了 形式 轴 辑 在 几何 学 中 的 运用 ， 主 要 是 讲 了 思维 
形式 的 概念 、 判 断 、 推 理 、 证 明 等 逻辑 原则 在 风向 学 中 的 迄 
M: 以 及 综合 几何 中 最 常用 的 逻辑 证 明 方法 〈 推 证 递 法 ) 。 学 
习 本 旭 的 目的 是 为 第 三 侣 用 公理 读 建 立 几何 党 作 理论 和 方法 上 
RER. EREEREER T P i AERE EERE M 
法 ， 

读 这 一 对 的 时 候 ， 要 抓 住 三 个 重点 ; 

1 几何 学 的 概念 和 定义 ; 

323。 几何 学 的 判断 和 命题 ; 

3。 推 理 与 证 明 的 原则 和 方法 ， 

数学 和 其 他 学 科 一 样 是 离 不 开 逻 辑 学 的 ， 特 别 相 对 其 他 学 
科 而 言 ， 具 有 网 辑 严 并 性 的 特 太 ， 在 长 期 的 实践 中 形成 一 些 带 
有 数学 特 太 的 逮 办 方 法 ， 对 于 几何 学 来 说 更 是 如 此 。 用 公理 法 
建立 的 几何 学 体系 李 上 里 就 是 一 个 逻辑 结构 ， 很 难 设 宁 ， 不 楼 志 
箱 学 中 有 的 逻辑 原则 和 方法 ， 训 能 很 好 地 姓 理 几何 38) 2 38 X 
系 。 因 此 ， 要 想 人 学 查 公理 法 ， 必 须 萤 握 本 章 所 介绍 的 最 起 码 的 
知识 . 

几何 学 的 逻辑 结 移 是 由 概念 、 信 题 以 及 推理 证 明 组 成 的 ， 
它们 所 涉及 的 逻辑 知识 ， 就 是 学 习 本 章 时 所 要 抓 住 的 三 个 重 
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以 及 几何 学 中 最 常用 的 定义 方法 . 

第 二 、 要 求 读者 拿 握 命题 的 组 成 ; 命题 的 四 种 变化 及 等 价 
ÉR, 作为 定理 条 忻 的 两 种 特征 四 种 情形 。 涧 断 的 分 类 和 和 道 定 
理 的 制造 训 作 一 般 的 了 解 ， 

第 大, 要 求 对 推理 和 证 明 这 样 的 思维 形式 作 一 般 的 了 解 ,其 
中 演 经 推理 的 三 段 论 要 重点 掌握 , 它 的 用 处 较 多 .推理 与 证 明 的 
关系 和 区别 也 要 了 人 和解 。 对 于 证 明 方 法 的 分 类 要 搞 清 分 类 的 依据 
(出 发 成 ) 和 和 彼此 之 间 的 关系 ， 主 要 还 是 要 掌握 各 种 证 法 的 原 
理 ， 这 要 通过 分 析 例 子 和 作 题 来 掌握 。 其 中 分 析 证 法 习惯 上 不 
常用 ， 不 必 在 证 法 上 下 功夫 ，、 但 要 把 分 析 的 方法 作为 探索 解 题 
路 子 的 重要 步 驴 ， 典 练 地 掌握 它 ， 

过 想 深 入 地 理解 种 掌握 本 章 的 内 容 ， 最 好 也 分 三 步 走 ， 第 
一 步 ， 通 读 全 章 、 重 点 掌握 ， 要 联系 过 去 所 学 过 的 初等 几何 教 
材 ， 如 中 学 几何 等 ， 这 样 可 使 抽象 理论 具体 化 ， 合 过 去 所 学 的 
一 些 问题 理论 化 ， 提 高 我 们 的 认识 ， 第 二 步 ， 要 选择 一 部 分 综 
习 来 作 ， 通 过 作 题 的 过 程 再 重点 复习 有 关内 容 ， 巩 固 利和 运用 所 
FRAR., EJEN- ERAR, Fae SERRANA, 
不 可 草率 。 如 果 时 间 充 足 ， 可 对 一 些 典 型 练习 找 出 一 题 的 多 种 
和 解法， 活用 所 学 的 知识 ， 比 较 各 种 作法 的 优 上 省， 训练 解 题 的 技 
能 与 技巧 。 第 三 步 ， 要 带 着 这 一 章 的 理论 和 方法 到 第 三 章 里 去 
具体 运用 ， 重 感 分 析 访 章 的 某 些 定义 、 定 理 及 其 证 明 方 法 ， 巩 
画 和 加 深 本 章 已 学 过 的 知识 ， 


二 内 容 分 析 


1 关于 逻辑 学 
逻辑 学 基 研 究 思维 形式 及 其 规律 的 一 门 科学 。 迎 辑 学 有 形 
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1⁄8 js, BJ EK X5 AEMET 是 容 观 世界 的 各 个 对 象 间 彼 此 
区 别 和 相对 稳定 性 在 人 们 半 脑 中 的 反映， 它 要 求人 们 在 思维 过 
程 中 保持 确定 性 、 不 天 对 性 和 前 启 一 贰 性。 形式 还 辑 不 能 友 映 
容 观 事 牺 前 内 在 矛盾 揭 适 动 规 律 ， 它 所 研究 的 是 恩 维 反映 现实 
时 应 具有 的 正确 的 形式 结构 ， 这 些 思维 形式 包括 概念 、 漳 断 、 
推理 、 论 证 等 ,以 及 它们 彼此 之 间 的 联系 ,而 这 些 结构 、 联 系 义 
都 是 遵循 一 定 的 规则 和 规律 的 ， 其 中 基本 的 规律 是 同一 律 、 韦 
WHE., HEFE, ZERRE. 这 些 规 律 的 意 六 是 保证 思维 结构 
的 正确 ， 使 思想 清楚 、 明 确 、 前 后 不 矛 持 ， 是 思维 正确 反映 客 
观 世 界 的 必 冤 条 件 。 准 证 逻 毕 是 从 事物 相互 联系 、 相 互 转化 的 
运动 和 发 展 的 方向 来 研究 客观 事物 的 一 种 思维 形式 和 规律 ， 是 
客观 世界 各 个 事物 彼此 联系 、 让 化 发 展 的 辨证 规律 在 人 们 头脑 
中 的 反 了 上映 ， 要 求人 们 在 思维 过 程 中 遵循 矛盾 对 立 统一 法 则 等 ， 
它 反 映 的 是 客观 事物 的 内 在 天 捕 ， 从 总 的 联系 中 条 总 的 运动 中 
把 所 客观 事物 的 发 展 规律 ,形式 多 辑 所 体现 的 思维 规律 是 以 “ 非 
此 即 彼 ” 为 原则 的 ,在 相对 注 止 的 条 件 下 , 妃 就 是 A ,上 不 能 是 非 
A ; 即 不 能 是 * 亦 此 亦 彼 ”, 辩证 逻辑 承认 “ 非 此 即 彼 ”, 叉 在 适当 
的 地 方 骏 认 “* 亦 此 亦 徙 ”， 蚌 “一 分 为 二 ”的 两 点 论 的 逮 辑 ， 
因此 ,辩证 逻辑 并 不 译 除 形式 逻辑 原则 ,而 是 在 更 高 的 基础 上 包 
含 着 形式 逻辑 ， 把 它 作为 自己 韵 一 个 因 案 , 溢 化 于 自身 之 中 , 形 
式 这 辑 与 辩证 名 辑 是 从 不 同 的 方面 ， 不 同 的 深 庶 反 映 客 观 世 界 
装备 种 关系 ， 前 者 是 低级 思维 规律 ， 后 者 是 高 级 的 思维 规律 ， 

2 关于 概念 

概念 是 反映 某 种 事物 及 其 本 质 属 手 的 思维 形式 ， 概念 是 忠 
维 的 细胞 . 

(1) W BJ ARTE 
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在 实践 活动 中 ， 周 围 许 许多 多 事物 经 常 引起 我 们 感觉 和 印 
象 ， 经 过 反复 接触 、 反 复 分 析 ， 逐 渐 地 深入 下 去 ， 找 出 它 的 一 
般 性 质 ， 然 后 把 它 和 其 他 事物 进行 比较 ， 去 粗 取 精 、 去 伪 存 
真 ， 逐 步 抛弃 那些 非 本 质 的 东西 ， 捉 住 本 质 的 东西 ， 即 表现 事 
物 本 质 的 属性 ,这 样 就 形成 了 概念 。 因 此 说 ,概念 是 人 脑 ，《〈 移 
RED 的 最 高 产物 ， 它 来 源 于 客观 世界 . 

(2 ) 概念 的 抽象 性 

念 是 抽象 的 。 例 如 我 们 学 过 的 初等 几何 学 主要 是 研究 几 
何 图 形 的 形状 、 大 小 和 相互 位 置 关系 的 。 其 中 有 的 概念 是 反映 
几何 学 所 研究 的 对 象 ， 如 点 、 直 组 、 平 面 、 三 角形 、 相 似 形 、 
回 、 弦 等 等 ， 还 有 一 些 概念 是 反映 图 形 间 的 某 些 关系 ， 如 相 
交 、 平 行 、 垂 直 、 相 切 、 对 称 、 变 换 、 运 动 等 等 ， 还 有 的 概念 
是 反映 图 形 大 小 的 量 ， 如 长 度 、 角 度 、 面 积 、 体 积 等 等 。 我 们 
周围 的 事物 多 的 数不胜数 ， 这 些 物 体 有 形状 、 大 小 、 位 置 等 物 
理性 质 ， 还 有 成 分 等 化 举 性 质 ， 此 外 还 有 用 途 和 产地 等 等 其 他 
属性 。 而 几何 概念 只 考虑 这 些 物体 的 形状 《大 小 ) ， 即 物体 占 
有 的 空间 形式 ， 舍 去 了 其 他 属性 ， 例 如 “平面 ”是 从 罕 子 面 、 
镜 于 面 , 水 平面 … 等 等 一 切 具有 光滑 平整 的 表面 的 物体 中 抽象 
出 来 的 ， 已 不 是 某 一 个 具体 物 的 表面 ， 更 没有 什么 物理 性 质 和 
化 学 性 质 ， 而 是 从 个 别 、 特 殊 上 升 到 一 般 ， 抓 住 了 “ 面 ” 的 本 
质 属性 .一般 抽象 的 “ 形 ”在 客观 世界 中 并 不 存在 ， 因 为 任何 
“一 般 ” 者 只 能 通过 “个 别 ” 而 存在 ， 而 不 能 离开 个 别 孤立 地 
存在 ， 例 如 客观 世界 只 有 个 别 的 “ 方 ” ， 即 方 桌 、 方 由 等 等 ， 
一 般 的 “ 方 ”就 存在 于 这 些 个 别 的 4 方 ?中 。 离 开 个 别 的 “ 方 ” 
也 就 没有 抽象 的 “ 方 ”了 .几何 学 的 所 有 概念 就 是 这 样 从 客观 
抽象 出 来 的 ， 

( 3 ) 概念 反映 事物 的 本 质 

在 概念 形成 的 同时 ， 人 们 就 已 经 透 过 现象 抓 住 了 事物 的 本 
. 质 ， 由 感性 认识 上 江 到 理性 认识 。 例 如 “平面 ”的 本 质 属性 ， 
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何 公理 来 描述 时 ， 欧 氏 平 面 是 满足 网 几 里 得 平面 几何 公理 系统 
的 几何 空间 (二 维 空间 ) ， 罗 兵 平 面 是 满足 罗 巴 切 夫 斯 基 平 面 
几 条 的 公理 系统 的 几何 空间 ， 这 两 种 平面 是 不 同 的 。 空 间 几 和 何 
中 的 平面 ， 除 了 满足 平面 几何 的 公理 系统 外 还 要 满 是 描述 平面 
特点 的 其 他 公理 。 如 “一 直线 有 两 点 在 平面 上 ， 则 辟 个 直线 在 
平面 E”、“ 三 个 不 共 线 的 点 决定 唯一 平面 ” 、“* 两 个 平面 有 
一 个 公共 点 就 有 一 条 公共 直线 ?” 。 这 些 属 性 使 平面 与 其 他 曲面 
〈 球 、 抛 物 面 等 ) 区 分 开 来 。 

反映 同一 对 象 的 概念 在 同一 时 间 内 和 同一 条 件 下 必须 是 明 
确 的 暂时 不 变 的 ， 即 概念 具有 同一 性 。 概念 也 不 是 永远 全 死 不 
变 的 ， 它 随 着 人 人 和 们 对 事物 认识 的 发 展 和 不 其 深化， 其 内 涌 和 外 
延 都 可 能 有 所 改变 。 如 “物质 ?> ，、“ 宇 宙 ”、 “几何 学 ”等 概 
念 就 是 这 样 ， 

3 AFEN 

给 概念 下 定义 是 数学 里 明确 研究 对 锭 和 菜 些 关系 的 重要 昌 
辑 方法 。 在 数学 中 常 采 用 “最 邻近 的 种 ”加 “ 属 差 ”的 定义 方 
E, URRH “REES” 的 方法 .特别 在 几何 学 里 主要 是 采 
用 这 两 种 方法 。 不 是 每 个 概念 都 琴 Ll 86 UJ BJ £ d e x. g 
EA” 、*# 几 何 学 ”等 许 许 多 多 的 概念 者 是 这 样 。 几 何 的 概念 
除了 原始 概念 外 都 要 育 定 义 ， 面 且 这 些 定义 总 是 要 根据 已 知 的 
概念 来 定 久 。 原 始 概念 虽 没 有 定义 ， 但 它们 的 基本 属性 由 会 理 
来 规定 ， 可 以 说 是 由 公理 间接 来 定义 的 ， 原 始 风 念 在 一 些 书 里 
也 风化 基本 概念 ， 

4 关于 判断 

判断 是 对 于 思维 对 但 有 所 肯定 或 否定 的 思维 形式 ， 

判断 是 在 概念 的 基础 上 ， 通 过 观察 、 实 验 或 者 推 示 来 肯定 
或 否定 某 对 象 与 其 他 对 象 、 或 与 菜 称 特 氮 、 某 种 属性 等 符 之 间 
的 美 系 ， 议 便 进一步 认识 客观 事物 。 不 肯定 什么 ， 不 否定 什么 
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就 不 是 判断 ， 
概 仿 一 般 是 借助 于 词 来 表达 ， 而 判断 一 般 是 借助 好 子 来 表 
达 的 ， 判 断 是 思维 的 内 窜 ， 句 子 是 判断 的 表示 形式 。 韦 子 一 般 
有 主语 、 前 语 秋 宾语。 但 判断 杰 肖 又 有 其 自身 的 结构 ， 即 由 主 
词 、 宾 户 和 系 诈 组 成 的 ， 判 断 的 主 词 一 定 是 判断 句子 的 主语 、 
系 词 和 宾 词 常常 合 起 来 作 判 断 句 子 的 会 成 谓语 ， 有 了 时 判断 的 宾 
词 也 就 是 判断 句子 的 宾语 。 例 却 “四边形 ABCD 是 平行 四 边 
É.” 其 中 “四 过 形 4BCD 是 主 词 又 是 句子 的 主语 ，* 是 是 
系 词 ，“ 平 行 四 边 形 ”是 宾语 ， 它 们 合 起 来 “是 平行 四 边 形 ” 
则 是 这 个 判断 铝 子 的 合成 调 语 。 
5 尖子 数学 命题 
数学 中 的 判断 就 是 数学 命题 ， 如 定义 、 公理 , 定理 等 痢 
E, 
(1) 命题 的 组 成 和 变化 
数学 合 题 一 般 是 假 言 沸 断 ， 多 数 是 复合 命题 ， 因 为 数学 他 
题 一 般 都 是 反映 因果 关系 或 者 第 件 关 系 的 。 假 言 判断 的 公式 是 
“ESEP, W REQ” , H “CS JE P” PARRARI, 
“W R E O” 是 题 断 或 结论 ， 比 较 揽 杂 指 命题 其 题 设 和 题 断 ， 
都 可 能 由 几 个 单一 判断 组 成 的 ， 如 ， 
SE Pi, | ( R, 是 Q, 
SÆ Pa |, R 是 Qs, 
5. Pas, R. AE Que 
Ym En pe i i AE 8 LEERI LLEGE, PT A h ñr 9 BJ Pq 
HWER., Mama. aE wapus. A, WO Bm. @ 
和 道 否 合 题 可 能 有 多 个 。 这 四 种 形式 是 相对 而 言 ， 因 为 四 种 形 
式 中 ， 哪 一 个 胡可 以 取 为 原 评 超 ， 
(2) “E” ir 
ELERA. Mitma ARA 
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别 平 行 的 四 边 形 叫做 〈 基 ) 平行 四 这 形 ”。 这 个 定义 中 “两 组 
对 边 分 别 平行 的 四 边 形 ” 蚌 一 类 四 边 形 ， 它 们 其 有 “两 组 对 边 
分 别 平 行 ” 这 一 本 质 轴 性 ， 把 它 命 名 为 “平行 四 边 形 ”， 有 即 肯 
E “两 组 对 边 分 别 平行 的 四 边 形 ” 与 “平行 四 边 形 ” 是 同一 个 
东西 ， 前 者 是 条 件 后 考 是 结论 ， 因 为“ 定义? 命题 的 条 人 忻 和 续 
论 所 指 的 是 同一 个 对 象 或 关系 ， 因 此 道 命 题 也 一 定 成 立 ， 即 
“平行 四 边 形 是 两 组 对 边 分 别 平 行 的 四 边 形 ”或 “有 平行 四 过 形 
两 组 对 按 分 别 平行 ” 一 定 成 立 。 “定义 2” EH E EE a 
等 价 人 性 是 “定义 ?” 傅 题 的 特点 。 

(3) “定理 ”的 命题 

命题 有 四 种 形式 ， 因 此 定理 也 有 四 种 形式 ， 即 正 ( 原 ) 定 
理 , 逆 定理 .否定 理 和 道理 定理 ,不 过 后 两 种 形式 不 常用 .一 个 定 
理 的 道 定理 不 一 定 存在 。 如 果 正 定理 咕 达 了 基 个 几何 图 形 的 性 
M. RHEES ERER” | 性 质 定理 的 逆 定 理 常常 是 
“ 淹 定 定理 ”， 即 根据 某 些 性 质 判定 是 什么 图 形 。 例 如 人 性 质 定 
理 ， 

定理 ”如 果园 边 形 是 平行 四 边 形 ， 则 

(i) 一 组 对 边 平行 是 相等 ，} 

Gi) ”两 组 对 边 分 别 和 等 ， 

(iii) 两 组 对 角 分 别 相 等 ， 

(V) 对 角 线 互相 平分 ， 

定理 ”如 果 风 边 形 具有 下 列 条 件 之 一 ; 

(i) 一 组 对 边 平行 且 相 等 ; 

Gi) ”两 组 对 边 分 别 相等 ; 

(ii) ”两 组 对 骨 分 别 相等 ; 

GV) 对 惠 线 互相 平分 ; 
圳 这 个 四 过 形 是 平行 四 边 形 ， 

关于 道 命题 的 构成 问题 ， 不 是 说 每 条 定理 都 要 考虑 其 逆 定 


" 399 » 


E (RAERD 是 否 存 在 ， 这 要 根据 实际 需要 来 决定 。 本 书 在 讲 
到 寻求 道 定 理 的 作法 时 ， 曾 提 山 题 设 中 的 条 款 和 题 断 中 的 条 款 
作 等 量 交 换 的 方法 ， 这 是 一 种 经 验 的 方法 ， 这 样 得 到 的 逆 命 题 
成 为 道 定理 的 希望 最 大 ， 
( 4》 命题 的 等 价 人 性 
这 里 提出 的 命题 的 等 价 性 ， 人 仅仅 是 命题 在 四 种 变化 后 所 得 
出 的 四 种 形式 中 的 等 价 关 系 ， 是 狭义 的 等 价 件 ， 更 一 般 的 命题 
等 价 关 系 将 在 本 书 第 三 章 $ 2 中 来 讲 ， 那 是 相对 于 荣 公理 系统 
下 的 等 价 。 例 如 “三 角形 内 角 和 等 于 180 ”与 欧 氏 平行 公理 等 
价 ， 但 两 个 命题 从 形式 上 看 并 没有 什么 必然 的 联系 。 本 章 所 讲 
的 等 价 性 ， 是 由 命题 本 身 的 “ 题 设 ” 和 “ 题 断 ” 的 关系 决定 
”的 ， 是 仅 指 四 种 命题 形式 之 间 的 等 价 关 系 。 这 种 等 价 美 系 候 两 
个 命题 真 则 同 真 ， 假 则 同 假 ， 因 此 旺 间接 证 法 的 依据 ， 
(5) 命题 的 充分 、 必 要 条 件 的 转换 
定理 的 条 件 有 两 种 特征 四 种 情形 ， 书 里 已 讲 的 很 清楚 。 这 
里 再 强调 一 下 条 件 的 转换 关系 。 因 为 命题 有 四 种 变化 ， 因 此 作 
为 命题 的 条 忻 和 结论 也 要 随 之 变化 。 对 于 命题 
A=>B 
来 说 ， 有 是 条 件 ，B 是 结论 ， 而 对 于 命题 
B= A 
Kii, BER. AÆtiig, 
条 性 转 搞 的 关系 有 下 面 的 两 个 规律 : 
1) 奉 自 是 B 的 充分 条 人 忻 ， 则 B 是 A 的 必要 条 件 ， 
2) 而 4 是 中 的 必要 条 件 、 则 召 是 和 本 的 充分 条 件 。 
ERE, H 
A>B 
成 立 ， 则 其 道 否 命题 
B>A 
成 立 ， 前 者 说 明 “FARA RB” . ARBES AI; 后 者 说 
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明 “ 没 有理 就 没有 427 ，8 是 4 的 必要 条 件 。 例 如 命题 

ERAEN MA. MARHE. 

“对 顶 前 ”是 “两 前 相等 ? 的 充分 但 不 必要 的 条 件 。 而 命题 ， 

ERAT, MAAE. GE) 

EMATE, WAATERMA H) 

KEA AAR” RMA DREA 32 RA 
FF. 

TARARE B BJ ya 3 384, MUJ B th Rk: A BJ 33 az E , 

6 关于 推理 和 证 明 

(1) 推理 

推理 是 由 一 个 或 数 个 已 知 羯 断 推 出 新 判断 的 思维 形式 。 

推理 是 客观 事物 的 某 币 必然 联系 ， 是 在 人 们 实践 中 被 认识 
了 的 思维 过 程 的 有 反映， 例如 从 几 个 已 知 定理 得 出 一 个 新 的 定 
理 ， 是 大 们 共识 了 它们 之 间 的 某 些 必然 联系 的 思维 过 程 ， 

推理 是 由 判断 组 成 的 ， 因 此 ， 尖 断 是 推理 的 直 接 组 成 部 
分 ; 而 判断 又 是 由 概念 组 成 的 ， 因 此 ， 只 念 是 推理 的 间接 组 成 
部 分 ， 

在 一 个 推理 过 程 中 ， 用 来 推出 新 的 判断 的 那些 己 知 判断 叫 
做 前 担 ， 由 前 担 推出 的 新 判断 叫 币 结论 ， 

在 客观 省 界 中 ， 一 切 事 物 都 是 一 般 和 特殊 的 有 机 统一 。 一 
般 必 体现 于 特殊 之 中 ， 而 特殊 之 中 也 必 契 在 着 一 般 。 推 理 便 是 
反映 事物 这 种 由 一 般 到 特殊 ‘演绎 推理 ) ， 或 由 特殊 到 一 盘 
《归纳 推理 ) 的 特性 的 . 

三 自 论 是 演绎 推理 的 常用 形式 。 它 由 两 个 直言 淹 断 和 一 个 
作为 结论 的 判断 组 成 的 。 第 一 个 直言 判断 叫 大 前 提 ， 由 它 提 出 
一 般 性 的 规律 和 蛛 理 ;第 二 个 直言 判断 叫 小 前 提 ， 由 它 指出 个 
别 的 现象 ;第 三 个 是 由 一 ' 般 的 规律 推出 来 的 个 别 现象 的 结论 ， 
值得 注意 的 是 运用 三 段 论 进 行 推 理 时 ， 常 常 只 使 用 两 路， 省 路 
了 两 个 前 提 中 的 一 个 ， 文 字 即 简 清 ， 又 达到 推理 的 目的 ， 这 在 

. dùl - 
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式 的 ， 例 如 

ABCD ERE., MUNARE. 

一 切线 形 对 角 线 慌 直 ， 所 以 ABCD HHAREE. 

这 两 个 推理 前 者 省 路 了 大 前 提 “ 一 切 苏 形 的 对 角 线 垂直 ”， 
而 后 者 省 路 了 小 前 提 “ABCD ERE” 

三 段 论 推 理 的 特点 是 如 果 前 提 真 实 ，、 推 理 形 式 正 确 ， 那 来 
结 沦 一 定 是 真实 的 。 所 亩 推理 形式 正确 ， 指 的 是 要 遵守 五 条 基 
本 规则 ， 限 于 和 护 幅 本 书 没 有 讲 ， 

由 公理 法 建立 的 几何 学 体系 ， 就 是 一 种 推理 的 科学 体系 ， 

(2) 证 明 

证 明 蚌 通过 一 个 或 一 连 串 推理 来 闸 明 某 个 判断 的 真实 性 的 
思维 形式 ， 

证 明 以 真实 的 状 断 为 依据 GERD ， 以 正确 的 推理 (证明 
过 程 ) 为 手段 ， 来 盖 明 某 个 判断 论题) 成 立 的 充 是 理由 。 辕 
此 ， 一 般 说 来 它 由 论题 、 论 据 和 论证 三 部 分 组 成 。 玫 和 何 中 的 证 
H, EER ETENEE GRECHE., GE., EH, 
以 及 待 证 定理 的 题 设 ， 而 论证 是 找 出 待 证 命题 中 的 题 设 和 题 断 
间 的 联系 ， 指 出 怎样 才能 由 题 设 推出 题 断 的 根据 。 用 图 来 表示 
就 是 ， 

it, A—B 


前 此 公理 一 =>B 
前 此 定理 J 

证 暴 与 推理 的 区 别 在 于 思维 程序 相反 ， 推 理 是 由 已 知 前 提 
(若干 已 知 判 断 〉 推 出 结论 (新 的 判断 》”， 前 提 是 理由 ， 结 论 
是 推断 ， 先 有 理由 后 有 推断 ， 证 明 是 为 已 知 推断 CUE) 
找 它 成 立 的 理由 已 知 判 断 ) ， 即 为 某 一 推断 找 理 由 ， 是 先 有 
推断 后 有 理由 。 证 明 是 通过 推理 来 实现 的 ， 这 些 推 翰 之 间 有 严 
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前 此 定义 】 (论证 ) 
A + 论据 
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前 提 ， 直 到 推出 待 证 命 感 的 真实 性 为 止 ， 这 样 就 为 推断 找 出 了 
充足 的 理由 。 

‘3 ) .论据 与 几何 系统 的 关系 

根据 证 明 的 要 求 ， 作 为 证 明 中 的 论据 一 定 是 竺 证 命题 的 题 
设 以 及 已 有 的 定义 、 公 理 、 定 理 或 已 知 练 习 等 。 因 此 ， 论据 与 
四 义 、 公 理 、 定 理 提出 的 先后 烦 序 有 直接 的 关系 ， 也 就 是 说 与 
几何 学 的 系统 有 直接 的 关系 。 间 一 个 初等 几何 定理 在 不 同 的 初 
等 几何 体系 中 ， 疡 允许 使 用 的 论据 可 能 有 很 大 的 不 间 ， 其 证 法 
也 就 要 随 之 有 所 不 同 。 我 们 以 外 角 定 理 为 例 ; 

外 角 定 理 三 角形 的 外 和 角 大 于 不 相 邻 的 内 角 。 

按 本 书 第 三 章 的 系统 ， 外 角 和 定理 排列 为 定理 1,27， 它 的 前 
面具 有 结合 公理 、 糯 序 公 理 、 运 动 公理 和 26 个 定理 。 从 定理 的 
证 明 中 看 出 ， 它 是 根据 中 点 、 三 角形 全 等 定理 而 得 证 的 。 它 是 
一 个 缀 对 几何 命题 ， 

如 果 平 行 公理 在 这 个 定理 之 前 提出 ， 这 个 定理 机 以 采用 下 
而 的 证 法 ， 比 较 简 音 ， 

如 图 7,1， 过 8B8 引 直线 BD} AC, M| LC = ZCBD (WE 
线 平行 则 内 错 角 相等 ， Z A= ZDBE (两 直线 平行 则 间 位 角 
相等 ) 又 射线 BD 落 在 CBE 内 ， o p 


所 以 LCBE 大 于 LC 或 ZA, / 
ARSIZ, WRAAE / 
理 作 为 三 角形 内 角 和 定理 的 一 个 淮 


论 ， 实 际 上 ， 证 法 与 上 证 法 相同 ， 
是 利用 了 平行 公理 的 一 个 推论 ， 图 7.1 

如 果 把 这 种 教材 中 关于 外 角 定 理 的 证 明 原 封 不 动 的 拿 到 本 
书 ， 那 是 不 行 的 ， 因 为 本 书 在 定理 1,27 之 前 还 没有 提出 平行 公 
理 ,当然 也 就 不 可 能 推出 三 角形 内 角 和 定理 ,因此 这 个 证 明 在 本 
书 里 是 违反 证 明 的 规则 2 的 . 间 样 ,如 果 把 本 书 定理 1.27 的 证 法 
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原封 不 动 地 拿 到 这 种 教材 里 作为 外 角 定 理 的 证 阴 也 是 不 行 的 ， 
因为 中 学 教材 的 三 角形 全 等 的 定理 是 在 外 前 定理 的 后 面 手 出 
的 ， c 
我 们 还 可 尽 用 第 兰 种 证 法 ， 即 反 
证 法 来 证 明 . <> 
如 图 7,2, 假 设 人 CBE 不 大 于 人 4， 4 人 一 一 
若 CBE = A, M4 AC J BC 
(两 直线 被 第 三 直线 所 截 ， 如 果 同 位 
角 相 等 ， 则 两 直线 平行 ) ， 这 与 已 知 4C 与 BC 相交 了 矛盾. 

若 ZCBBE 描 一 4， 则 存在 4D 落 在 二 4 的 内 部 ， 且 DAB = 
LCBE， 这 时 AD BC。 但 4D 在 一 4 内 部 ，4P 必 与 BC 相交 ， 
这 就 出 现 了 矛盾， 

HEPIE, ZCBE> ZA, AMn, Z ABED> ZC, 

这 个 证 法 的 论据 利用 了 平行 线 淹 定 定理 等 不 需要 平行 公 
理 。 这 个 证 法 拿 到 中 学 教材 里 作为 外 角 定 理 的 证 明 是 可 以 的 ， 
因为 平行 线 判 定 定 理 在 外 前 定理 之 前 就 已 提出 ,这 个 证 法 如 果 
拿 到 本 书 作 为 定理 1,27 的 证 明 ， 同 样 也 是 不 行 的 ， 因 为 平行 线 
判定 定理 在 本 书 是 定理 1, 32， 它 在 外 钊 定理 之 后 。 这 个 例子 说 
有 明 ， 对 同一 个 定理 的 证 明 ， 由 于 几何 系统 的 不 同 , 定 义 , 公 理 .、 
定理 提出 的 先后 顺序 不 同 ， 证 明 该 定理 所 允许 使 用 的 论据 就 不 
词 ， 证 明 方法 也 随 着 有 所 改变 ， 总 是 受 几 何 系统 的 制约 ， 

(4) 证 明 方 法 

演绎 证 法 与 归纳 证 法 、 分 析 证 法 与 综合 证 法 、 直 接 证 法 与 
间 搁 证 法 是 从 不 同 的 角度 对 证 明 方 法 所 作 的 分 类 ， 一 个 定理 的 
证 明 总 是 这 些 证 法 中 其 些 证 法 的 联合 运用 。 实 际 土 ， 一 个 定理 
的 证 朋 不 是 采 几 直接 证 法 就 是 采 由 间接 证 法 ; 但 它们 叉 必 须 通 
过 其 些 推理 来 实现 ， 因 上 弛 还 要 使 用 演绎 证 法 或 归纳 证 法 ， 或 同 
时 使用 两 种 证 法 在 证 啊 过 程 中 又 离 不 开 分 析 或 综合 的 思考 ， 
因此 离 不 开 分 析 或 竹 合 证 法 。 这 些 关 系 本 书 已 经 讲 的 很 清楚 
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图 7.2 


了 ， 剩 下 的 是 怎样 来 运用 这 些 证 法 ， 

证 戎 可 按 其 自然 过 程 分 成 三 个 步 又 ， 

(i) 证 前 准备 ， 首 先 仔细 审题 ， 领 会 题 意 和 要 求 ， 分 出 
题 设 和 题 断 ， 其 次 根据 题 意 夯 出 直观 图 ， 图 中 的 图 形 用 相应 的 
字母 标明 ， 最 后 依照 题 意 和 图 形 标明 的 字母 ， 写 出 “已 知 ” 和 
“求证 ” 《也 可 不 写 ) 。 

Gi) 探索 证 法 . 作 好 证 题 前 的 准备 工作 以 后 ， 就 可 以 开 
ARRETE. 一 般 证 题 多 采用 直接 证 法 ， 但 征明 茶 定 理 的 
逆 命 题 及 其 他 一 些 命 题 有 时 用 反 证 法 更 简单 ， 证 明 叭 一 性 一 般 
用 反 证 法 ， 满 足 同一 法 则 时 世 可 用 同一 法 等 等 关键 问题 是 找 
时 解 题 的 路 子 ， 比 较 有 效 的 方法 是 采用 分 析 的 方法 ， 这 在 本 书 
正文 $ 5 里 讲 过 ， 可 以 先 画 出 满足 题 意 的 草图 在 草图 上 进 
íF. 

(Hi) ARER. 通过 探索 在 草 纸 圭 得 出 证 法 以 后 ， 册 经 
过 加 工整 理 ， 工 整地 写 出 证 朋 过 程 。 要 复查 一 通 。 

为 了 不 断 提 高 证 明 的 技能 与 技巧 ， 还 可 选 出 少量 葛 典 型 问 
题 ， 研 究 一 个 问题 的 多 种 证 法 ， 活 用 所 学 的 知识 ， 比 较 各 种 证 
法 的 优 劣 不断 总 结 经 验 ， 

下 面 举 两 个 一 题 多 解 的 例子 ， 供 参考 . 

例 1 正三 角形 外 接 贺 上 的 任 一 点 与 三 个 顶点 连结 的 线段 
中 ， 较 大 的 线段 等 于 其 余 二 线段 的 和 ， 

首先 根据 题 意 画 出 直观 图 (图 
7.3). 分 清 已 知 和 求证 并 写 出 来 ， 

已 知 正三 角形 ABC，P 是 其 
外 接 贺 弧 BC 上 一 已 知 点 . 

求证 PA= PB+PC 

探索 证 法 《正式 证 明 这 步 不 必 和 瑟 
H) 。 因 PB 与 PC 不 在 问 一 直线 上 ， 
要 把 它们 的 和 与 P4 比较 大 小 根 不 方 图 7.3 


恒 ， 为 此 延长 BP 到 刀 ， 使 PDP = PC， 然 后 设法 证 明 PA = PD. 
从 图 上 看 来 ， 因 为 ~PAC = DBC，AC = BC, 自然 要 想到 连结 
CD 来 证 明 和 PACS 和 DBC， 这 有 要 再 添上 一 个 条 忻 就 行 了 ， 
观察 人 ACP 和 和 人 BCD， 它 们 都 合 有 BCP， 只 人 须 再 证 ACB 与 
ZPCD 相等 就 可 以 了 。 然 而 Z ACB= 60"， 于 是 问题 归结 为 证 
BH ZPCD= 60", 可 是 已 知 PC=PD, /CPD= 人 BAC=60,， 
APCD 是 正三 角形 ， 于 是 问题 得 到 了 解决 。 

证 明 证 法 一 延长 BP 到 也 ,使 PD = PC， 连 结 CD。 已 知 
ACPD= ZBAC-=60°, 于 是 八 PCD 是 正三 角形 ， 因 此 ACB 
= 了 PCD ,它们 加 上 公共 角 人 PCB， 从 而 人 ACP = Z BCD. 

在 APAC 与 ADB H, ZACP = /BCD, AC = BC, 
人 PAC = 一 DBC， 所 以 它们 是 全 等 三 第 形 ， 由 下 得 出 

PA = DRB = PB + PD =PB + PC 
这 个 证 明 写 成 符号 式 为 
D B P D, PD = PC 


| = APCD= Z ACB = / PCD 
Z CPD = Z BAC = 60 ° 


= 60 "=> (D 

(= Z ACP = BCD 

AC = BC = APAC ADBC= @ 

Z PAC = Z PBC 
(@)= P À = 

BD = BP + PD | PC 

Pp = PC 
ORANE PAK DIBERI, BH DUEZ 


种 证 法 : 

IAL AK PB JD, B D= PC， 然 后 证 明 PA = PD 
《图 7.4) 

证 法 三 “在 线段 PA 上 截取 Pp = PC， 然 后 证 明 PB- AD 
《图 7.5) 。 
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证 法 四 在 线段 AP 上 截取 AD = PC， 然 后 证 明 PB = PD 
《图 7.6) . 
证 明 望 读者 目 行 完成 。 


P 


图 7.4 图 7.5 图 7.6 


本 题 当 然 也 可 用 天 证 法 来 证 ， 不 过 比 上 述 方法 要 麻 上 烦 的 
$, 最 简单 的 证 法 是 用 托 来 米 (piolemy) E EE, 
证 法 五 ”因为 4BPC ARTH, WUS 
PA'BC =PB:AC + PC. AB 
因为 BC = AC = 站 B, 所 以 有 
PA =PB+ PC 
例 2 s DQUDEB5 HARA, KA, EZ 
别 与 男 一 组 对 边 两 个 中 点 的 连 线 相交 ， 则 交 出 的 两 个 角 相 等 ， 
已 知 四边形 ABCD, AD = BC, M,N 分 别 为 另 一 组 对 边 
AB CDEP A., AD, BC 的 延长 线 分 别 与 直线 MN 交 于 E.F( 图 
7.7) i 


求证 ZAEM -= / BFM. 
证 明 证 法 一 连结 对 和 角 线 BD， „A 


到 其 中 点 0, 连结 OM.ON. 因为 ON Z 
BF,MO f AE, RUZ AEM = Z OMN, 4 

Z BFM = ONM, 因为 MO -= 5 AD, E 7 7 
ON = $BO, HAD=BC, FPF MO = ON, 从 而 得 出 ZOMN = 


= ÜF + 


ZONM., Bj; Z AEM = Z BEM, 
用 符 导 式 可 证 明 如 下 ， 
ON f BF }> {SY = Z OMN © 
ODOB, OD- OB | IGA Z BFM = ONM ©) 


PN = NC OM = +AD l 
AM- MB | | 
| ON =! pc | >MO = ON E 
AD = BC 
(D 
(2) | = AEM = /BFM 
(=> Z OMN = Z ONM 


此 是 还 有 了 以 下 各 种 证 法 ， 提 示 如 下 : 

证 法 二 如 图 7.8， 作 NG} DA, NH | CB, I) Z GNM = 
ZAÀAEM, ZHNM = /BFM, 证 明 M 是 GH 的 中 点 ， 则 NM 是 
SEAE NGH 的 角 平 分 线 ，AGNM = ZHNM, 这 只 须 证 明 
AGBH 是 平行 四 边 形 就 可 以 了 了 


E 

A 
Mo ji 
图 7.8 图 7.9 

证 法 三 ”如 图 7.9, fE CG I DA, E BG， 取 BG 中 点 
H, #MHĦCH, CHASE AE CBG 的 顶 角 平分 级 和 中 
£. HEH GCH = Z AEM, ZBCH= /BFM， 这 内 要 证 明 
CH jf FM 就 可 以 了。“ 

证 法 四 如 图 7.10， 作 DQ.CP 都 平行 于 NM, H| — ADQ = 
ZAEM, Z/ZBCP = ZBFM, 只 要 证 明 ZADO = Z BC P 问题 就 


人 


解决 了 。 作 CG,、AL.,BK,DH 分 别 阜 直 于 FM, Y| ADHNšS 
ACGN， 上 4LMHSABKMH， 从 而 得 出 DH =CG, AL = BK. 
X DOLH. CPKG 都 是 平 行 四 边 形 ， 得 QL = DH = CG = KP, 
AQ= BP， 所 以 AADOQSSABCP, MME. 


图 7.10 图 7.11 

证 法 五 ”如 图 7,11， 作 关于 MM 欧 中 心 对 称 点 GG， 连结 
AG, AD = BC = AG, ADG:: LAGD, 又 MN 是 入 CDG 的 中 
Tak, DG FPM 而 ,AG fCB， 所 以 得 出 人 人 ADG = Z AEM, 
Z AGD= /BFM, 

此 外 还 可 以 找 出 其 他 证 法 ， 这 几 个 证 法 有 一 个 .共同 的 特 
点 ， 都 是 将 要 证 明 相 等 的 两 个 角 移 动 到 全 于 出 较 大 小 的 位 置 ， 
如 成 等 腰 三 角形 的 两 个 秦 角 ， 或 有 公共 顶点 的 角 ， 或 两 个 全 等 
三 角形 的 对 应 角 等 ， 这 是 证 明 本 是 的 基本 思想 。、 刻 读者 分 析 一 
下 各 种 证 法 的 优 缺 点 ， 

7。 形 式 逐 辑 的 基本 规律 简介 ， 

下 面 简单 介绍 形式 还 辑 的 基本 规律 ， 

(1) 同一 律 

同一 律 的 基本 内 容 是 ， 同一 对 得 在 同一 时 间 内 和 同一 关系 
下 必须 是 确定 的 和 暂时 不 变 的 。 它 的 公式 是 “ABRA”. 

如 果 有 是 概念 。 咸 应 当 在 同样 一 个 意义 上 来 使 用 。 PHA 
指 三 角形 ， 郑 么 有 态 不 能 有 三 角形 以 外 的 其 它 性 十， 不 能 是 四 这 
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形 或 出 的 什么 东西 ， 即 不 准 偷 换 概 念 ，。 

如 果 胞 是 判断 ， 例 如 ， 在 欧 氏 几何 里 过 已 知 站 线 外 一 
点 ， 只 能 引 一 直线 平行 于 已 知 直线 ”，。 就 不 能 同时 又 说 ， “过 
已 知 直线 外 一 点 能 引 二 直线 平 行 于 已 知 直 钱 。” 邑 不 准 偷 换 命 
A. 

同一 律 的 客观 根据 是 事物 的 质 的 规定 性 。 BE A P] = TE 
地 盾 论 》 中 指出 ，“ 匹 论 什么 事物 的 运动 都 采取 两 种 状态 ， 
相对 地 静止 的 状态 种 熏 著 地 变动 的 状态 。…… 当 着 事物 的 运动 
在 第 一 种 状态 的 时 候 ， 它 只 有 数量 的 变化 ， 设 有 性 质 的 变化 ， 
所 以 显 出 好 羽 静 下 的 面貌 ”， 人 任何 事物 都 有 它 目 己 的 特殊 的 
质 ， 规 定 一 事物 与 他 事物 的 区 别 ， 事 物 这 种 质 的 规定 性 在 人 的 
意识 中 的 反映， 就 是 同 -: 律 所 要 求 的 思想 的 确定 性 了 或 同一 性 ， 
但 是 形式 逻辑 的 同一 律 并 不 象形 而 上 学 意义 下 的 同一 ， 把 事物 
看 成 永远 不 变 的 形式 逻辑 的 同一 律 并 不 反对 事物 不 断 发 展 变化 
这 一 辩证 法 的 科学 原理 ， 

闫 证 法 并 不 音 认 客观 事物 中 存在 着 同一 性 ， 但 是 只 承认 在 
实 的 、 具 体 的 同一 性 ，“ 其 实 的 具体 的 同一 性 包含 着 差异 的 蛮 
化 ”< 《自然 辩证法»》) 即 同 一 性 和 差异 性 的 统一 。 一 切 事物 
在 一 定 条 件 下 有 相对 稳定 性 的 一 面 ， 但 向 时 义 包 含 着 内 部 蔬 
盾 ， 包 含 着 转化 为 自己 对 立 面 的 可 能 ， 差 别 性 就 体现 在 事物 寻 
于 不 有 断 地 运动 和 变化 之 中 ， 如 直 可 以 变 成 曲 、 三 棱柱 可 以 转化 
为 三 棱锥 。 在 非 欧 几 何 里 ， 过 直线 外 一 点 可 以 有 两 条 直线 或 者 
不 存在 直线 平行 于 已 辕 直 线 等 等 。 抽 得 的 同一 性 ， 即 未 远 不 恋 
的 同一 性 是 不 存在 的 . 

(2) FEE 

矛盾 律 的 基本 内 容 是 : 在 和 同一 时 间 和 同一 关系 下 ， 关 于 同 
一 对 象 的 两 种 相反 独断 或 思想 不 能 癌 寺 都 是 真 的 . 它 的 公式 
是 ， AFIA”, 

这 星 所 指 的 “相反 的 判断 或 思想 ” 指 两 种 情 癌 ， 一 种 是 矛 


" dil » 


BERRA, W v 2 是 无 理 数 ”和 “ww 2 TELH” , W 
判断 即 不 能 局 时 是 真 叉 不 能 同时 是 候 ， 民 能 一 真一 盘 : 男 一 种 
是 反对 关系 ， 如 “ww 2 是 有 理 数 ”和 “2 是 超越 数 ” , AS 
虽然 不 可 能 则 真 ， 然 而 两 者 有 可 能 同 假 ， 实 际 上 2 既 不 是 有 
理 数 又 不 是 超越 数 。 矛 盾 律 要 求 我 们 ， 在 同一 时 闻 同 一 关系 对 
于 同一 事物 来 说 ， 不 能 是 既 真 又 不 真 ， 既 从 在 县 不 存在 ， 权 肯 
证 又 和 否定， 不 能 肯 相 了 矛盾 。 

矛 尘 律 不 允许 的 是 逻辑 矛盾 而 不 是 事物 本 身 的 矛盾 。 了 矛盾 
律 并 不 否认 客观 事物 的 对 立 统一 的 了 矛 语 的 存在 ， 否 定 事 物 本 髓 
的 了 矛盾 是 形 斋 上 学 的 观点 。 

(3) 排 中 律 

在 同一 时 间 和 局 一 关系 下 ， 对 同一 对 象 的 贞 个 矛盾 的 送 断 
中 ， 始 终 有 一 个 是 真 的 ， 另 一 个 是 假 的 ， 而 不 可 能 有 第 三 种 情 
wo CHARER: “是 入 或 者 不 是 4 。 就 是 说 点 和 非 各 陋 者 
岂 居 其 一 ， 不 能 有 居中 的 情形 ， 

“2 不 是 无 理 数 ”或 “ww p 是 无 理 数 ”两 者 必 有 一 个 是 
站 的 而 吨 一 个 是 假 的 : 肯定 了 一 个 间 时 就 否定 了 另 一 个 ， 反 之 
IRAR., 

排 中 律 与 矛 贿 律 是 有 联系 而 又 有 区 别 的 。 排 中 律 与 矛盾 律 
痢 荆 关于 两 个 目 相 矛盾 的 济 断 药 规 律 。 矛 盾 律 表明 在 上 丁 个 了 矛 拓 
判断 或 反对 羯 断 中 ， 至 少 有 一 个 是 假 的 ， 不 能 两 个 都 真 。 而 排 
中 律 却 表明 在 两 个 了 矛盾 判断 中 ， 一 定 有 一 个 是 真 的 ， 另 一 个 是 
假 的 ， 不 能 两 个 都 假 ， 排 中 律 在 “是 ”与 “不 是 2 之 问 必须 作 
出 明确 的 选择 ， 不 能 模 楼 两 可 ， 

(4) 到 是 理由 律 

充 是 理由 律 的 基本 内 容 是 ， 任何 真实 的 判断 和 思想 的 确 
定 ， 都 应当 有 充足 的 理由 ， 

客观 世界 中 的 任何 现象 的 发 生 和 人 发展， 都 有 其 原因 的 ， 都 
有 其 现实 根据 的 。 充 足 理由 律 就 是 这 种 客观 现象 和 事物 刘刚 和 
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互联 系 在 人 们 头脑 中 的 反映 。 和 任何 一 个 判断 和 思想 基 否 正确 ， 
是 否 符 合 客观 实际 ， 部 要 所 出 科学 的 根据 加 以 说 明 或 证 明 ， 才 
不 会 使 人 发 生 怀 疑 ， 才 能 令 人 信服 的 接受 。 一 ' 般 的 要 用 一 个 或 
若干 济 断 作为 一 个 判断 的 充足 理由 ， 这 些 判 靳 本 上身 汉 须 是 已 
证 明 其 为 真实 的 ， 不 然 就 不 成 其 为 充 是 理由 。 迎 辑 论 证 实质 上 
荐 为 论题 的 真实 性 寻求 充足 理由 ， 就 是 找 出 论据 ， 所 以 珊 辑 论 
证 是 根据 充足 理由 的 要 求 进行 的 ， 

以 上 四 条 基本 规律 之 间 ， 有 着 不 可 分 割 的 内 在 联系 。 同 一 
律 要 求 在 思维 过 程 中 的 思想 必须 有 确定 性 、 同 一 性 ， 矛盾 律 村 
求 在 思维 过 程 中 不 能 有 日 相 敌 盾 的 思想 存在 ; 排 中 律 要 求 在 肯 
定 与 否定 两 个 相互 矛盾 的 判断 中 ， 二 考 必 有 一 真一 候 ， 不 允许 
有 居中 的 想法 而 充 是 理由 律 山 要求 真实 的 论 汤 必 须 有 合 于 现 
实 的 充足 理由 作为 根据 总之， 形式 逻辑 的 规律 要 求人 们 的 思 
维 必 须 是 明确 的 ， 没 有 矛盾 的 ， 循 序 而 进 的 ， 首 尾 一 贯 的 ， 有 
充分 根据 的 ， 
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形式 还 辑 是 研究 思维 形式 及 其 规律 的 一 门 科 学 ， 是 人 们 进 
行 正 确 思 维 的 准则 之 一 -。 风 辑 思维 形式 有 概念 、 判 断 、 推 理 ， 
证 明 等 ， 逻 辑 基 本 谣 律 有 同一 律 、 厌 盾 律 、 排 中 律 和 充足 理由 
律 等 。 本 章 不 是 讲 一 般 逻 辑 学 ， 是 讲 宇 在 几何 学 中 的 应 用 ， 主 
楼 是 讲 几 何 学 中 俩 用 的 一 些 规 律 和 方法 ,在 根 多 方面 已 经 带 上 
于 几何 学 本 号 的 一 些 特点 。 抽 乏 的 几何 学 可 以 说 是 研究 公理 、 
基本 概念 、 定 义 、 定 理 的 逻辑 结构 ， 除 了 几何 本 髓 的 规律 外 ， 
从 形式 上 看 就 是 严格 遵 竺 这 些 逻 辑 规 律 和 方法 ， 

概念 是 电 维 的 细胞 ， 它 是 其 他 逻辑 思维 形式 的 直接 或 间接 
的 组 成 部 分 .几何 学 的 概念 是 几何 学 所 研究 的 对 象 或 关系 。 几 
何 学 的 概念 有 不 定义 的 和 定义 的 ， 不 定义 的 爸 念 称 为 原始 概 
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念 ， 它 们 是 满足 公理 系统 的 一 切 “ 物 ”和 “ 物 ” 之 间 的 最 基本 
的 关系 ， 即 原始 关系 ， 它 们 是 一 切 定义 欧 基 础 或 根据 。 概念 来 
源 于 客观 ， 是 从 客观 事物 抽象 出 来 的 ， 但 数学 概念 的 抽象 荐 抽 
每 的 抽象 ， 如 公理 化 的 “点 ”、* 直 线 ”、“ 平 面 ” 不 单单 指 的 
是 日 常生 活 中 所 理解 的 抽 生 的 点 、 直 线 、 平 面 ， 面 是 发 展 成 为 
WESERI- H “W J. 

定义 是 明确 概念 的 逮 辑 方法 ， 所 谓 明确 概念 就 是 指示 概念 
的 内 涵 和 外延。 在 几何 学 里 最 常用 的 定义 方法 是 采用 “ 景 邻 近 
的 种 ”加 “ 属 差 ” 的 方法 以 及 发 生 定义 的 方法 ， 

判断 是 对 于 思想 对 象 有 所 肯定 或 否定 的 思维 形式 。 几何 学 
中 玖 判断 表现 为 命题 ， 如 公理 、 定 义 和 定 理 等 。 

公理 和 定理 等 命题 一 般 是 假 言 判断 ， 其 会 式 是 : “GE S ZE 
P, URÆQ,” “ESEP” HABREH, “NRE 
Q” BIRERE, URRETA “RA, IB”, 

命题 有 四 种 形式 ， 其 关系 如 下 ; | 


— — - — ——— 


不 a 是 | N BE- 命 是 
FA, MB | # B, MA 
| N Z | 
< RUK: = 

l Z S i 
否 命题 | 道 否 命 题 | 
| #A, WE | B, MA | 


— r. u: “ar 


互 道 或 互 否 的 命题 不 一 证 同 真 辐 候 ， 而 互 包 下 的 两 个 命题 
一 定 是 同 真 同 假 ， 这 样 的 两 个 命题 叫 散 等 价 的 。 满 足 同一 法 则 
的 命题 与 其 道 命题 等 价 。 分 断 式 命题 与 其 否 命题 等 价 。 

几何 学 中 的 公理 基 其 真实 性 不 加 证 明 就 承认 的 命题 ， 它 规 
定 了 一 些 最 基本 概念 的 基本 关系 ， 蚌 一 切 四 辑 推 姬 和 证 明 的 基 
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础 。 公 理 来 源 于 实践 ， 其 正确 性 最 终 要 到 实践 中 去 验证 ， 这 就 
基 公 理 的 客观 性 ， 

上 几 和 何 学 中 的 定理 是 其 真实 性 已 被 证 明 的 命题 ， 它 反 员 了 几 
何 图 形 的 某 些 性 质 。 用 公理 法 建立 几何 学 退 辑 结构 时 ， 一 个 害 
理 不 管 是 多 人 么 直观 显 然 也 要 加 以 证 明 。 由 于 命题 有 四 种 形式 ， 
因而 定理 还 有 道 定理 各 否定 理 等 。 

推理 是 从 一 个 或 几 个 判断 得 出 一 个 新 判 新 的 思维 形式 。 推 
理 依 据 判 断 ， 而 通过 推理 又 得 出 新 判断 。 几 何 学 中 的 命题 都 是 
通过 推理 得 出 的 。 数学 就 是 一 个 推理 的 学 科 ， 

客观 世界 的 一 切 事 物 都 是 一 般 和 种 特 吻 的 有 机 统一 一般 必 
体现 于 特殊 之 中 ， 而 符 殊 之 中 也 存在 着 一 般 。 归 纳 推 理 是 从 特 
殊 到 一 般 的 推理 ， 这 种 推理 所 得 上 册 的 羯 断 不 一 定 基 必然 的 、 真 
实 的 ， 但 它 是 发 现 真 捍 的 一 种 手段 ， 几 何 学 中 的 一 些 重要 事实 
职 是 这 样 发 现 的 ， 后 求 又 证 明了 这 些 事实 是 正确 的 。 完 全 的 归 
缩 推理 所 得 出 的 判断 一 般 是 正确 的 ， 演 绎 推理 是 从 一 般 到 特殊 
同 推 型 ， 即 把 一 般 性 询 结 论 应 用 到 特 萄 的 事物 上 上 。 这 些 推理 如 
RAER, HESE, MEAE EELK, BAA 
演绎 是 相互 联系 、 相 互补 充 的 两 种 推理 ， 人 们 认识 的 上 升 运 
动 ， 既 不 是 单纯 的 归纳 也 不 基 单 纯 的 演绎 ， 只 能 在 归纳 的 基础 
ERF, EWKA EHA, 

用 人 台 理 法 建立 的 几何 体系 是 一 个 演绎 体系 ， 就 是 说 从 公理 
演绎 出 定理 ， 从 前 看 的 定理 演绎 出 后 面 的 定理 ， 有 形成 了 由 定理 
等 组 成 的 链子 。 

证 明 是 陈述 一 个 判断 的 充足 理由 。 证 明 由 若干 推理 来 完 
成 ， 是 推理 的 深入 ， 证 湖 与 推理 的 原则 区 别 是 思维 程序 相反 ， 
证 明 是 保证 命题 成 为 定理 的 重要 的 手段 ， 没 有 得 攻 证 明 的 命题 
不 能 成 为 定理 ， 

证 朋 的 方法 有 直接 证 法 与 间接 证 法 ,归纳 证 法 与 演绎 证 法 ， 
分 析 证 法 与 综合 证 法 ,每 个 命题 的 证 明 是 这 些 方法 的 联合 运用 ， 
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第 三 蔓 ” 用 公理 法 建立 几何 学 
结构 范例 学 习 指 寻 


一 ”重点 和 要求 


本 章 作 为 运用 公理 法 建立 几何 学 的 例子 ， 介 绍 了 网 几时 得 
平面 几何 学 和 岁 巴 团 夫 斯 基 平 面 几 何 学 的 逻辑 结构 ， 同 时 介绍 
了 公理 系统 的 基本 问题 学 习 本 章 时 ， 杰 抓 住 三 个 重点 ， 

1 绝对 几何 学 的 结构 和 特点 ， 

2 ”网 几 里 得 几何 学 的 结构 和 特点 。 

3 ”罗氏 几何 学 的 结构 及 其 与 欧 氏 几何 学 的 膛 辑 相关 性 。 

第 一 个 重点 要 求 读者 首先 对 绝对 几何 学 的 四 组 公理 有 个 整 
体 地 认识 ， 然 后 再 了 解 各 组 公理 的 主要 功能 ， 比 如 说 顺序 公理 
主要 解决 了 什么 问题 ， 运 动 公理 主要 解决 了 什么 问题 等 等 ， 这 
样 就 可 以 加 深 对 绝对 刀 何 公理 系统 的 认识 ， 了 解 绝对 几何 学 的 
基本 内 容 和 特点 ， 而 且 从 中 看 出 绝对 元 何 学 是 怎样 按 公 理 法 的 
要 求 一 步 一 步 地 建立 起 它 的 逻辑 结构 。 中 学 几何 教材 是 用 不 严 
HU GAD 公理 法 建立 的 ， 它 的 公理 是 不 驶 用 的 ， 因 面 许 
多 原则 问题 是 千 直 现 承 认 了 的 ， 这 一 点 应 该 通过 本 书 的 学 习 ， 
对 其 缺 欠 有 一 个 基本 的 认识 ， 这 样 才 能 用 更 高 的 观点 来 分 析 和 
掌握 中 学 教材 ,本章 5 1 ，$ 2 所 提出 的 定义 、 定 理 在 中 学 教 
材 里 都 已 进 过 ， 但 我 们 这 里 主要 还 不 是 学 习 这 些 定义 和 定理 ， 
面 是 要 了 解 怎 樟 用 公理 法 来 建立 几何 学 的 严密 结构 ， 因 此 就 要 
有 基础 GID, WENE (定理 、 定 义 ) 、 和 相互 联接 GE 
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指 关 系 ) , HW3RRQ ZE ER SR SE HS M e, BEHEER 
要 求 的 严密 程度 不 一 样 ， 编 者 所 要 达到 的 目的 不 一 样 ， 因 此 有 
必要 按 着 本 书 的 要 求 和 系统 把 它们 按 严格 的 还 辑 关 系 排 列 出 
来 ， 不 这 样 就 运 不 到 本 章 了 的 日 的 ， 学 习 这 一 部 分 内 容 时 ， 只 要 
弄 清 各 组 会 理 的 作用 和 定理 间 的 逻辑 关系 就 可 以 了 ， 未 加 证 明 
的 定理 不 必 去 一 一 寻求 它们 的 证 明 ， 

绝对 几何 是 欧 氏 几何 学 和 罗氏 几何 学 公有 部 分 ， 这 正 是 绝 
对 几 司 学 侣 名 的 由 来 ， 本 章 特意 将 绝对 几何 部 分 编排 在 -- 起 
《有 的 教 烤 不 是 这 样 ， 常 常 较 早 地 提出 了 欧 氏 平行 公理 ， 并 用 
来 证 明 一 些 绝 对 命题 》 .这样 可 以 一 举 两 得 (同时 建立 了 两 种 
几何 里 的 印 题 》， 又 便于 研究 两 种 几何 的 逻辑 相关 人 性。 

第 二 个 重点 是 了 解 欧 氏 几 合 学 的 结构 和 特点 。 褒 氏 几 何 学 
的 公理 系统 有 五 组 会 理 ， 即 绝对 几何 公理 加 上 欧 几 里 得 平行 公 
理 , 绝 对 儿 何 部 分 在 8$ 1 里 已 介绍 了 ,现在 要 了 解 的 是 如 何在 绝 
对 史 何 的 基础 上 导出 欧 兵 平行 公理 的 一 系列 推论 ， 这 些 被 称 为 
真正 的 欧 几 里 得 命题 才 真 正 捅 映 出 欧 氏 几何 的 主要 特点 ， 学 习 
这 部 分 内 容 就 是 要 抓 住 这 个 重点 ， 了 解 殉 氏 平行 公理 和 它 的 等 
性 命题 , y 解 它 当主 要 功能 ,这 样 就 能 掌握 爽 氏 儿 何 学 的 等 点。 
我 们 还 要 注意 ,所 谓 “特点 ?总 是 与 其 介 事 物 相 比较 而 言 的 , 我 们 
不 仅 村 从 欧 氏 几何 本 身 米 了 解 它 的 特性 ， 而 旦 还 费 和 非 欧 几何 
或 其 他 几何 学 相 比 较 , 才 能 更 清楚 殉 兵 几何 学 的 特点 .这 就 好 比 
观察 一 所 建筑 物 ,我 们 不 但 要 进 到 里 面 去 看 看 内 部 结构 ,还 要 到 
外 面 看 看 外 部 结构 ,并 且 同 其 他 建筑 物 进行 比较 ,才能 了 解 这 座 
建筑 的 全 部 构造 和 特点 .这 也 是 我 们 要 讲 非 爽 几 何 的 目的 之 一 。 

第 三 个 重点 要 求 我 们 ， 首 先 对 罗 巴 切 夫 斯 基 几 条 学 的 公理 
系统 有 个 整体 的 认识 ， 然 后 重点 抓 住 罗 氏 和 平行 公理 及 其 主要 的 
推论 ,这 些 定理 是 真正 的 罗氏 几何 学 命题 ,它们 反映 出 罗氏 几 柯 
学 的 真正 特点 。 学 习 这 一 部 分 时 ， 主 要 的 困难 是 我 们 头脑 里 长 
期 被 欧 氏 几何 的 事实 占据 着 ， 形 成 了 避 惯 ， 江 头 对 罗氏 平行 公 
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理 及 其 一 些 推论 一 时 不 容易 按 受 下 米 ， 对 许多 事实 感到 非常 不 
习惯 ， 甚 至 怀疑 ， 但 如 朵 我 们 能 进入 教材 里 去 ,深入 理解 概 
仿 、 定 理 和 证 明 ， 逐 渐 会 好 起 来 ， 关 键 是 要 一 字 一 多 的 阅读 教 
M. 关于 两 种 几何 的 逻辑 相关 性 ， 主 可是 从 公理 系 绕 找 出 天 
系 ， 而 且 了 解 真正 的 欧 色 命题 与 对 应 的 罗氏 他 是 彼此 是 相 了 矛 届 
的 ， 读 者 应 能 对 丙种 几何 命题 如 以 区 分 ， 
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1 关于 欧 民 和 罗氏 几何 学 的 公理 系统 

绝对 几何 是 欧 氏 和 罗氏 两 种 几何 的 公共 部 分 ， 两 种 几何 所 
泓 的 是 平行 公理 不 同 ， 从 而 构成 了 两 种 不 同 的 公理 系统 。 可 以 
DARUT: 
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图 ?,12 图 7.13 
图 7.12 表 示 两 种 几何 的 公理 系统 ， 图 7.13 表 示 两 种 几何 学 药 内 
容 ， 其 中 真正 的 欧 氏 命题 与 真正 的 罗氏 命题 是 相应 的 平行 公理 
的 推论 ， 不 属于 绝对 几何 的 命题 ， 因 而 两 者 相对 应 的 命题 必然 
是 相互 矛 掉 的 ,例如 3,1 段 中 列 出 的 八 个 定理 都 与 对 应 的 欧 氏 定 
HHTH. 
2 原始 元 素 和 点 集 
原始 元 索 “ 点 ”、“ 直 线 ” 、“ 平 面 ”是 不 定义 的 几何 图 
J 《空间 》〉， 它 们 的 属性 由 公理 来 规定 。， 结 合 公 理 并 没有 规定 
“直线 ”和 “平面 ”是 由 点 组 成 的 ， 就 是 说 还 不 看 成 是 由 全 体 
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点 组 成 的 无 限 集合 ， 它 们 人 色 是 一 个 整体 的 “ 物 ”， 玉 此 公理 I; 
规定 “在 每 条 直线 上 ， 至 少 存 在 两 个 点 ”并 不 是 多 余 的 。 通 过 
顺序 公理 才 可 以 导出 直线 上 的 局 是 笛 咯 有 序 的 ， 平 面 上 的 避 无 
穷 多 ， 而 且 把 “线段 ”和 “射线 ”定义 为 满足 一 定 条 件 的 点 
集 ， 把 几何 图 形 F 定 尺 为 态 集 ， 这 样 “ 平 面 ”也 当然 被 看 成 是 
一 个 凡 集 了 。 在 这 一 点 上 ， 本 书 的 处 理 方法 和 和 希 尔 伯 特 在 他 所 
著 《 几 何 基础 》 第 一 间或 其 他 一 些 几 和 何 书 上 的 处 理 方 法 略 有 不 
同 。 希 尔 伯 特 在 建立 欧 天 几何 体系 时 ， 喜 到 叙述 完结 合 、 顺 
序 、 合 阅 、 平 行 等 四 组 公理 和 有 闫 定理 ， 都 没有 涉及 到 集合 论 
的 概念 ， 把 “直线 >” 、“ 平 面 ” 当 作 点 的 集合 ， 志 到 讲 最 后 的 
连续 公理 时 ， 才 把 “直线 ”、“ 平 商 》” 作 为 点 集 ， 因 为 连续 公 
理 实 质 上 要 以 无 限 的 点 集 概念 为 前 提 。 本 书 的 处 理 方法 不 仅 为 
研究 一 些 几 全 概念 提供 方便 ， 早 为 连续 代理 作 了 准备 ， 面 且 和 
近代 几何 更 好 的 联系 起 来 ， 

3 ”关于 运动 公理 

运动 是 从 日 常生 活 中 移动 物体 的 形式 或 位 图 关系 中 抽象 出 
来 的 概念 来 书 把 运动 当 作 是 不 定义 的 原始 概念 ， 它 具有 运动 
公理 所 规定 的 属性 。 平 面 几 何 的 运动 相当 于 日 常生 活 中 房 说 的 
“移动 ”， 也 括 不 离开 平面 的 滑动 和 离开 平面 的 翻转 ， 但 立体 
几何 中 的 运动 则 和 生活 中 所 理解 的 移动 不 完全 一 致 ， 例 如 一 双 
皮鞋 有 左右 脚 ， 它 们 是 左 、 石 对称 的 ， 从 几何 米 看 这 种 关系 基 
成 平面 对 称 《 镜 面 有 反射 ) 的 两 个 图 形 ， 面 平面 对 称 是 运动 的 特 
殊 情 形 ， 邑 从 堪 脚 变 成 右 脚 是 一 个 运动 ， 但 生活 中 却 不 可 能 经 
过 移动 把 堪 肚 鞋 变 成 右 法 鞋 的 位 置 ， 即 把 两 只 鞋 占有 的 空间 重 
合 在 一 起 。 生 活 中 的 移动 是 刚体 移动 ， 而 几何 的 运动 则 是 刚体 
移动 加 一 个 平面 反射 ， 

通过 运动 公理 可 以 建立 图 形 相 等 〈 或 全 等 ) ， 有 的 书 把 图 
形 相 等 的 关系 称 为 图 形 的 合同 关系 ， 这 是 非常 重要 的 枝 念 。 图 
形 相 等 的 关系 是 一 种 等 价 关 系 ， 可 以 把 图 形 分 成 等 价 类 。 实 际 
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上 ， 和 运动 公理 肯定 了 人 恒 等 运 动 和 道 迄 动 的 存在 ， 以 及 连续 实行 
两 个 运动 的 结果 还 是 一 个 运动 ， 即 运动 的 积 仍 是 运动 ， 所 以 平 
面 上 (或 空间 ) 全 体 运 动 的 集合 构成 群 (在 第 四 半 和 将 要 详细 讨 
论 一 般 变 换 群 和 运动 群 等 理论 》， 这 种 可 群 性 保证 了 图 形 相 等 
的 反 生 性 、 对 称 性 和 传递 性 ， 

有 的 初等 几何 书 ， 用 合同 公理 来 代替 运动 公理 。 合 同 公理 
是 把 “相等 ”作为 不 定义 的 原 纵 概念， 然后 通过 合同 公理 来 规 
是“ 相符 ”的 一 些 基 本 属性 ， 这 时 “运动 ”就 可 以 根据 “村 
等 ”来 加 以 定义 ， 如 把 运动 定义 为 ; 

“平面 (或 空间 ) 到 平面 (或 空间 ) 自身 的 品 的 一 一 对 应 ， 如 
和 某 保 持 对 应 线段 总 相等 , 则 这 个 后 间 一 一 对 应 关系 叫做 运动 .” 

从而 可 以 建立 关于 运动 的 一 些 定 理 ， 

运动 公理 和 合同 公理 是 等 价 的 公理 组 ， 它 信 都 可 以 建立 图 
形 相 等 和 图 形 不 相等 的 有 关 理 论 ， 

除了 一 般 运 动 而 外 ， 还 存在 一 些 特殊 的 运动 ， 例 如 直线 反 
射 〈 轴 对 称 ) 、 平 移 、 旋 转 等 ， 这 些 特 殊 运 动 的 定义 、 性 质 以 
爱 相 互 关 系 ， 本 书 已 在 第 三 章 $ 2 的 最 后 作 一 简要 的 叙述 〈 因 
为 平移 性 质 需 要 平行 公理 VY》， 学 习 运 动 公理 可以 与 这 一 部 分 
结合 起 来 ， 

4 ”图 形 唯 一 性 的 证 骨 

在 初等 几何 里 常常 遇见 求证 满 是 某 条 忻 的 图 形 的 “存在 
性 ”和 “ 肉 一 柱 ”。 例如 证 有 明 “ 线 段 中 态 的 在 在 和 肉 一 性 ” 
“过 一 点 作 己 知 直线 的 垂 线 的 存在 性 和 唯一 性 ”等 等 ， 图 形 的 
存在 性 一 般 通 过 作 图 来 证 明 , 即 能 作出 满足 某 条 忻 的 图 形 ,就 证 
明了 该 图 有 形 的 存在 。 例如 第 三 章 定 理 1,19 和 定理 i,23 都 是 这 样 
解决 的 。 但 是 在 证 明 唯 一 性 的 时 候 ， 一 般 用 反 证 法 。 这 是 为 什 
ZM? 对 于 图 形 的 存在 性 ， 只 要 找 出 茶 种 作 图 方法 作出 一 个 这 
样 欧 图 形 ， 就 保证 这 一 图 形 的 存在 ， 这 是 无 可 非议 的 。、 但 是 ， 
如 果 从 某 一 个 最 体 作 图 方法 出 发 ， 因 为 通过 作 图 只 作出 雁 一 一 
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个 满足 条 件 的 图 形 来 ， 就 断言 “满足 条 忻 的 图 形 是 唯一 的 ”， 
这 在 理论 上 是 和 直 严密 的 ，、 以 证 明 “线段 中 点 的 唯一 性 > 为 例 ， 
作 线 段 中 点 的 作 图 方法 可 以 有 很 多 种 ， 本 书 定理 1.19 的 作 图 法 
是 一 种 ， 此 外 还 有 图 7,14~…7,16 所 表示 的 方法 ， 其 中 图 7.14 的 
作法 是 定理 1.19 作 柄 的 推广 ，c 角 可 以 性 意 给 出 ， 有 有 无穷 多 种 
取 法 ; 图 7,15 是 作 中 垂 色 的 方法 ， 即 以 


图 7.14 Ziz. 15 图 7.16 


4 、B 为 中 心 ， 卫 为 尘 征 作 图 ， 两 图 交 于 P、 台 两 点 ， 则 直线 
PQ 与 线段 4B 的 交点 0; 为 中 点 ， 图 7,16 是 从 及 引 任 意 射 线 AC， 
在 4C 上 依次 截取 44 = AAs RAWE AO || 及;B， 则 OO 是 AB 的 
中 所 ， 这 个 方法 使 用 了 平行 线 的 性 质 ， 我 们 还 可 以 找 出 其 他 一 
些 作 图 方法 .在 这 些 作 法 中 ， 可 以 证 明 每 种 作 图 方法 作出 的 
中 把 都 是 唯一 的 ， 但 是 有 两 个 问题 并 没有 解决 :第 一 ， 对 于 局 
一 线段 4B， 用 甲 法 作出 的 中 点 和 用 乙 法 作出 的 中 点 是 不 是 同 
一 个 友 ? 那 来 用 更 多 种 方法 作出 的 中 点 都 是 间 一 个 点 吗 ? 第 
二 , 作 中 点 的 方法 是 举 不 穷尽 的 ,即便 你 找 出 十 个 方法 作出 的 中 
所 都 是 同一 点 ， 难 道 不 会 再 有 第 十 一 个 或 第 十 二 个 方法 作出 的 
中 点 和 你 用 前 十 个 方法 作出 的 不 一 致 吗 ? 因此 ， 只 赁 一 个 作 图 
方法 浓 定 的 唯一 福 ， 在 逻辑 上 是 不 可 靠 的 ， 那么 为 什么 用 反 证 
法 来 证 明 唯 一 性 就 可 靠 呢 ? 因为 用 反 证 法 证 明 时 不 涉及 作 图 方 
法 ， 如 果 满 足 条 忻 的 图 形 丰 唯一 ， 比 如 有 了 两 个 ， 就 会 推出 一 个 
六 盾 的 结果 ， 所 以 题 断 反面 不 成 立 而 题 断 成 立 ， 说 明 不 管 你 第 
一 个 是 汇 样 来 的 , 具 要 存在 第 二 个 就 不 行 ,因此 不 能 有 第 二 个 


s 420 ` 


出 现 。 严 格 地 讲 ， 证 明 图 形 的 唯一 性 要 用 反 证 法 。 

5 等 价 命题 

等 价 命 题 是 相对 于 一 个 公理 系统 而 言 ， 本 书 第 三 章 2 所 
讨论 的 等 价 命 题 是 相对 于 绝对 公理 系统 的 。 如 果 从 绝对 公理 系 
统 中 拿 掉 基 组 公理 或 革 个 公理 ， 有 的 等 价 命题 就 要 不 等 价 了 ， 
例如 在 绝对 公理 表 中 去 掉 “ 阿 基 米 德 公理 ”， 则 平行 公理 不 能 
与 命题 “三 角形 内 谣 和 等 于 二 直角 ”等 价 。 同样 ， 在 这 种 情形 
下 ， 罗 红 平 行 公理 也 不 能 与 “三 角形 内 和 各 小 于 二 直角 ?等 
Ür. 

ZERRA MERAS. 1555 Se HB Br BE BJ H T ñ 
四 种 变化 出 现 的 等 价 关 系 是 有 区别 的 。 那 里 出 现 前 等 价 命题 闫 
系 ， 傅 如 蛛 前 题 与 道 否 命题 的 等 价 ， 满 是 同 一 法 则 下 原 命 题 与 
逆 命 题 的 等 价 等 等 ， 仅 仅 反 映 了 命题 的 题 设 和 题 断 变化 层 两 个 
命题 间 的 关系 。 这 里 所 讲 芍 一 般 等 价 关 系 ， 从 形式 上 汀 似乎 是 
毫 不 相 于 ， 然 而 在 一 定 条 性 下 (公理 系统 ) 。 它 们 却 可 以 互相 
代 着 ， 建 立 同样 的 理论 体系 。 前 面 讲 的 特殊 等 价 关 系 仅 仅 是 这 
种 等 价 关 系 的 特殊 情形 ， 以 前 提 过 的 “运动 公理 2” 组 与 “合同 
公理 ? 的 等 价 性 ，““ 阿 基 米 德 公 理 和 康 托 尔 从 理 ?” 与 “ 戴 德 爹 
前 题 ” 的 等 价 性 都 是 这 种 一 般 意 义 下 的 等 价 关 系 。 

我 们 讨论 等 价 命 题 和 证 明 有 两 个 目的 ， 第 一 ， 了 解 同一 种 
几何 学 为 什么 可以 有 不 同 的 公理 系统 ， 例 如 胸 氏 几何 就 有 多 种 
公理 系统 ， 这 和 是 因为 一 个 公理 可 以 用 它 的 等 价 命题 来 代替 : 第 
一 ， 这 里 列 出 的 等 价 命 是 的 定理 都 是 历史 上 试 证 第 五 公设 时 得 
出 的 ， 有 的 证 洪 相 当 巧 妙 ， 

6 ”关于 罗氏 平面 几何 

(1) 次 巴 切 夫 斯 基 平 行 级 定义 

本 书 利用 了 在 举 平 而 上 对 过 一 点 的 所 有 半 直 线 进 行 戴 德 金 
分 类 ， 把 第 二 类 里 最 前 面 欧 一 条 半 线 ， 岂 做 已 知 直 线 的 平行 举 
线 ， 并 把 包含 这 条 六 线 的 直线 叫做 在 这 条 半 线 的 方向 上 与 已 知 
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下 的 解释 : 

EA ERC CAREER AA., AFABLE C, 
EEA B (7.17 . H APERA AJAB, NJA 4 与 CC 不 
相交 。 在 半 线 BC EA- SPAM, 
ZBAM =, MHK COC 方向 
运动 时 ， 不 论 周 到 什么 依 置 角 a 
总 是 小 于 直 前 ， 而 且 是 单调 递增 
的 。 妆 对 无 限 远离 点 BB 时 ， 有 界 
旦 单调 递增 的 前 e -一定 趟 于 一 个 
极限 值 ， 设 这 个 极限 值 为 了 BAP 图 7.17 
=, Moka 中 的 最 大 值 ， 这 时 半 线 AP 与 直线 CC 必 不 相 
诡 ， 因 为 如 果 半 线 A P Ej C! C 相交 于 一 点 M AARAM, 
使 Mi: 在 了 B 与 M 之 间 ， 风 了 BA4M2>o， 就 不 能 是 e ARAL 
DRE FIS BU. 

现在 把 右 半 平面 上 过 点 上 4 的 所 有 半 线 建立 道 时 针 旋 转 的 硕 
序 ， 使 4B 半 线 为 第 一 条 ， 这 时 在 半 线 AP 后 面 的 半 线 都 与 直线 
C'C 不 相交 ， 而 半 线 AP 就 是 第 一 条 与 直线 C'C 不 相交 的 半 线 ， 
因 下 半 线 4P 与 直线 CC 平行 ， 其 中 4B 是 平行 距 , @ 是 平行 角 ， 
就 是 说 平行 于 直线 C'C 的 半 线 4P， 是 动 点 M 沿 CC 无 四 远离 
时 ， 半 线 A4M 的 极限 位 置 ， 

同 理 ， 在 左 半 平面 上 也 有 一 条 半 线 AQ 平行 于 直线 CC, 
FB ZBAQ- ZBAP =o, 

当 罗 氏 平行 公理 成 立时 ， 则 a<, M EKICORTLZ ERA 
时 , 因为 过 4 只 有 一 条 直线 与 直线 CC 不 相交 ， 因 此 半 线 AP, 
4O 组 成 一 茶 直 线 4' A， 这 时 @ = >. 

BREE Ri GUERS REFERER AH IEM 
tE. 
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《2)》 罗 开平 面 上 直线 的 相互 位 置 
平面 上 两 条 直线 的 相互 位 置 关 系 可 六 归纳 如 下 表 ， 


Mng >- NON AW BN | 


w x É CHAD SEE fho © BAREM 2 SË PË 
` | AHER (El7,17) 
ABAP Q 平行 方向 上 
TF 17 TAR H J, 
Gy >Ü 方向 上 离散 
— _— — — —— _  _ _ . | — — _ 
| 让 一 个 交点 ， ' 
相 pr 0 = ABAM- iA EEA x 
AA 
I O RRA S | AR 
证 六 iF a BAD A- KES HE EA 


(3) 罗氏 平面 上 的 基本 曲线 

隐 寺 平面 上 窗 两 种 线束 ， 即 共 点 线束 和 平行 线束 ， 可 以 定 
义 出 两 种 基本 曲 和 级， 即 圆 和 等 距 线 (直线 ) 。 在 罗氏 平面 有 三 种 
线 永 ， 即 共 点 线 东 、 超 平行 线 划 和 平行 钱 东 ， 因 此 可 定 尽 出 三 
种 基本 曲线 ， 即 图、 等 式 曲 线 (退化 时 为 直线 ) TW], 

基本 曲线 第 用 的 三 种 定义 方法 ; 

1)》 利 用 “对 应 点 ” (对 称 点 ) 的 概念 ， 这 是 本 书 的 定义 
方法 ， 

2) 利用 “每 距离 ”的 关系 ， 如 ，: 

加 ~- 一 到 共 氮 线束 的 中 心 有 等 焉 离 的 点 的 轨迹 。 

等 中 曲线 一 一 到 超 平 行 线束 的 底 有 等 距离 且 在 底 的 同一 和 
的 点 的 轨迹 . 

极限 国 一 一 到 平行 线束 无 限 接近 的 极限 点 有 等 距离 的 点 的 
PE. 

3) 利用 “ 正 交 轨迹 ”的 概念 ， 如 : 

加 一 一 与 共 点 线束 中 每 条 直线 都 正 交 的 连续 曲线 ， 
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等 中 曲线 一 -与 超 平 行 线束 中 每 条 直线 部 正 交 的 连续 项 
线 . 
极限 图 一 一 与 平行 线束 中 每 条 直线 都 正 交 的 连续 曲线 . 
把 上 述 三 种 定义 方法 联系 起 来 考虑 ， 就 可 以 对 基本 出线 的 

概念 了 解 得 更 清楚 ， 

三 种 旭 线 所 成 则 做 基本 的 ， 是 因为 它们 静 有 和 和 直线 相 类 似 
HITEM, WH; 

(i) hk— F iS 2 H k P e W zu. Hs Y 3 K BB 28 3 
个 线束 中 的 每 条 直线 ， 都 是 出线 的 对 称 四. 

Gi) WAE — Aik GO 都 可 以 在 曲线 上 作 保 持 
重合 的 人 运动， 就 是 说 基本 曲线 都 是 党 曲率 则 乱 ， 

而 其 他 曲线 没有 这 样 的 性 质 ， 

f 公理 系统 的 基本 问题 

研究 几何 学 的 公理 系统 时 ， 涉 及 到 三 个 基本 问题 ， 即 公理 
系统 的 无 矛盾 性 、 独 立 性 和 完备 竹 。 

ARARE RZE OGLA) 第 一 章 5 8 和 和 第 二 党 里 
用 于 不 少 简 蝠 侣 述 了 公理 系统 的 三 个 基本 问题 。 事 实 上 ， 这 是 
一 个 很 重要 的 问题 ， 

任何 一 个 会 理 系统 都 要 满足 无 矛 恒 性， 和 理 册 用 它 建 立 的 几 
何 体 系 将 是 一 个 有 世 盾 的 体系 ， 这 样 的 公理 系统 是 没有 任何 价 
亿 的 。 应 当 注 意 ， 用 模型 方法 证 阴 的 无 矛盾 性 是 有 条 件 的 、 和 相 
对 的 ， 例 如 用 苗 卡 儿 复 型 来 证 阴 欧 氏 会 理 系 统 的 无 矛盾 是 归结 
为 实数 的 算术 运算 的 无 矛 午 、 即 只 要 实数 的 算术 和 运算 无 矛盾 ， 
则 欧 几 里 得 几何 怀 是 无 矛盾 的 系统 。 又 如 用 卡 莱 一 - 克 莱 因 模 
型 来 证 明 男 巴 切 夫 斯 基 几 何 公 理 系统 的 无 矛盾 是 归结 为 欧 氏 几 
AHATE., MRR AFE., WP RILIR XFA 
的 ， 我 们 不 能 说 ， 欧 氏 几 何 的 匹 耶 拓 性 已 经 完全 解决 了 ， 它 只 
是 第 化 成 了 更 基 囊 的 问题 ， 即 化 成 了 实数 算术 运算 的 无 矛盾 问 
题 ， 因 为 实数 的 算术 运算 几乎 是 整个 数学 前 基础 ， 这 实质 上 素 
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涉 了 整个 数 尝 的 根据 问题 . 

在 建立 公理 系统 时 一 般 总 希望 表 达 某 系统 的 公理 条 文 是 最 
少 的 ， 这 日 然 束 引出 公理 的 独立 性 问题 。 然 而 在 一 个 公理 系统 
中 使 每 条 公理 都 具有 独立 性 是 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 项 尔 伯 特 
也 仅 是 讨论 了 一 些 最 使 人 关心 的 公理 的 独立 性 问题 。 一 个 公理 
系统 很 难说 每 一 条 公理 都 是 独立 的 ， 本 书 所 建立 的 公理 系统 也 
是 这 样 ， 共 中 顺序 公理 和 运动 公理 有 的 就 不 独立 ， 但 这 并 不 破 
坏 整 个 体系 的 建立 。 

欧 氏 平行 公理 的 独立 性 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ， 它 说 明 欧 
氏 平 行 公理 决 不 能 由 其 余 公 理 导出 。 证 明 欧 氏 平 行 公理 的 独立 
性 ， 是 把 欧 氏 平行 公理 加 以 否定 加 到 绝对 几何 公理 系统 中 去 ， 
械 采 构成 的 新 公理 系统 无 矛盾 ， 则 欧 氏 平行 公理 就 关于 绝对 公 
理 系 统 是 独立 的 。 例 如 罗氏 几何 的 公理 系统 就 是 这 样 的 一 个 系 
统 , 因 为 它 是 一 个 无 矛盾 的 系统 ,所 以 欧 氏 平行 公理 是 独立 的 。 
历史 上 出 现 的 试 证 第 五 公设 问题 ， 经 历 了 两 千 多 年 的 时 间 ， 许 
多 学 者 都 企图 用 《几何 原本 》 的 其 余 公 理 实 际 上 就 是 绝对 几 
何 公理 系统 ) 证 明 第 五 公设 ， 结 果 都 告 失败 ， 其 根本 项 因 是 不 
懂得 第 五 公设 的 独立 性 ， 它 不 可 能 由 其 余 公 理 导出 ,第 五 公设 
问题 最 终 导 致 非 欧 见 何 的 出 现 ， 而 这 一 发 现 又 证 明了 第 五 公设 
的 独立 性 ， 

公理 系统 的 完备 性 只 小 及 到 少数 的 公理 系统 ， 如 欧 氏 种 罗 
氏 几 何 的 公理 系统 ， 大 部 分 公理 系统 并 不 具有 完备 性 ， 如 绝对 
几何 、 拒 扑 空 间 等 公理 系统 。 这 种 不 完备 的 系统 更 具有 重要 意 
义 ， 央 为 以 它 为 基础 可 以 派生 出 许多 新 的 空间 ， 证 明 公 理 系统 
的 守备 性 是 证 明 它 的 所 有 模型 都 回 构 ， 通 俗 地 说 ， 如 果 同 一 公 
理 系 统 可 以 作 不 同 的 解释 ， 即 具有 不 同 的 模 迎 ， 两 这 些 模 型 
蜂 ， 对 用 原始 概念 或 定义 过 的 概念 来 陈述 的 任何 命题 ， 也 必 相 
应 地 作 种 种 解释 ， 而 对 任 一 伪 古 的 解释 真 则 则 真 。 假 则 同 假 ， 
成 一 -对 应 ， 册 这 一 公理 系统 吏 是 完备 的 。 反 之 ， 如 果 对 党 个 


+ 425 > 


命题 的 不 同和 解释 有 真有 假 ， 则 公理 系统 就 不 完备 。 例 如 绝对 几 
何 公 理 系 统 ， 因 为 所 有 的 欧 氏 几何 和 罗氏 几何 的 模型 也 都 是 绝 
对 几何 模型 ， 但 对 于 “三 角形 内 角 和 ” 命 古 来 说 ， 有 的 是 “二 
直 和 角 >” 有 的 “小 于 二 直 前 ”， 即 有 真有 假 ， 因 此 这 会 理 系 统 是 
不 完备 的 。 


三 *#W j z 


用 公理 方法 建立 几何 学 系统 时 都 要 经 过 四 个 步骤 ， 

(1) 原始 概念 的 列举 ， 

(Z) ERRA, 

(3) 心理 的 报 述 ; 

(4) 定理 的 叙述 和 证 有 明 ， 

用 公理 方法 建立 的 几何 学 是 由 原始 概念 ,定义 ,公理 和 定理 
按 着 逻辑 关系 有 次 序 的 排列 起 来 的 命题 系统 一 逻辑 结构 ， 公 
理 是 该 几何 学 的 基础 ， 本 章 所 建立 的 欧 氏 平面 几何 学 和 罗氏 平 
面包 和 何 学 者 是 如 此 ， 

原始 概念 以 及 由 它们 定义 出 来 的 一 系列 慨 念 都 叫做 几何 元 
素 或 几何 图 形 ， 它 们 可 以 是 任何 的 “ 物 ”， 只 要 它们 之 间 的 相 
互 关系 满足 一 定 的 公理 系统 的 要 求 就 行 。 满 足 公理 系统 的 几何 
元 素 的 集合 通常 也 叫做 几何 空间 ， 如 了 欧 氏 二 维 空间、 三 维 空 
间 ， 罗 氏 空间 等 等 ， 几 何 图 形 是 它们 的 子 空间 。 用 公理 法 建立 
的 几何 空间 是 抽象 空间 ， 这 样 的 几何 学 更 具有 应 用 的 广泛 性 ， 

原始 元 素 没 有 定义 ， 它 们 可 以 是 满足 一 公理 系统 的 任何 
4“ 物 ”， 每 一 个 这 样 的 具体 的 物 ， 是 该 公理 系统 的 一 个 具体 解 
释 ， 或 称 为 该 几何 学 的 一 个 模型 ,如 把 欧 氏 几 和 铅 中 的 直线 解 天 
为 直 尺 画 出 的 线 ， 桌 子 移 酚 , 拉 紧 的 绳子 ,……， 把 平面 解 大 为 
平整 的 桌面 、 水 平面 ，……， 这 就 是 一 个 物理 模型 .又 如 解析 
几何 中 把 点 看 成 是 有 序 的 数组 ,直线 看 成 是 一 次 方程 ……, 这 是 
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欧 兵 几何 的 另 一 个 模型 ， 即 箭 卡 几 模 型 

同一 种 几 柯 学 ， 例 如 欧 氏 几何 学 ， 可 以 有 不 同形 式 的 公理 
系统 ， 这 是 因为 一 个 公理 系统 中 的 某 些 公理 可 似 用 它们 的 等 价 
节 题 来 取代 ， 从 而 构成 公理 条 文 、 内 容 不 相同 的 公理 系统 ， 伍 
这 些 不 同形 式 的 公理 系统 ， 最 终 只 能 建立 同一 种 蕊 何 空间 。 因 
此 ， 确 定 某 几何 学 的 公理 系统 时 亲 以 有 选择 性 . 

选择 公理 系统 时 ， 除 了 要 具有 某 儿 何 学 的 特性 外 ， 还 有 三 
个 基本 阿 题 ， 即 公理 系统 的 无 矛盾 人性， 每 个 公理 的 独立 性 和 全 
理 系统 的 完备 性 。 每 一 个 公理 系统 都 必须 满足 无 矛盾 性 ， 而 独 
站 性 和 完备 性 不 一 定 都 具备， 如 绩 性 空间 、 扼 扑 空 间 的 公理 系 
统 就 不 其 有 完备 性 .证 明 公理 系统 的 三 个 基本 问题 ， 一 般 采 用 
模型 法 ， 

非 欧 几何 产生 以 前 ， 人 们 斌 为 欧 几 里 得 空间 蚌 唯一 的 ， 近 
代 公 理 法 形成 以 后 ， 说 明 见 何 空间 可 以 有 无 限 铬 。 

欧 几 里 得 在 《几何 康 本 》 中 采用 了 不 严格 的 公理 方法 通常 
叫做 古典 公理 法 ， 有 些 教 材 一 直 使 用 这 种 方法 ， 这 个 方法 不 同 
于 现代 公理 法 ， 它 的 公理 不 完全 ， 原 始 概念 和 许多 性 质 要 依 千 
直观 ， 受 但 观 的 跟 制 。 以 希 尔 伯 特 为 代表 引进 的 现代 公理 法 ， 
陪 离 了 直观 性 的 约束 ， 完 全 从 公理 出 发 ， 用 纯 理 论 的 形式 进行 
罗 岩 推理 来 建立 几何 学 的 迎 辑 结构 ， 这 种 方法 不 仅 适 用 于 用 综 
合法 建立 的 几何 学 。 也 适用 于 上 用 代数 法 和 微分 法 等 所 建立 的 几 
何尝， 而 且 也 适用 其 他 尝 笠 ， 

污 绕 欧 几 里 得 《几何 原本 》 中 第 五 公设 的 研究 ， 推 动 了 非 
欧 几 和 何 的 产生 ， 相 继 出 现 了 罗 巴 切 夫 斯 楚 几 何 学 与 黎 曙 几 和 柯 
学 。 欧 氏 、 罗 氏 、 获 氏 三 种 几何 学 也 分 别 岂 做 抛 物 型 、 双 曲 
型 、 桶 图 型 几 和 柯 学 ,而 且 从 常 曲 率 曲 面 的 内 在 几何 学 来 看 ,也 只 
有 这 三 种 几何 学 。 从 用 公理 法 研究 儿 何 学 来 看 ， 罗 氏 几 何 与 欧 
氏 所 何在 公理 系 统 工 仅仅 相差 一 条 平行 公理 ， 而 黎 氏 几何 学 与 
欧 氏 儿 柯 学 或 罗氏 几何 学 在 公理 系统 上 的 区 别 非 常 大 ， 踪 了 结 
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全 公理 外 ， 其 他 公理 都 或 多 或 少 有 所 差别 。 本 书 已 经 讲 过 ， 在 
欧 几 里 得 平面 上 或 空间 里 可 以 建立 罗氏 几 和 后 和 黎 氏 几何 的 模 
型 ， 例 如 卡 菜 一 一 克 芋 因 模 型 和 球面 模型 ， 因 此 可 知 ， 如 时 这 
些 几 和 何 学 中 有 一 个 正确 ， 山 男 外 的 几何 学 也 正确 ， 

为 了 便于 比较 ， 我 们 把 三 种 几何 学 的 主要 特征 列表 如 下 ， 


~ | 非 欧 儿 里 得 儿 何 学 
— KUL UPTP ' — — 
Ows] URREN, PENRE 
过 直 鲁 外 一 点 | | 
， 只 下 在 一 条 + FARMS 一 条 也 不 存在 
的 不 相交 直线 | | 
三 角形 内 角 和 和 -Fifi f P fU BU 次 于 二 直角 
—. — n o _ _ _ _ _ _ | 
| 
= 5 IJ 18 | ' 
HAAMER SARRE 与 项 余 戒 正 比 
积 与 内 角 和 | 
—— auu 
É 28 k: E 无限 长 | LRE AREETA 


三 种 几何 学 都 是 无 矛盾 的 体系 ， 它 们 都 在 某 一 个 铺面 上 反 
上 了 现实 空间 。 三 种 不 同 的 几何 学 在 一 定 素 件 下 的 统一 ， 正 说 
明 事 物 的 辩证 统一 关系 ， 说 明 三 种 几何 学 同样 正确 ， 
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一 ”重点 和 要 求 


本 章 主要 讨论 玫 何 学 分 类 的 群 论 原则 。 以 及 正 交 、 相 似 、 
仿 射 变换 群 所 对 应 的 几何 学 和 它们 的 基本 性 质 ， 学 习 这 一 章 时 
应 着 重 领 会 ， 

1。 儿 何 变换 的 概 意 ; 

2, JPP RERE R 

3, EXER PRAMS P EB JUD, 

S — 48 Ha ya rj BJ JU ni 3608 E EF3z JU Se t k ik, BE: 
一 编 的 基础 概念 ， 必 须 很 好 理解 ， 才 能 为 以 后 的 学 习 打 下 牢固 
的 基础 。 首 先 要 搞 清 楚 一 般 映 庙 的 定义 ; “AA”, “REY 
及 “一 一 的 ”映射 之 问 的 区 别 ; “但 等 ”、 “省 ”、 “条” 等 
概念 的 意义 。 然 后 深入 了 解 “ 变 换 ” 的 概念 以 及 它 与 “映射 ” 
的 关系 。 要 多 联 式 一 些 具 体例 子 来 学 习 ， 而 且 在 学 习 本 章 和 下 
两 章 具 体 变 换 时 ， 要 不 汤 复 习 和 巩固 “变换 ”的 概念 ， 

第 二 个 重 氮 中 的 “元 何 学 分 类 的 群 论 原则” 就 是 克 革 固 的 
观 扣 ， 它 是 本 编 所 要 介绍 的 中 心愿 想 ， 是 黄 穿 在 各 章 里 的 主 
线 ， 首先 伙 理解 好 变换 群 的 概念 ， 忆 及 变换 群 的 不 变性 质 和 不 
变量 ， 然 后 再 对 几何 学 分 类 的 群 论 原则 有 一 个 大 体 的 认识 ， 以 
便 带 着 这 种 观感 汉学 习 以 后 要 讲 的 各 种 具体 变换 群 和 它们 的 坊 
何 学 。 学 习 这 部 分 内 容 ， 开 始 一 定 会 感到 很 抽象 ， 不 得 要 领 ， 
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括 的 认识 ， 待 学 完 以 下 要 讲 的 正 变 、 相 似 、 仿 射 、 射 影 变换 群 
及 它们 对 应 的 几何 学 之 后 、 就 会 逐步 地 体会 到 这 一 原则 的 实 
质 ， 最 后 全 面 学 担 它 ， 因 此 ， 在 这 里 不 要 求 读 者 一 下 子 就 掌握 
得 很 好 ， 

第 三 个 重点 是 讨论 尝 样 用 群 论 源 则 对 欧 氏 几何、 相 羽 几何 
利 入 射 几何 纵 以 分 类 的 ， 它 们 的 主要 特征 是 慎 么 。 读者 如 时 时 
间 紧 可 对 相似 变换 群 和 它 的 几何 以 及 各 变换 在 作 图 上 的 应 用 作 
一 般 的 了 解 ， 担 要 很 好 地 了 解 正 交 、 仿 射 变换 群 及 解析 表示 ， 
了 解 它们 之 间 的 关系 ， 特 别 对 它们 的 基本 不 变性 质 和 不 变量 有 
个 基本 的 掌握 ， 这 在 以 下 各 章 都 要 用 到 ， 


二 内 容 分 析 


1 变换 和 变换 群 的 概念 

(1) 上 映射 和 变换 

几何 变换 是 委 究 儿 何 学 的 基本 方法 。 变 换 的 思想 是 客观 事 
物 的 运动 的 反 跨 。 实际 上 ， 在 初等 才 何 中 运用 几何 变换 解决 各 
类 问题 的 例子 已 经 是 举 不 胜 举 了 ， 只 不 过 是 没有 在 这 方面 加 以 
系统 整理 就 是 了 。 一 个 最 简单 的 例子 是 ， 在 比较 图 形 的 大 小 
时 ， 要 不 可 避免 地 运用 “运动 ”的 概念 。 比 方 说 ， 要 比较 两 个 
线段 的 大小， 就 是 通过 把 一 个 线段 “运动 ”到 另 一 个 线段 上 去 
来 进行 比较 的 。 这 里 的 “运动 ”， 其 实 不 是 我 们 所 说 的 正 交 变 
换 。 对 于 角 和 三 角形 天 小 的 比较 ， 甚 至 对 于 更 一 般 的 儿 何 图 形 
的 比较 ， 也 都 是 借助 于 运动 来 进行 的 ， 或 者 更 一 般 地 说 是 各 勋 
于 某 种 几何 变换 来 进行 的 。 把 形形色色 的 具体 变换 汇集 在 一 起 
加 以 抽象 ， 便 得 到 最 一 般 的 几何 变换 的 概念 ， 

为 了 和 弄 济 几何 变换 的 概念 。 我们 应 首先 了 解 一 般 集 合 之 间 
的 映射 的 概念 和 它 的 基本 性 奈 。 


. 学 下 站 + 


集合 间 的 映射， 是 数学 分 析 中 的 函数 概念 的 一 般 化 。 美 际 
上 ， 了 页 射 的 概念 更 为 原始 ， 有 了 它 ， 可 以 把 函数 概念 刻 划 得 更 
清楚 、 深 刻 . 

变换 是 集合 间 蜡 射 的 特殊 情形 ， 它 是 一 个 集合 到 它 目 另 上 
的 一 个 一 一 上 映射， 而 几何 变换 则 是 集合 的 变换 的 特殊 情形 。 我 
们 把 图 形 (包括 平面 和 空间 》 看 成 是 点 染 合 ， 因 此 ， 图 形 间 的 
配 射 就 是 点 集合 间 的 申 射 ， 在 几何 中 ， 我 们 所 关心 的 主要 是 平 
E (RZD 到 它 目 身 上 的 变换 . 

当然 ， 我 们 在 初等 几何 中 所 说 的 变换 ,是 指 其 体 图 形 间 的 
一 种 对 应 关系 。 研 究 上 县 体 图 形 间 的 变换 固然 是 十 分 重要 的 ， 事 
实 上 ， 我 们 在 初等 几何 中 ， 兴 趣 也 往往 是 售 中 在 具体 图 形 之 间 
的 变换 上 。 比 方 说 ， 对 于 两 个 成 位 似 的 三 角形 ， 我 们 比较 感 兴 
趣 的 是 这 两 个 三 骨 形 是 如 何 对 应 的 ， 诸 如 这 黄 个 三 角形 的 位 置 
和 大 小 关系 ， 对 应 点 、 对 应 角 和 对 应 边 之 间 的 关系 等 等 ， 面 对 
于 尘 角 形 以 外 的 情形 ， 就 不 那么 关心 了 但是， 作为 一 个 变 
措 ， 我 们 总 是 把 它 定 义 在 整个 平面 (或 空间 〉 上 上 ， 让 整个 平面 
上 《或 空间 》 的 点 都 经 历 这 一 变换 , 这 样 才 有 普遍 意义 , 它 适用 
于 平面 上 的 所 有 图 形 ， 当 然 也 适用 于 所 要 研究 的 具体 图 形 ， 即 
把 全 平面 (或 空间 }) 的 变换 限制 到 具体 的 图 形 上 去 考虑 。 例 如 ， 
当 我 们 要 考察 圆 向 着 一 个 直径 的 压缩 的 性 质 的 时 候 ， 就 选择 这 
个 直径 所 在 的 直线 为 压 久 轴 ， 对 整个 平面 进行 压缩 ， 写 出 这 个 
压 瘦 的 变换 公式 (HS, ERRERA) 。 这 时 ， 我 们 就 
会 看 出 这 个 因 变 成 椭圆 ， 面 且 这 种 对 应 关系 是 通过 平面 的 压 争 
来 实现 的 。 因 此 ， 考 察 整 个 平面 (或 空间 ) 的 变换 ， 比 单独 考察 
省 别 图 形 的 变 摸 更 可 取 ， 它 不 仅 反 庙 了 图 形 的 变换 ， 世 反映 了 
图 灌 周 围 的 变化 情 阅 。 闪 其 重要 的 是 ， 这 样 可 以 篮 有效 地 讨论 
变换 的 性 质 ， 走 而 ， 反 过 来 又 反 了 映 了 图 形 的 性质 。 

(2) ÆHF 

两 个 变换 依次 施行 的 结果 还 是 一 个 变换 ， 这 样 页 可 以 规定 
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ERARE, VF kE E D UAR, 才 有 可 能 使 得 平面 (或 空 
ED 的 所 有 变 执 构成 一 个 群 . 这 是 平面 〈 或 空间 ) 的 最 一 般 的 
谈 换 群 ， 而 坟 后 所 讨论 的 那些 具体 的 变换 群 ， 都 是 它 的 子 群 . 

变换 的 集合 依 变 换 乘 法 构成 群 是 十 分 重要 的 。 因 为 在 空间 
中 我 们 规定 两 个 图 俏 是 “等 价 ” 的 ， 如 果 在 给 定 的 攻 中 存在 一 
个 变换 ， 七 把 一 个 图 展 变 成 男 一 个 图 形 ， 由 于 群 的 基本 性 质 才 
使 这 个 “等 价 ” 关 系 成 为 其 正 的 等 价 关 系 。 如 果 我 们 讨论 的 是 
正 交 变换 群 ， 这 个 “等 价 ” 就 是 “相等 ”或 “合同 ”; 如 果 讨 
论 的 是 相似 变换 ， 那 么 这 个 “等 价 ” 就 是 “ 相 似 ? ， 试 想 ， 
如 寺 上 面 规 定 的 “等 价 ” 不 是 等 价 关 系 ， 这 种 等 价 有 什么 意义 
w? 

AT ERRE 2, SA BJ IME IH JL 269 RMT. < 
个 党 则 使 得 几何 学 的 分 类 问题 有 所 遵循 ， 而 且 指 水 了 各 种 几何 
之 间 的 联系 与 区 别 ， 

在 一 般 性 地 讨论 了 变换 和 变换 群 以 后 ， 自 然 应 该 深 入 地 讨 
论 一 些 具体 的 变换 群 以 及 它们 所 属 的 几何 ， 

2 .几何 学 分 类 的 群 论 原则 

平面 (或 空间 ?的 所 有 变换 的 集合 ， 在 变换 的 乘法 之 下 构成 
和 群 这 一 事实 ， 对 于 几何 学 的 发 展 具 有 根本 的 意义 。 因 为 对 于 一 
些 儿 何 性 质 的 深刻 认识 。 是 通过 对 于 和 这 个 性 质 有 关 的 变换 群 
的 研究 而 获得 的 ， 这 说 明 我 们 为 什么 要 致力 于 变换 和 群 的 讨论 ， 
克 莱 六 的 观点 的 局 明之 处 怠 在 于 他 利用 几 傈 学 的 群 论 原 贴 ， 把 
几何 学 进行 了 分 类 。 依 着 他 的 见解 ， 有 一 个 变换 群 ， 便 有 一 个 
属于 它 的 几何 学 ， 

概括 地 说 ， 克 莱 因 的 群 论 原则 束 是 : 某 一 空 刘 上 的 几何 学 
是 研究 平面 该 空间 上 的 某 一 变换 群 下 图 形 的 不 变性 质 和 不 变量 
的 ， 这 些 不 变性 质 和 不 变量 统称 该 儿 何 学 的 几何 性 质 。 例 如 度 
RER., PAER, HEERS S, EIET KIL A R 
#F, BERELE JLM TER R A Bl A AJL ERRA, EEN 
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同 ， 图 形 的 不 变性 质 和 不 变量 也 不 同 ， 从 而 产生 了 不 同 的 几何 
学 ， 遂 过 变换 群 的 从 属 关系 ， 可 以 研究 各 种 几何 学 的 从 属 关 
系 ， 即 所 谓 子 群 的 几何 。 于 是 ， 天 面 上 看 来 混 清 不 清 的 欧 氏 几 
何 、 念 射 几何 和 射影 几何 ， 通 过 变换 群 可 以 使 它们 严格 区 分 开 
来 ， 并 且 搞 清 了 它们 的 从 属 关系 ， 最 终 统 一 在 射影 变换 群 之 
F, 

TE RRJ AS RE, KRYFJA, METE 
个 数学 都 产生 了 臣 大 的 影响 .这 可 以 由 拓扑 学 的 发 展 来 说 明 ， 
拓扑 学 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 ， 它 是 研究 量 一 般 的 拓扑 空 
间 在 拓扑 变换 之 下 不 变性 质 和 不 变量 前 学 科 。 所 谓 拓扑 空间 是 
这 样 的 集合 ,在 它 里 面 可 以 谈 点 的 邻近 性 。 所 谓 拓 扑 变 换 是 正 
道 两 方面 都 连续 的 变换 ， 所 亩 连续 ， 直 观 地 说 就 是 当 点 的 变动 
很 微小 时 ， 象 点 的 变动 也 很 徽 小。 容易 看 出 一 个 拓扑 空间 的 所 
有 拓扑 变换 的 集合 构成 一 个 税 ， 而 拓扑 学 正 是 拓扑 变换 群 下 的 
一 种 几何 ， 

3， 正 交 变 换 群 和 欧 氏 几何 

平 钼 上 的 正 交 变换 是 最 简单 的 一 类 几何 变换 ， 它 是 现实 世 
界 中 物体 位 移 的 抽象 ， 它 的 基本 特征 是 保持 任意 两 点 间距 离 不 
变 。 因 此 ， 两 点 间 的 距离 是 正 交 变换 群 的 基本 不 变量 ， 其 他 的 
不 变量 都 是 由 它 派生 出 来 的 ， 

我 们 知道 ， 在 综合 所 何 里 有 一 组 公理 ， 间 作 运 动 公理 ， 利 
用 运动 公理 可 以 推出 平面 前 所 有 运动 《广义 的 ， 即 包括 直线 反 
射 ) 无 非 是 平移 、 旋 转 和 轴 对 称 〈 直 线 反 射 ) 这 些 特殊 运动 前 
合成 ， 其 实 ， 运 动 赚 念 已 经 不 是 通常 所 说 的 位 移 了 ， 面 为 直线 
反射 不 能 通过 位 移 求 实现 ， 

通过 -一 系列 正 交 变换 件 质 的 讨论 ， 将 会 明确 正 交 变换 和 运 
动 的 关系 ， 

正 交 变换 保持 距离 和 角 虚 不 变 。 因 此 ， 它 必然 把 直角 坐标 
系 变 成 直角 坐标 系 , 而 且 经 过 正 交 变换 后 , 任意 一 点 的 象 点 在 新 


+» 433 » 


TREERE RPR., GTER AE JE 3 B 55 bt 38 rj É$ 
坐标 。 利 用 这 个 重要 的 事实 并 借助 于 坐标 变换 公式 ， 可 得 到 正 
交 变 换 的 坐标 表示 ， 我 们 正 是 利用 这 个 誉 标 表 示 得 到 任 妃 正 交 
变换 稍 可 表示 为 平移 、 旋 转 ， 有 时 还 要 加 工 一 个 直线 反射 的 积 
这 一 基本 事实 。 从 而 ， 得 到 正 交 变换 就 是 运动 这 个 结论 。 

我 们 在 本 章 里 主要 是 用 解析 法 讨论 正 交 变换 ， 但 是 也 本 以 
用 综合 法 讨论 ， 在 处 理 一 些 具 性 问题 的 时 候 ， 往 往 用 综合 法 很 
篇 便 . 例如 ， 在 证 明 任意 一 个 坐标 变换 都 是 一 系列 直线 反射 的 
积 这 一 事实 时 ， 综 合法 就 显得 特别 简单 。 因此， 不 必 掀 泥 于 一 
种 方法 ， 方 法 的 选择 要 以 处 理 问 古 方便 为 准则 。 解 析 法 也 有 好 
处 ， 那 就 是 他 便于 推广 到 高 维 空 沿 上 去 . 

MIRRE GEZ) 几何 ， 就 是 正 交 变换 群 下 的 几何 H 
i KE GEZ) 几何 所 讨论 的 是 那些 在 正 交 变换 下 不 变 的 性 
质 和 不 蛮 的 量 ， 

平移 ， 旋 转 和 直线 反射 在 解决 初等 多 何 的 作 图 问题 方面 是 
很 有 用 的 ， 读 者 可 通过 例题 和 习题 去 掌握 它们 ， 

4 相似 变换 和 相似 几何 

恕 果 说 正 交 亚 换 只 是 反映 了 物体 的 位 移 ， 那 么 相似 变换 则 
反 蜡 了 物体 的 最 简单 的 形变 ， 它 使 图 形成 比例 地 扩大 或 缩小 ， 

相似 变换 不 再 保 竺 两 点 间 的 距离 不 变 ， 相 似 变 换 的 特征 是 
对 应 线段 的 比 是 定 值 ， 由 此 可 见 ， 正 交 变 换 是 相似 变换 的 特殊 
情形 ， 它 是 相 忆 比 为 1 的 相似 变换 ， 

平面 (或 空间 ) 的 所 有 相似 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 即 平 
面 (或 空间 ) 的 相似 变换 群 ， 正 交谈 换 群 则 是 它 的 一 个 子 群 。 

相似 变换 群 所 属 的 几何 惑 是 欧 氏 (相似) 几何， 它 和 欧 氏 
CEO 几何 的 其 吊 在 于 欧 氏 《相似 ) 几何 中 不 讨论 长 度 理 论 
和 面积 理论 ， 

位 似 变换 是 相似 变换 的 一 个 特例 ， 这 是 一 种 常见 的 重要 变 
换 。 实际 上 ， 和 尾 剖 一 全 相似 变换 都 可 表示 为 一 个 位 似 变 换 和 一 
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个 运动 的 积 ， 利 用 这 个 相似 变换 的 分 解 ， 很 容易 得 到 相似 变换 
的 坐标 表示 ， 

”利用 相似 变换 ， 特 别 是 位 似 变换 ， 人 解决 初等 几何 中 的 一 些 
问题 是 很 方便 的 ， 关 于 这 方面 请 参看 例题 和 习题 。 

5 仿 射 变换 和 仿 射 几何 

正 交 变 换 和 相似 变换 有 两 个 共同 的 特点 ， 即 它们 都 把 共 线 
的 三 点 变 成 共 线 的 三 点 ， 并 且 保 持 简单 比 不 变 ， 把 这 两 个 特点 
抽象 出 来 ， 便 得 到 平面 〈 或 空间 ) 上 的 仿 射 变换 的 概念 ， 线 段 
的 篇 单 比 是 仿 射 变换 的 基本 不 变量 ， 

优 射 变换 和 正 交 变换 、 相 似 变换 一 样 ， 把 直 缓 变 成 直线 ， 
保持 直线 间 的 平行 性 。 但 是 仿 射 变换 要 改变 商 直 线 间 的 实 角 ， 
一 个 直角 坐标 系 经 过 优 射 变换 后 ， 一 般 地 不 再 是 实 角 坐标 系 
了 ， 因 此， 直角 坐标 系 在 研究 优 射 变换 时 ， 并 没有 什么 特殊 的 
ik., TE., RADIER. R MEZER, {h 
射 变换 把 仿 射 坐标 系 变 成 仿 射 坐 标 累 ， 并 且 任意 一 点 在 原 坐 标 
系 的 坐标 和 它 的 象 点 在 新 坐标 系 的 坐标 相同 。 因 此 ， 仿 射 变 铭 
由 它 对 优 射 坐标 系 的 作用 所 完全 决定 。 因 为 仿 射 坐标 系 由 原点 
和 各 坐标 轴 上 的 单位 点 所 决定 ， 如 1 一 个 平面 的 伪 射 变换 由 不 共 
线 的 三 点 和 它们 的 对 应 点 所 完全 决定 ， 

借助 于 念 射 变换 对 于 仿 射 坐标 系 的 作用 ， 得 到 仿 射 变换 的 
坐标 表示 。 

平面 (或 空间 ) 念 射 变换 的 全 体形 成 一 个 变 独 群 ， 即 平面 
(或 空间 ) 的 仿 射 变换 群 。 相 似 变换 群 和 正 交 变换 群 是 它 的 于 
群 ， 它 还 有 一 些 重要 的 子 群 ， 如 保持 原点 不 动 的 中 心 优 射 变换 
群 ， 保 持 面积 不 变 的 等 积 优 射 变换 群 等 等 。 仿 射 变换 群 的 所 属 
几何 就 是 仿 射 几何 . 

在 仿 射 变换 中 ， 还 有 一 类 特殊 的 变换 ， 即 向着 直线 的 讨 
缩 ， 它 是 一 种 常见 的 仿 躺 变换 ， 它 的 作用 有 点 象 相似 变换 中 的 
位 似 ， 
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我 们 在 定 尺 仿 射 变换 时 ， 采 几 的 是 纯 皮 何 的 方式 ， 直 到 研 
究 了 优 射 变换 简单 性质 以 后 ， 才 导出 了 仿 射 变 拘 的 坐标 表示 ， 
正 变 变换 和 舱 似 变换 也 是 这 样 丸 理 的 。 其 实 ， 我 们 也 可 以 从 仿 
射 变换 的 坐标 表示 出 发 ， 定 义 仿 射 变换 ， 即 仿 射 变换 是 由 公式 
xX” =aux + ayta, 
ly —quxX + any + G 
ESHER, EHA -autinada HARTARA 5 UE 
H] 5 n H sk 2k K 2. HARRERA ë ERE, j 
引 ， 这 样 吓 尺 的 变换 就 是 以 前 用 玫 柯 方式 定 愉 的 仿 射 变换 ， 骨 
纯 代 数 方式 定 尽 的 优 轴 变换 ， 诗 论 问题 简捷 方便 ， 当 然 ， 它 未 
如 用 钝 几何 方式 定义 直观 ， 
6. 仿 射 空间 
这 一 部 分 内 容 是 补充 性 质 的 ， 主 要 的 是 介绍 仿 射 空 间 ， 肯 
的 是 使 读者 进一步 好 理解 仿 射 变换 . 
首先 给 定 一 个 靖 维 出 量 空间 Y" ， 设 4 "是 一 个 集 人 台 ， 它 的 
HAURA. H PC、R…… 示 示 ， 如 果 4" 满 足下 列 四 条 从 
H, CAM ge n Ei E a. 
(1) 4 和 中 的 任意 一 对 点 (P,@) 对 应 V" 中 的 一 个 襄 量 ， 
这 个 向 量 叫做 PQ , 
(2) A' 中 的 每 个 点 PHAY PARETE vY A' 
的 一 全 版 怠 ， 使 得 PQ = u, 
(3) PQ = 0 HP =Q, 
(4) WÈ P.Q.R 是 4A" 的 任意 三 点 ， 则 
一 一 > -一 > — 
PQ + QR = PR 
当 n=2 HJ, bz V 是 欧 氏 平面 上 所 有 向 量 构 成 的 线性 空 
BI, AEP BL F BB H RRE, 令 4 的 两 后 P.@ 对 应 Y 的 
以 P 为 内 成 只 为 终点 的 向 量 PQO, EX PEA’, v € V2, XT 
KHAO, HE PO -v, AARE A" 满足 上 面 四 条 公理 ， 因 
iE Æ 3 ES EH, BMHS EE., aE, ANEKDOTE 


~ jjo 


RSRK ICO IS 5k Y — F b PE 8, IB: ba E J3F0F45S Æ hk zj FB 
E, 

由 这 些 公 理 可 直接 得 到 下 列 事实 ， 

(1) PQ 由 卫 和 8 所 唯一 确定 

ORKE, 假定 v = = PQ 和 @ = PQ 由 公理 (45 M (3) 
得 PO + + QP = u + @ = PP - 0. 因此 ， OP - -也 ,但 是 ， 
pO + QP =e@+(- u) = 0, Kou, 

由 此 也 得 到 PQ = = QF. 

(2) PEA" 和 w EV 唯一 决定 QE A' ,使 得 PQ =u. 

FKE BE PQ = = u, HAHA), PO + OR = PR, 
u+ QR = u, TE, QR = 0, RAHAM (3), Q =R, 

RER TABERI EER, 

在 生 中 任 选 一 反 D， 称 它 为 原 点 ， 对 于 任意 一 点 卫 ， 设 
OP = Y, 选 定 "的 一 个 基诺 fei， nr ,如果 了 xie + 

.+ Xa Cs, 则 称 (x1,…,x.) 为 了 的 华 标 。 特别 是 ， 原 点 0 BS 
宗 是 (0,… 0), v HW P Pr Bp] E, BA 4A" 的 每 个 点 恰 有 
一 个 位 置 问 量 ， 而 ”的 每 个 癌 量 恰 为 一 个 点 的 位 置 向 量 。 这 
样 ，A" 的 尽 和 V" 的 向 量 是 一 一 对 应 的 ， 

我 们 把 50 sei … e JMA A B — eR ERR, 
ERAI AIHER FE SERR RHE, 

EHA EE PI EA m Bi SR PERSEA K 2. CEARA H 
概念 的 推广 ， 设 5 EV Aem PET ER, XPT A 的 任意 图 
定点 已 ， 于 集 

e" = (QA, PQ CS") 
BH RA RYM P VA H S" 38 E BJ m šE SR ER, m =2 有 时， 时 miT 
m. m=14f, a! 叫做 直线 。 显 然 m =0 时 ，m 是 一 个 点 。 可 以 
证 明 ， 一 个 线性 艇 a" 由 唯一 的 一 个 S" 所 确定 : 由 同一 子 空 间 确 
定 的 不 同 的 线性 签 没有 公共 点 ， 内 此 汀 做 平行 的 ， 
FHEITH, 
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A"#J H PB T EF o , 媳 果 对 于 尾 世 点 P= (xi, X.) 
与 它 的 象 o(P)=P' = (x, x,” ) 之 间 的 关系 由 公式 


x = ua, x +a, i=1,2,". B 


Hü E, HP la., Anxa IERE, 

容易 验证 ， 态 ”的 所 有 仿 射 变换 的 集合 构成 一 个 群 ， 即 仿 
射 变换 群 ， 

可 以 和 禁 仿 射 室 夯 里 讨论 在 解析 几何 中 那些 和 度量 无 关 的 几 
和 何 问题 ， 如 线段 ， 简 单 比 ， 平 行 性 ， 等 等 。 我 们 把 在 仿 射 变换 
下 保持 不 变 的 几何 性 质 叫 获 仿 射 性 质 ， 所 谓 仿 射 包 和 何 就 是 研究 
仿 射 性 质 的 几何 。 可 以 证 明 线 有 段 的 简单 比 是 伪 射 性 质 。 关 于 这 
些 就 不 详细 讨论 了 ， 

最 后 ， 上 顺便 提 一 提 , 如 果 在 线性 空间 VY' 中 给 定 一 个 内 穆 ， 
那么 这 时 仿 射 空 间 A" 便 成 为 欧 氏 空间 。 这 样 ， 就 可 以 把 通常 
的 欧 氏 平面 (或 空间 》 推广 到 一 般 的 产 维 欧 氏 空间 。 


= 本 章 小 结 


1 正 交 变换 
平移 公式 
X = x + ü, 
ly =y+b, 
旋转 公式 
x =x cos g&g— ysin # 
ly : X sin g€ + y cos a 
一 般 公式 
X= y+ a 
ly = dxX+ Any + G; 


其 中 
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Mi Gi: 
4 -( 21 a2 ) 
是 正 交 矩阵 。 
2 ”相似 变换 
位 似 变 换 公 式 
l x” = kx 
y = ky 
RH HERRAR 
| x” =k(onx- ay) +a 
y Ednx Fü22y) + G2 


Gu Mz 
(。 an) 
EEEF. 
3 HSIEH 
中 心 优 射 变换 会 式 
{ X = G:iiX + dy 
yi = Gpb4X + Qy 


其 中 


其 中 。 A = anaa Maan, 


JE MAk 
x = ax 
' y = by 
RFI ERAN 


l X GX + (zV -tt 


y! = an% + any + 0 


Hrt, A =-anas - aat), 如果 A =1, MRA ZHI I E 
M, 


+ f33 p» 


从 以 上 这 些 公式 可 以 看 出 ， 仿 射 变 换 的 会 式 是 最 一 般 的 ， 
它 是 线性 的 ， 际 了 A 关 0 以 外 ， 不 加 任何 要 求 ， 如 果 它 的 系数 
阵 是 正 交 和 矩阵， 那么 它 是 正 交 变换 ， 如 果 系 数 阵 是 一 个 常数 五 
和 正 交 和 什 阵 的 积 ， 那 么 它 是 相似 变换 ， 


. {d0 s. 


BETE ”射影 变换 群 与 射影 
几何 学 习 指 守 


一 ”重点 和 要 求 


本 章 是 学 习 这 一 编 “ 几 何 学 与 变换 群 ” 的 重点 部 分 。 它 以 
到 莱 因 的 和 群 论 原则 为 指导 ， 计 论 一 维 空 间 (好 平面 》 里 的 射影 
有 几何， 介绍 射影 变换 群 及 其 对 应 的 射影 几何 的 基本 理论 和 方 
法 ， 

学 习 本 章 时 ， 要 抓 住 以 下 由 个 重 上 后 ， 

1]。 抱 广 平面 的 必要 性 和 方法 ， 对 偶 原 理 和 齐 次 坐标 。 

2 二 维 射影 几 和 何 《 即 平面 上 的 射影 志和 何 》 的 基本 理论 和 


3 ”射影 变换 的 代数 表示 ， 

4 用 群 的 严 点 说 明 欧 氏 才 和 何 ， 优 射 几何 和 射影 才 何 的 区 
别 与 联系 .。 

第 一 个 重点 ， 首 先 搞 清 改 造 欧 氏 平面 的 必要 性 以 及 射影 平 
E (GRAW SKREE CX BL) 的 区 唱 与 联系 。 其 次 要 了 
解 为 什么 和 笃 样 引进 齐 次 坐标 ， 怎 样 用 齐 次 伐 标 表示 4 共 点 ?”、 
“ 共 钱 ”等 基本 关系 ， 以 及 点 坐标 和 直线 坐标 的 关系 。 最 后 要 
了 艇 对偶 兰 理 的 内 容 和 作用 ， 因 为 射影 几何 里 几乎 到 处 都 使 用 
对 偶 源 理 ， 熟 悉 了 它 就 会 收 到 事半功倍 的 效果 ， 

第 二 个 重点 ， 首 先 要 抓 住 点 列 MAR WERE 
概念 及 交 比 的 妊 奈 和 和 它 的 成 用 ， 景 后 在 交 比 的 基础 上 问 悉 学 全 
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四 版 形 和 客人 全 四 线形 的 调和 性 质 和 应 用 .其 次 要 了 解 一 维基 本 
形 的 射影 对 座 和 透视 对 应 以 及 它们 的 相互 关系 ， 从 而 进一步 从 
担 一 维基 本 形 中 重要 的 〈 有 公共 底 ) 一 维 射影 变换 及 其 性质; 
景 后 机 滞 所 平 而 上 的 射影 变换 及 其 性 质 ， 还 要 重点 地 掌握 透视 
变换 ， 因 为 在 射影 变换 中 经 常 希 要 利用 它 来 作 图 . 

第 三 个 重点 是 在 射影 几何 里 引进 了 在 射影 不 变量 一 一 交 比 
基础 上 的 坐标 系 。 目 的 是 用 强 有 力 的 代数 工具 来 研究 几何 图 形 
的 性 质 ， 和 使 形 与 数 更 好 地 结合 。 在 这 里 要 注意 齐 次 坐标 、 非 齐 
次 坐标 的 区 罗 与 联系 ， 以 及 各 种 代数 贿 达 式 的 几何 意义 。 

第 四 个 重点 ， 首 先 要 掌握 所 有 的 身影 变换 构成 群 一 一 射影 
变换 群 .其 次 了 解 射影 变换 群 与 其 子 群 一 - 优 射 变换 群 、 正 交 
变换 群 的 相互 联系 和 区 别 (其 中 尤其 要 掌握 它们 的 主要 不 变性 
项 和 不 变量 。 


= 内 容 分 析 


1 射影 平面 的 结构 、 章 次 坐标 

(1) 关于 射影 平面 

为 了 建立 射影 对 上 应， 改造 欧 几 里 得 平 而 是 十 分 必要 的 。 因 
为 我 们 要 研究 射影 几何 ， 就 冲 要 使 用 中 心 射 影 法 ， 但 根据 欧 氏 
平面 上 的 中 心 射 影 法 ， 点 与 它 的 射影 之 间 不 能 一 一 对 形 ， 为 了 
克服 这 一 缺 陷 ， 我 们 对 欧 氏 窑 间 进行 改造 。 而 这 种 改造 就 是 在 
每 条 直线 上 潍 加 一 个 无 穷 远 点 〈 或 称 非 固有 点 ) £ s SH E 
线 ， 把 欧 氏 平 而 里 每 条 直线 都 添加 一 个 无 穷 远 点 ， 这 些 无 穷 远 
点 就 构成 一 条 无 穷 远 直线 ， 因 此 在 艾 此 有 里 得 平 而 上 添加 一 条 无 
FRAR AFFARE ， 就 构成 射影 平面 ， 

需要 注意 ， 有 穷 元 素 (点 或 直线 ) 和 无 穷 远 元 素 在 射影 几 
何 里 处 于 同样 的 地 位 ，。 因 为 对 于 中 心 射 影 法 ， 有 穷 元 素 可 以 变 
为 无 穷 远 元 素 WESH, Ka LARE AAR EM 
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P.A) ， 而 无 穷 远 元 素 也 可 以 变 为 有 穷 元 素 (如 图 5.1 中 直线 
a L P O AE P 2k a EA). 

RO KO N SS CE S£ BJ SZ FL Sk 2 EK IS B SRB DAA. ERLE 
射影 直线 和 欧 氏 直线 只 差 一 个 无 窃 远 点 ， 其 实 不 仅 形 式 不 同 ， 
直线 的 性 质 也 发 生 了 变化 。 EKRAR LRM AAA A H 
成 射影 直线 ， 而 射影 直线 是 封闭 的 【如 图 5.2 》 。 因 为 对 射影 
直线 来 说 ， 一 个 点 不 能 把 它 分 为 两 部 分 ， 而 对 欧 氏 直线 ， 一 个 
氮 能 把 它 分 为 两 部 分 ， 

由 于 射影 直线 是 封闭 的 ， 所 以 对 于 它 上 面 欧 三 个 点 就 不 能 
确定 哪 一 个 点 在 田 两 个 之 间 。 在 射影 直线 上 为 了 圳 示 点 的 顺序 
关系 ， 不 得 不 引入 新 的 概念 一 一 分 隔 点 对 来 表示 。 当 热钱 束 里 
直线 对 的 顺序 关系 也 需要 用 分 隔 的 概念 来 表示 。 

关于 射影 平面 上 的 顺序 关系 ， 主 槛 是 划分 区 域 的 概念 与 欧 
民 平 面 也 不 同 ， 我 们 知道 一 条 直线 把 欧 氏 平 而 分 为 两 个 区 域 ， 
两 条 直线 把 网 氏 平 面 分 为 四 个 区 域 ， 三 条 不 交 于 同一 点 也 不 平 
行 的 直线 把 欧 氏 平面 分 为 七 个 区 域 : 而 在 射影 平面 上 ， 由 于 射 
影 平 商 的 封闭 性 ， 一 条 射影 直线 并 不 能 把 一 个 射影 平面 分 开 ， 
两 条 出 影 直线 只 能 把 射影 平面 分 为 两 个 区 域 ， 三 条 不 次 于 同一 
点 的 射影 直线 只 能 把 射影 平面 分 为 四 个 区 域 ， 

尽管 射影 平面 与 欧 氏 平 而 不 同 ， 而 我 们 所 要 讨论 的 射影 几 
何 也 是 在 射影 平面 上 进行 的 ， 但 是 我 们 仍然 没有 脱离 欧 氏 几 和 何 
的 范畴 ， 因 为 直面 采用 的 削 次 坐标 、 交 比 等 等 仍然 利用 了 度量 
的 性 质 ， 这 就 是 开头 我 们 提 到 欧 ， 在 欧 氏 妃 何 基础 上 来 研究 射 
y EE DH BU RN. 

为 了 对 射影 平面 有 个 直观 的 认识 ， 我 们 在 这 里 根据 射影 平 
面 的 性 质 ， 人 必 出 射影 平面 的 两 种 模型 。 当 然 射 影 平面 还 有 务 种 
不 同 的 橡 型， 只 于 掌握 其 中 一 种 即 可 。 

(2) FREH 

ii》 由 于 氮 和 直线 概念 的 推广 ， 引 进 无 穷 远 点 和 无 穷 远 
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HR, 333 Sy ERATA RERE AAMER FPF FH 2 
PERHE, JERKER. 

点 的 齐 次 坐标 是 用 不 全 为 零 的 有 序数 组 ， (xuxzyxs) 来 表 
未 ， 一 个 点 的 章 次 华 标 可 以 有 无 穷 多 种 表示 形式 。 有 至 于 并 次 方 
程 和 非 卉 次 方程 之 间 的 转换 ， 愉 慨 用 第 三 个 坐标 分 别 去 除 前 两 
个 堂 标 就 行 了 。 但 应 该 注意 的 是 ， 无 穷 远 所 和 直线 设 有 非 齐 次 
坐标 和 方程 ， 

Gi) 在 射影 几何 里 ， 为 了 充分 利用 对 偶 原 理 及 简 北 论述 
过 程 ， 常 常 同时 使 用 点 坐标 和 线 上 坐标 . 

— A= taa) 的 线 坐 标 方 称 为 

Att + Gol + Aa = Ü 

而 以 流动 坐标 urnu. ua 为 线 举 标的 一 次 方程 
diti + Gy; + CMa = Ü 

表示 一 个 点 ， HAE (aiza), 

(3) XHAM 

对 偶 原 理 在 射 形 几何 里 占有 重要 地 位 ， 因 为 根据 它 可 使 射 
影 几 何 的 研究 收 到 事 半 苇 情 的 效果 。 例 如 研究 了 点 几何 的 一 些 
内 容 ， 根 据 对 个 原型 就 可 以 直 搁 人 掌握 与 它 对 偶 的 线 几 和 何 的 内 
容 ， | 

在 使 用 对 偶 原 理 的 时 候 ， 首 移 必 须 了 解 对 偶 的 元 素 以 及 由 
它们 所 构成 的 对 偶 图 形 。 如 在 平面 上 ， 点 的 对 偶 元 素 是 直线 
《直线 的 对 偶 元 素 是 点 ) ， 而 在 空间 里 ， 点 的 对 侦 元 索 却 是 平 
画 ， 直 线 的 对 偶 元 素 是 直线 ， 只 有 是 对 锡 的 两 个 概念 才能 使 用 
HARE, 当然 ， 在 掌握 对 偶 原 理 内 容 的 基础 上 ， 更 应 侧重 于 
能 败 练 吉 使 用 它 ， 对 于 任何 一 个 届 影 几何 的 命题 ， 要 能 正确 地 
郭 述 出 它 的 对 个 命题 ， 对 于 任意 图 形 ， 村 能 正确 地 表达 并 绘 出 
它 的 对 慢 图 形 ， 

由 于 引进 了 点 举 标 和 直线 坐标 ， 直 钱 在 点 坐标 下 有 方程 ， 
点 在 直线 坐标 下 也 有 方 算 ， 它 刘 有 对 侦 关 系 ， 只 村 研究 一 种 坐 
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标 《〈 如 点 坐标 上 就 可 以 了 。 

(4) 复 射影 平面 

在 这 里 引进 复元 素 ， 有 目的 是 把 射影 平面 拓 广 为 复 射 影 平 
面 。 在 复 射影 平面 上 上， 不仅 消除 了 有 穷 和 无 穷 元 素 的 差别 〈 引 
六 齐 次 坐标 ) ， 而 且 也 消除 了 虚 与 实 的 差别 ， 

运用 非 齐 次 坐标 时 ， 誉 标 为 虚数 ， 元 索 就 是 虚 的 。 而 运用 
齐 次 坐标 时 ， 当 上 坐标 为 虚 数 时 仍 可 表示 实 的 几何 元 素 ; 主要 的 
不 是 看 这 些 坐 标 是 虚 或 实 ， 面 是 册 它 的 比值 来 决定 。 

2 点 列 、 线 束 的 充 比 和 调和 比 

(1) 护 列 和 线束 的 交 比 

由 于 三 个 点 的 简单 比 只 是 仿 射 变换 的 不 变量 ， 不 是 射影 变 
换 的 不 变量 ， 要 定义 射影 变换 就 需 引 进 新 的 概念 一 一 四 点 的 交 
比 。 因 为 它 是 两 个 简单 红 的 比 ， 因 此 交 出 又 电 向 复 比 。 交 比 是 
射影 变换 的 基本 不 变量 ， 在 整个 射影 变换 中 ， 几 乎 处 处 都 要 用 
到 它 ， 因 此 这 一 概念 非常 重要 ， 

这 比值 与 四 点 的 排列 冉 序 有 闫 ,四 个 点 的 排列 顺序 有 24 种 ， 
但 其 中 只 有 6 种 不 同 的 值 ， 其 它 值 都 与 这 65 种 之 一 相同 ` ír 
淹 清 24 种 交 比 中 哪 4 个 是 煌 等 己 及 深入 掌握 交 比 这 一 概念 ， 必 
须 着 重 掌 握 竟 出 的 四 个 重要 性 质 ， 邑 ， 

(i) 基础 点 对 与 分 点 对 变换 ， 交 出 值 不 变 ; 

ii ) 基础 点 对 的 两 个 字母 ， 或 分 点 对 的 两 个 字母 交换 ， 
这 比值 为 原来 的 和 倒数; 

《iiiy 同时 变换 两 个 点 对 的 字母 ， 变 比值 不 变 ! 

(iv) 变 搞 中 间 的 两 个 宇 母 ， 或 两 端的 两 个 字母 ， 实 比值 
等 于 1 减 去 原 有 交 比 值 

偿 有 一 些 特 殊 的 交 比 值 ， 胡 : 

(AB.CA) = co (AB,CB) = 0 
CAB CC)-1 
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(ABCD =</ABC). (ABC D) = (BAD) 
(AB.CD) = (CDA), (A BCD) : (DCB) 

IEF H 8 YF 318 hk BB — w 8 23 u Bi 38 59 i 31), mA 
熟悉 . 

另外 ， 利 用 痰 比 可 以 确定 直线 上 点 的 位 置 。 如 确定 后 列 上 
的 四 个 点 是 否 分 隔 ， 常 由 它们 的 交 比 值 来 确定 。 

关于 线 东 中 四 直线 的 交 比 定义 、 性 质 都 与 四 点 的 交 比 完全 
类 似 ， 只 要 根据 对 侦 关 系 ， 很 容易 推出 ， 

(2) 完全 四 点 形 与 完全 四 线形 的 调和 性 

在 射影 变换 中 ， 除 了 交 比 这 一 概念 外 ， 完 全 由 点 形 与 它 的 
对 偶 图 形 完 全 四 线形 的 概念 也 是 最 重要 的 概念 ， 它 在 射影 几何 
中 也 占有 重要 地 位 。 特 别 是 完全 四 点 形 和 完全 四 线形 与 调和 性 
质 有 关 ， 而 调和 性 质 是 射影 变换 中 一 种 重要 不 变量 ， 

为 此 ， 首 先 槛 和 弄 清楚 完全 四 点 形 和 完全 四 线形 的 定义 以 及 
它们 的 对 侦 关 系 ， 

其 次 ， 完 全 四 点 形 调 和 性 芍 定理 非常 重要 ， 因 为 根据 这 一 
调和 性 质 订 以 给 出 求 已 知 三 点 的 第 四 调和 和 点 的 方法 。 而 在 实际 
应 用 中 ， 用 到 更 多 的 是 它 的 两 个 推论 ， 由 此 可 得 :一 直线 AZ 
上 的 点 对 4，3 与 P，Z 为 调和 共 罗 的 充 要 条 件 是 A, BET 
完全 四 点 形 的 一 对 对 顶点 ，P 与 Z 是 通过 第 三 对 顶点 的 了 丙 条 对 
边 与 直线 AZ 的 交点 《如 图 5.27) , 

关于 完全 四 线形 芍 定 义 及 调和 性 ， 都 是 完全 四 点 形 的 浊 
偶 ， 根 据 对 避 原 理 就 可 以 推出 。 读 者 应 注意 它们 和 叙述 形式 葛 对 
候 性 ， 从 中 逐渐 看 出 对 俩 原 理 的 作用 . 

3 平面 上 的 射影 变换 

(1) 一 维基 本 形 间 的 射影 对 应 定 闵 有 以 下 几 种 : 

(i) 斯 丹 纳 定义 : 如 果 两 个 一 维基 本 形 犁 元 素 之 间 上 成 一 
一 对 应 ， 并 且 任 意 四 对 对 应 元 素 的 变 比 者 相等 ， 则 这 种 对 应 叫 
做 一 维基 本 形 间 的 射影 对 季 。 
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Gi) EWEEN MA-ES 3 间 的 对 应 
元 案 ， 可 以 用 nn 个 一 维基 本 形 (m), Uz.) ARAE, N 
[xz 和 rz 六 Acr， 则 这 两 个 一 维基 本 形成 射影 对 应， 

(iii》 斯 陶 特 定义 ， 两 个 一 维基 本 形 作成 的 一 一 对 应 ， 如 
果 其 中 一 个 图 形 的 每 四 个 调和 元 素 ， 对 应 第 二 个 图 形 的 四 个 调 
和 和 元素， 这 样 的 对 应 叫做 斯 网 特 射影 对 应 ， 

这 三 种 定义 的 作用 实际 上 是 相同 的 ， 因 为 它们 都 是 等 价 
的 ， 也 就 是 用 任何 一 个 都 可 以 推 证 出 其 它 两 盾 。 所 以 在 射影 所 
何 里 ， 我 们 采用 哪个 定义 都 可 以 。 

从 上 述 三 种 关于 射影 对 应 的 定义 来 看 ， 显 然 证 明 斯 身 特 的 
定义 中 要 求 的 内 容 比 斯 丹 纳 的 定义 较 少 ， 因 此 斯 网 特 的 定义 是 
放宽 要 求 的 。 另 外 斯 陶 特 定义 具有 更 多 的 几何 性 质 ， 因 为 它 从 
调和 元 素 出 发 ， 可 以 不 用 交 比 《〈 即 与 度量 无 关 》 而 用 完全 四 点 
E. 

(2) 一 维基 本 形成 射影 对 应 及 成 透视 对 应 的 判别 条 
fF: 

(i) 两 个 一 维基 本 形成 射影 对 应 的 条 件 ， 册 三 对 对 应 元 
素 完全 确定 . 

有 了 这 个 定理 ， 使 我 们 在 研究 一 维基 本 形 之 间 的 对 应 关系 
时 ， 内 要 研究 它 的 三 对 对 应 元 素 就 可 以 了 ， 

Gi) 两 个 射影 的 一 维基 本 形成 透视 对 应 的 条 件 ， 它 们 的 
公共 元 素 自 对 应 。 

(Hi) 射影 对 应 与 透视 对 应 的 相互 关系 ， 两 个 一 维基 本 形 
的 射影 对 应 ， 由 两 次 透视 对 应 合成 ， 

(3) 有 公共 底 的 一 维基 本 形 的 射影 变换 ， 

由 于 一 维基 本 形 的 射影 变换 除了 保留 结合 关系 和 交 比 不 变 
外 ， 还 保留 了 顺序 关系 ， 因 此 学 习 有 公共 底 的 一 维基 本 形 射 影 
变换 之 前 必须 明确 以 下 几 点 ， 

(i) 射影 对 应 是 有 序 对 应 ， 
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Gi) 射影 对 应 的 方向 是 同 向 或 反 疝 ! 

(iii) 直线 上 的 点 是 连续 的 。 

在 有 公共 底 的 两 个 不 同 点 列 的 射影 对 应 中 ， 二 重点 有 重要 
的 作用 。 由 于 实 二 重点 不 多 于 两 个 ， 因 此 实 二 重点 可 能 有 两 
个 、 一 个 或 不 存在 ; 根据 二 重点 的 个 数 可 以 把 射影 对 应 分 为 双 
AN, WARRENA. 

EAARRRE RAIRE h r hp. MARR 
椭 辆 型 三 种 ， 而 反 向 点 列 的 射影 对 应 都 是 双 秋 型 的 〔 即 反 向 皮 
列 一 定 有 两 个 二 重点 ) 。 

根据 对 偶 原 理 ， 线 东 也 有 同样 的 结论 . 

CO 平面 上 的 射影 变换 

仿照 一 维基 本 形 射 影 变 换 的 定义 就 可 以 得 到 平面 上 的 射影 
变换 ， 

透视 变换 是 一 种 特殊 的 射影 变换 -一 -对 应 点 连 线 过 定点 
( 迁 视 中 心 ) 。 在 射影 变换 的 作 图 中 ， 经 常 使 用 的 是 透视 轴 和 
透视 中 心 . 

决定 平面 上 射影 变换 的 条 件 : 由 每 三 点 不 共 线 的 四 对 对 应 
点 唯一 决定 ， 

4 射影 变 接 群 的 几何 一 一 射影 几何 及 其 字 群 的 几何 。 

本 节 主 要 肯 的 是 ，( i ) 在 前 几 节 基础 上 对 射影 几何 作 一 小 
结 ; GD 以 克 芋 因 的 群 论 原则 为 工具 ， 把 几何 学 加 以 分 类 并 把 
它们 统一 起 来 ， 从 而 更 好 地 了 解 几 种 变换 群 的 从 属 关系 ， 由 于 
伪 射 变换 群 、 正 交 变 换 群 都 是 射影 变换 群 的 子 群 ， 因 此 最 重要 
的 是 首先 要 掌握 好 射影 变换 群 . 

(1) 首先 从 射影 变换 的 公式 说 明 所 有 射影 变 搞 构成 群 
(HER, HW), 

由 于 我 们 熟悉 欧 氏 有 几何， 因而 在 这 里 使 用 欧 氏 平面 的 一 些 
HE (度量 性 ， 平 行 性 ) ， 导 出 射影 几何 的 某 些 性 质 ， 然 后 经 
过 验证 下定 它们 是 射影 性 质 ， 这 样 学 起 来 便于 接受 。 当然 也 可 
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以 用 纯 射 萌 方 法 〈 如 用 公理 法 ) KELASE UO, 

(2) 几 种 几何 的 相互 关系 ; 

(i) 从 所 属 关 系 上 看 ， 

射影 群 二 仿 射 群 二 相似 群 二 正 况 群 。 

Gi) 从 内 容 上 看 : 
NE JLE CS juff EK GB AD JU ASER E GEF Æ) JL 
i, 

GID AT EHEER JLI, WH SCrF BUH 8 38 ED 
可 ,其 中 最 主要 的 是 搞 清 四 种 几何 的 基本 不 变量 


= Eh 


本 音 主 要 介绍 由 射影 变换 所 构成 的 射影 变换 群 和 它 所 对 应 
的 射影 几何 ; 介绍 了 它们 的 基本 性 质 和 应 用 ;并 在 前 一 章 和 本 
党 的 基础 上 ， 以 克 莱 因 的 群 论 原 刚 为 指导 给 出 了 射影 变换 ， 念 
射 变换 、 相 似 变 换 、 正 交 变 换 的 相互 关系 〈 从 所 属 范围 和 内 容 
两 个 方面 ) ， 用 变换 群 的 观点 统一 了 它们 所 对 上 庶 的 四 种 几何 。 

主要 内 容 概 括 为 ; 

1 射影 平面 的 结构 : 

(1) 无穷 远 元 素 的 引入 

(2) 元 素 的 结合 关系 和 顺序 关系 

(3) AKR (Au M bn 125 AE A) 

(4) SHEFE: HJARTA 

(52 HERM: 对偶 图 形 (部 点 列 和 线束 》 、 对 偶 命 题 
(HH bA E FB 和 对 俑 原理 一 一 二 对 侦 命 题 有 一 个 成 立 另 一 
个 必 有 成立 ， 

2 点 列 和 线 东 的 变 比 和 调和 比 。 

(1) EN: AO EATA APCD S Ik, H 
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(20 ZAHER: 

(i) BRAR G PAR ih. se TE, BHOAB,CD) 
= (CD, AB) | 

Cii) 3£RRUFLLBU DE FS EBE 2 ARUMA FPR YG, Ze 


_ 1 
比值 为 原来 的 倒数 。 即 (CAB.DC) = (AB,CD) 


ciii 同 了 区 和 换 点 对 的 两 个 字母 , 交 比 值 不 谈 , Bp 
(BA, DC) = (DC, BA) = (AB,CD) 

(iv) 2 Ha) PK PS SNS BJP TE Bh EASTA E 
i. BHCOAC, BD) =1- (AB,CD) 

(3) 交 比 的 特殊 值 -一 -调和 比 
当 (AB,CD) = -1F, #RA.B.C DƏ fit3t a, 

《 4) 完全 四 点 形 与 完全 四 线形 的 调和 性 质 ， 

(i) 在 完全 四 点 形 的 对 边 三 点 形 里 ， 每 条 边 上 有 一 组 调 
MAHT 其 中 两 个 点 是 对 边 点 ， 田 两 个 点 是 这 条 边 与 通过 第 
三 个 对 边 成 上 一 对 对 边 的 交点 . 

《ii 》 在 完 全 四 点 形 的 每 条 边 上 上 ， 有 一 组 调和 共 罗 点 ， 其 
中 两 个 点 是 顶 态 ， 另 一 对 点 对 里 ， 一 个 是 对 边 点 ， 另 一 个 点 是 
这 个 这 与 对 边 三 点 形 的 边 的 交点 ， 

3 一 -维基 本 形 的 射影 对 应 

(1) EX: 一 维基 本 形 中 任意 四 对 对 应 元 素 的 变 比 都 相 
等 的 一 一 对 应 ， 岂 数 射影 对 应 。 

2) AIRA: 

CGO MERKA: ¿= C (8-80), 

Gi) 开交 比 判别 ， 保 持 任 意 一 个 交 比 不 变 ， 

( 3) 拟定 射影 变 措 的 条 性 及 分 类 ， 

Ci) 近 定 条 性 ， 由 三 对 对 应 元 考 完 全 确定 ， 
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(ii 》 分 类 ; | 1) 双 曲 型 一 有 两 个 二 重点 
2 》 扫 物 型 一 有 一 个 二 恒 操 ; 
3) 椭 图 型 一 没有 二 重点 ， 

《4) 射影 变换 的 特例 一 一 透视 变换 

(i) 定义 ， 对 应 点 连 钱 过 同一 点 的 射影 变换 。 

(ii ) 决定 条 件 : 公共 元 素 自 对 应 。 

(1) 点 列 变 比 的 代数 表示 : 

(ha — An) (Aa ha) 

(AL 一 da) Aa Ái) 

(2) DSOREHRUICSKOKON 


_ (À As) (À — À) 
(bis bh) = CA) 


(3) 一 维 射影 对 度 的 代数 表示 ， 
žep x = Gu tai 


(AB,CD) = 


da + G; ° 
并 次 至 标 | px: = MXi T aX Qu ĝi? 区 
DX, = 0ni tän: 3 län än 
(4) 一 维 射影 对 应 的 代数 表示 : 
px, — (ii 十 dX + Orawa 
PX: = CaiX1 十 加 232 十 GE23X3 |@;; 170 


DX, = G31X1 T 站 32Wz 十 3353 
5。 由 种 几 知 的 相互 关系 : 
(1) 从 所 属 关 系 上 ， 
HER OHIE TABER DER i 
(2) 从 内 容 上 : 
SPE JLAC IHS LCR CGHED LACRA GE) 几何 
(3) MA LAR ERRI EAH e B, 
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AA 二 次 曲线 的 射影 、 仿 射 、 
度量 性 质 学 习 指 导 


一 ”重点 和 要 求 


本 章 主 要 是 在 前 两 章 的 基础 上 用 统一 的 射影 观点 和 方法 ， 
研究 二 次 曲线 的 射影 . 坊 射 和 度量 性 质 , 认识 它 们 之 章 的 联系 和 
Ry. REFERER, TEAREN. 

学 习 本 章 时 要 抓 住 以 下 三 点 : 

l. ZI ARR SE FE DY; 

2， 二 次 曲 比 的 仿 射 性 质 ; 

3. 二 次 曲线 的 度量 性 质 ， 

第 一 点 ， 学 习 二 次 曲线 的 射影 性 质 时 ， 和 首先 要 明确 二 阶 则 
线 和 二 阶 昌 线 的 定 交 以 及 它们 之 加 的 相互 关系 〈 通 过 马克 劳 林 
定理 给 出 ) ， 其 次， 村 了 解 基本 定理 的 意义 和 作用 ， 即 二 阶 曲 
线 上 任意 二 点 都 可 作为 线束 的 中 心 ， 了 和 解 巴 斯 加 定理 和 布 利安 
桑 定理 约 肉 容 及 其 作用 以 恒 应 用 它 和 解雇 二 次 曲线 的 作 图 问 
是。 还 要 对 于 二 次 电线 的 极点 、 极 线 了 解 它 们 的 相互 关系 及 作 
用 。 景 后 ， 要 明确 二 次 曲线 的 射影 分 类 ， 

秆 二 点 ,学 习 二 次 岗 线 的 仿 射 性 质 时 ,首先 要 痛 请 它 与 射影 
性 质 的 主要 区 别 , 其 次 ,要 了 解 在 坊 射 凡 何 里 二 次 曲线 的 中 心 、 
直径 、 源 近 线 等 的 定义 与 在 欧 氏 上 几何 里 的 乱 义 之 间 的 关系 ,最 
后 ;要 掌 担 二 次 曲线 仿 射 分 类 的 禄 据 以 及 它 与 射影 分 类 的 区 别 ， 

第 三 点 ， 学 习 二 次 曲线 的 度量 性 质 时 ， 首 先 要 明确 如 何 用 
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射影 观点 解释 和 研究 二 次 曲线 的 度量 性 质 ，。 其 次 ， 要 了 解 圆 点 
的 定义 和 性 质 以 及 如 何 利 用 它 来 定义 欧 氏 几何 里 的 角度 .最 
后 ， 要 明确 各 种 一 次 曲线 的 焦点 、 准 线 的 定义 与 极点 、 极 线 的 
关系 。 


二 内 容 人 分析 


1 二 次 曲线 的 射影 质 

(1) 这 里 首先 叙述 如 何 册 两 个 一 级 射影 线 东 构成 二 阶 曲 
线 和 用 两 个 一 次 射影 点 列 构成 二 级 曲线 ， 即 二 阶 曲 线 和 二 组 曲 
RREY. 

二 阶 曲 线 是 由 虚构 成 的 图 形 ， 而 二 级 曲线 是 由 直线 构成 的 
图 形 。 这 里 需要 注意 ， 当 商 个 一 级 钱 东 是 非 透 视 的 射影 线束 
时 ， 它 们 构成 常态 的 二 阶 曲线 ， 当 两 个 钱 东 不 仅 是 射影 的 而 且 
是 透视 的 一 级 钱 东 时 ， 它 们 构成 变态 的 ， 即 分 解 的 二 阶 曲线 ， 

癌 理 ， 根 据 对 偶 原 理由 两 个 非 焉 视 的 一 次 射影 后 列 可 构 
成 常态 的 二 组 曲线 :由 两 个 遗 视 的 一 次 射影 点 列 可 构成 变态 的 
二 级 曲线 ， 

关于 叙述 的 方法 ， 我 们 在 这 里 都 采用 对 外 的 形式 ， 分 写 在 
两 出。 容易 看 由 ， 这 种 氢 述 方法 是 方便 的 ， 有 了 左 侧 的 叙述 之 
后 ， 将 去 人 删 的 词句 加 以 适当 的 改变 就 得 到 石 铀 的 叙述 。 从 这 里 
我 们 可 以 看 出 对 位 原理 的 作用 。 因 此 ， 一 般 说 来 ， 对 偶 的 两 个 
定理 只 证 一 个 ， 另 一 个 必 有 成 立 ， 

(2) 性质 

(i) 二 阶 曲 钱 与 直线 至 多 有 两 个 交点。 

证 明 这 个 性 质 要 从 两 个 方面 进行 。 普 上 先 证 上 明 直 线 s 上 两 个 
一 裕 射 影 点 列 的 二 重点 羡 基 二 阶 曲线 的 点 ， 鞭 将 二 次 点 列 与 直 
#RË s 的 迹 虚 天 也 是 上 两 个 一 次 射影 点 列 的 二 重点 ， 即 证 明 充 
ER. 
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CiD 构成 一 阶 曲线 的 一 级 射影 线束 中 心 世 是 二 阶 曲 线 的 
点 ， 而 且 在 这 两 点 有 切线 存在 ， 

不 难看 出 ， 这 里 所 说 的 切线 ， 与 数学 分 析 中 曲线 的 切线 有 
辣 翌 意义 ， 即 曲线 的 切线 是 割 线 的 极限 位 置 ， 

关于 二 级 曲线 的 性 质 根据 对 偶 原 理 同 样 可 以 得 
H. 

(3) 二 附和 曲线 基本 定理 GEPE6:1) 的 意义 和 作用 ， 

用 两 个 一 组 射影 伐 束 可 以 村 成 一 个 二 防 曲 线 ， 并 且 两 个 线 
束 的 中 心 世 属于 该 二 阶 曲 线 。 和 在 一 看 来 ， 线 东 中 心 好 像 和 二 阶 
曲线 的 其 它 点 有 不 间 的 她 位， 其实 没有 什么 不 同 ， 基 本 定理 就 
证 明了 这 一 点 。 

基本 定理 证 明 锡 关键 是 要 注意 三 个 点 其 、X7 MOE- 38 
线 上 ， 即 后 面 提 到 的 巴 斯 加 线 ， 知 道 了 这 个 问题 ， 证 明 就 不 难 
理解 了 ， 

有 了 基本 定理 ， 我 们 就 可 以 说 二 阶 上 曲线 上 任意 二 点 都 可 作 
为 线束 的 中 心 。 

定理 6.2 给 出 了 确定 一 条 常态 的 二 阶 曲 线 的 充 要 条 件 ， 即 
无 四 点 共 线 的 任意 五 点 。 这 个 结论 经 带 使 用 . 

由 基本 定理 我 们 得 知 ， 二 阶 曲线 上 的 每 个 点 都 可 以 着 作 
线 划 的 中 心 ， 而 每 个 中 心 都 有 二 阶 曲 线 的 一 条 切线 ， 关 此 
过 二 阶 曲线 上 每 一 点 都 有 二 阶 曲 线 的 一 条 邯 线 。 

这 里 还 要 注意 包 络 线 东 的 定 尺 ， 由 此 我 们 看 出 二 阶 曲线 上 
的 点 与 包 络 线束 的 关系 。 

(4) 蔬 斯 加 定理 与 布 利安 桑 定理 ， 

这 两 个 定理 在 画 法 几何 和 制 跟 学 昔 占有 一 定 的 地 位 ， 它 反 
上 映 了 射影 几 乔 的 实际 意 义 。 关 于 巴 斯 如 定理 的 竺 论 ， 由 于 在 基 
本 定理 证 明 中 已 证 得 点 X. X, O 确实 在 一 条 直线 上 ， 面 布 利 
安 对 定理 是 巴 斯 如 定理 的 对 悍 形 式 ， 当 然 不 用 另 证 。 

注意 ， 巴 斯 加 定理 和 它 的 逆 定 理 都 成 立 。 而 且 二 阶 黄 线 内 
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楼 六 角形 的 顶点 排列 硕 序 可 以 是 任意 的 。 和 由 于 六 个 点 在 二 阶 曲 
钱 里 不 辐 的 排列 顺序 一 共 60 种 ， 因 此 可 以 得 到 560 个 不 同 的 巴 斯 
加 六 和 角形， 有 60 条 巴 斯 加 线 ， 

关于 巴 斯 加 定理 《或 布 利安 半 定 理 ) 的 推论 ， 这 些 只 不 
过 是 巴 斯 加 六 角形 的 两 个 顶点 重合 而 变 为 五 和 角形、 四 角形 、 
三 角形 等 特殊 情形 ; 外 要 把 巴 斯 加 六 角形 顶点 字母 的 写法 搞 
清楚 ， 很 容易 把 它们 的 内 容 叙 述 出 来 当然 图 形 也 不 难于 
H. 

由 于 圆 是 二 次 曲线 的 特殊 情形 ， 固 此 巴 斯 加 定理 也 可 用 于 
图 上 《在 殉 氏 平面 上 ) , | 

xT TR A A y 2 BL 267 i JE, CEEE IM E BE BJ 19 
殊 情 形 ， 一 般 把 它 叫 作 书 营 斯 定理 。 这 个 定理 也是 初等 几何 的 
一 个 定理 ， 当 然 可 用 初等 方法 证 明 ， 在 这 里 也 可 用 美 耐劳 斯 定 
JH 《第 四 章 》 去 证 朋 ， 

巴 斯 加 定理 和 和 布 利安 桑 定理 的 主要 作用 是 利用 巴 斯 加 钱 
(或 布 和 安 又 点》 去 解决 二 次 曲线 的 作 图 问题 ， 

(5) — 8 H 2 59 4 sa E R. 

在 极 上 后 、 极 钱 的 问题 中 ， 要 
看 到 ‘图 7,18) 对 不 确定 的 PP 点 ， 
无 论 从 内 接 四 角形 ACBD RA? 
或 者 从 完全 四 角形 ACBD3: 5. 
RARA Q. R 与 对 顶 切 线 的 交 
I M.N fit A.B. PED, C, P 
的 第 四 调和 点 E.F 等 六 个 点 在 一 条 直线 上 ， 同 时 无 论 取 什么 
样 的 逢 组 4B8、CD， 只 要 它们 通过 尸 点 ， 风 上面 六 个 点 总 是 处 
在 相交 的 直线 上 ， 世 就 是 说 对 于 确 宁 的 PP 点， 直线 pp 是 了 唯一 
的 ， 了 世 是 确定 的 。 因 此 ， 虽 然 我 们 可 以 用 不 同形 式 来 定义 了 点 
的 极 线 ， 但 所 定义 的 极 线 是 间 一 直线 ， 

由 此 可 以 推出 不 同 的 点 有 不 辐 的 极 线 。 因 为 如 果 P, Q 是 
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图 7.13 


不 同 的 两 点 (图 7.19)》 联 PQ 与 曲线 充 于 


B A, BZÆ, XE ABP W % mA 

⁄/ 点 ， 而 A. B. Q 的 第 四 调和 点 为 Y， 则 

A X, YEAR., TA P HRR E 
y 


x 过 X， 点 2 的 根 线 应 该 过 了 , 因此 它们 B) 
极 线 不 同 ， 
图 7.19 在 已 知 直 线 的 极点 定义 当中 ， 极 点 的 
存在 由 实际 作 图 来 保证 ， 妈 无论 已 知 直 线 
是 什么 位 置 ， 总 可 以 找 出 一 个 点 ， 使 已 知 直线 是 这 个 点 的 极 
线 ， 因 此 这 个 点 是 已 知 直线 的 极点 ， 至 于 极点 前 众 一 性 是 由 极 
线 的 唯一 性 所 决定 的 ， 
极点 、 极 线 的 相对 位 置 是 ， 如 果 极 点 在 有 曲线 内 部 ， 则 它 芍 
极 线 与 曲线 不 相交 ; 如 果 极 点 在 曲线 上 上 ， 则 极 线 与 曲线 相 切 ， 
并 且 已 瞩 点 是 切 点 :如果 极 点 在 曲线 外 部 ， 则 极 线 与 曝 线 相 
3, 
(6) H TaY pke 
通过 此 定理 明确 了 二 阶 曲 线 与 二 级 曲线 的 相互 关系 ， 即 二 
济 曲 线 是 二 级 曲线 切 点 的 集合 ， 反 之 二 级 曲线 是 二 阶 曲 线 切 线 
的 集 人 台 ， 玉 此 二 阶 曲 线 与 二 组 有 曲线 是 一 致 的 ， 
(7) 二 次 曲线 的 射影 分 类 
根据 二 次 曲线 药 秩 和 【选取 自 极 三 点 形 为 坐标 系 的 ) 二 次 
曲线 谨 程 的 标准 形 ， 和 将 二 次 曲线 分 为 : 
(常态 实 的 ; x1i+Txi-x1= 0 


Zi hR Ëk = s (m. xitxitxi=0 
— Bb s a 胡 [ 秩 :- 2 二 实 直 线 ，xi 一 xi =0 
. 二 虚 直 线 , xi Txi=0 
\ 二 阶 曲 线 | 秩 = 1 二 重合 直线 ,xi =0 
2 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 
在 射影 变换 里 ， 如 果 把 无 窃 远 直线 仍 变 成 无 穷 远 直线 ， 这 
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样 的 不 变性 质 就 是 仿 射 性 质 ， 即 保 排 无 穷 远 直 线 不 变 的 变换 是 
优 射 变换 ， 

( 1) 二 次 曲线 的 中 心 -一 对 于 一 条 二 次 曲线 了 了 了， 无 穷 远 
直线 的 极点 是 它 的 中 心 . 苏 极 点 是 有 穷 远 点 , 则 二 次 曲线 叫 有 心 
二 次 曲线 ;车 中 心 是 无 穷 远 点 ， 则 二 次 曲线 叫 无 心 二 次 曲线 。 

设 无 穷 远 直线 1. 关于 了 的 极点 为 C (图 7,20) ,过 C 点 
作 直 线 与 二 次 曲线 工交 于 点 Pi，P:。 与 无 穷 远 直 线 L. 交 于 点 
P, 由 极点 与 极 线 的 定义 (CP, PP, =—1 

HE PERAH, MU C E P.P, 
O PA, BET C ARRU C Sh K. 与 

x 欧 氏 几何 里 关于 中 心 的 定义 是 一 致 的 ， 
— (2) 二 次 曲线 的 直径 一 一 对 于 一 条 
|. 二 次 曲线 ,无穷 远 点 的 极 线 是 它 的 直径 。 
根据 配 极 对 应 的 性 质 ， 可 见 有 心 二 次 
图 7.20 曲线 的 直径 都 过 中 心 ， 无 心 二 次 曲线 的 直 

径 互相 平行 . 

共 钨 直径 一 一 彼此 通过 对 方 极 点 的 二 直径 ， 因 为 每 -直径 
平分 共 斩 直 径 的 所 有 平行 蕊 , 故 它 与 欧 氏 几何 里 的 定义 也 一 致 ， 

(3) 渐 近 线 一 一 过 二 次 曲线 r SENE po 的 交点 
T. T 的 二 切线 是 它 的 渐 近 线 ， 

二 次 曲线 工 与 无 穷 远 直线 p. MERA O 3620 A EN 
近 强 。 车 交点 是 二 实 点 ， 就 有 两 条 实 渐 近 线 ， 二 次 曲线 是 双 上 
线 ， 若 交点 是 二 虚 点 ， 就 有 两 条 共 示 虚 浙 近 线 ， 二 次 曲线 是 椭 
B; 若 交 点 是 一 个 实 点 《二 重点 ) ， 则 无 穷 远 直线 就 是 产 近 
线 ， 二 次 曲线 是 抛物 线 ， 

(4) 二 次 曲线 的 芒 射 分 类 

在 齐 次 优 射 坐标 《xj xz xa) 下 ， 常 态 二 次 曲线 的 方程 式 
FJ: 


La, x, Xx, = 0 (G; =a;;) 
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尼 的 系数 a;， 所 成 的 行列 式 为 ， 


(Qi Œi? (Ha 


£ 0 


(p: GD: ü 


lan Gy üz 
WS 3 4r2] K D £ ms 的 代数 余子 式 A, 的 值 把 二 次 其 
线 仿 射 分 类 为 ， 
有 心 
党 态 | 二 次 曲线 
了 一 次 曲线 ; (4 天 中 
(D =0) | Z 心 
二 次 曲线 (Ay;= 0》 执 物 线 2 - 2x=0 
这 里 需要 注意 的 是 二 次 基线 的 仿 射 分 类 与 二 次 基线 的 射影 
分 类 不 同 之 处 。 在 射影 变换 里 无 穷 远 直 线 与 其 它 直线 处 子 同 等 
地 位 , 而 在 仿 射 变换 里 无 穷 远 直线 变 为 自身 , AE 22 2-1 = 0 
Hj 2- yt- 1=0 8 845489 Bh 22: 
3 —KEhbRBU FE EHA 
前 节 已 讨论 过 把 元 穷 远 直线 变 为 自身 的 不 塞 性 质 是 俯 射 性 
质 。 为 了 统一 用 射影 观点 解释 和 研究 二 次 曲线 的 座 喇 性质 ， 我 
们 在 伪 射 性 质 的 基础 上 ， 保 持 无 穷 远 直 线 及 其 上 的 两 个 虚 加 点 
还 变 成 犁 身 的 不 变性 质 称 为 度 喇 性质. 
. (1) 因 点 与 迷 向 直线 : 
有 了 图 点 和 迷 疝 直线 这 两 个 概念 ， 根 据 榨 格 尔 定 理 和 非 迷 
向 直 钱 互相 惟 直 的 判别 定理 ， 就 可 以 把 欧 民 几何 里 的 角度 和 捷 
直 性 锋 度 量 性 质 用 交 比 和 调和 比 这 样 的 射影 性 质 表 示 出 襟 。 即 
有 了 图 点 、 迷 间 直 线 等 概念 ， 就 把 欧 氏 几何 里 的 垂直 性 和 射影 
几何 里 的 调和 范 性 联系 起 来 了 。 放 对 欧 氏 几何 的 度量 性 质 ， 
可 痊 予 射影 解释 ， 
(2) 主轴、 焦点 和 准 线 
主轴 只 不 过 是 互相 愤 直 的 共 轧 十 径 ， 焦 点 是 过 图 点 所 引 二 
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Ho BH kasa 十 和 十 了 二 从 
(A433 一 0) A Se + 2-1 = 0 
THR (A; <0> x?-yt-1=0 


K BH #k LI Sk BU AA pa (HADO ; 准 线 是 焦点 的 极 线 , 故 对 二 次 
曲线 的 焦点 和 准 线 的 研究 必须 按 二 次 曲线 的 不 同类 型 来 进行 
Ci) 圆 点 的 焦点 是 网 心 〈 唯 一 ) 。 淮 线 是 无 穷 远 直 线 ， 
(iH) 有 心 二 次 曲线 《〈 除 加 外 ) ， 过 贺 点 可 作 四 条 切 R, 
所 以 有 四 个 焦点 CBX) ， 也 有 四 条 准 线 (二 虚 二 实 ) , 
Gii 无 心 二 只 曲线 《〈 抛 牺 线 ) 有 两 条 迷 向 切线 ， 故 只 有 
一 个 焦点 《在 主轴 上 ) ， 有 一 条 淮 线 〈 过 迷 向 切线 的 切 点 ) 。 


三 * = p 2 


本 章 讨论 二 次 曲线 的 射影 性 质 、 仿 射 性 质 和 度量 性 质 ，。 通 
过 这 些 几 何 性 质 的 讨论 ， 对 二 次 曲线 在 各 种 几何 里 的 性 质 将 有 
蝎 深 刻 的 认识 ， 从 而 对 二 次 曲线 进行 射影 分 类 、 仿 射 分 类 利 度 
量 分 类 《关于 度量 分 类 ， 即 是 解释 几何 中 关于 二 次 曲线 的 分 
类 ， 共 九 种 ) 。 

1 二 次 曲线 的 射影 性 质 

C1) 身影 定义 ， 射影 线束 对 应 直线 交点 的 集合 ， 

(2) 蒜 本 定理 ， 以 二 次 曲线 上 任意 二 点 为 中 心 构 成 的 二 
线 东 成 射影 对 应 。 

《3 ) 巴 斯 加 定理 ， 二 次 曲线 内 接 六 角形 的 三 对 边 交 点 共 
线 。 

布 利 安村 定理 : 二 级 曲线 外 切 坟 过 形 的 三 对 项 点 连 线 共 点 

(4) RA, RREN: -- 点 呈 关 于 二 次 曲线 的 共 斩 点 
的 轨迹 呵 极 线 ，P 了 点 圳 极点 ， 

性 质 : 

(i>》 者 呈 点 的 极 线 过 点 如， 则 如 点 的 极 线 必 过 点 P , 

(ii》 二 次 曲线 上 PP 点 的 极 线 是 二 次 曲线 过 该 点 的 切 钱 ， 

(5) 二 阶 曲线 、 二 级 曲线 的 定 闵 ; 

马 隐 劳 林 定理 ,二 次 有 曲线 即 是 常态 二 阶 曲 线 切 线 的 此 合 ， 
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th — še BH #o lll a h t S. 
(6) 射影 分 类 : 
C — w 实 的 ; x1-+ xi xs = 0 
(paa 铁 =3 ai, at 二 + =o 
— jt ik AE 态 | 秩 =? ZYE.: YX; xi =0 
一 阶 曲 线 kl TEHA.: x, +X, =Ü 
\ “二 重合 直线 ， x, = 0 
2 二 次 曲线 的 仿 射 性 质 〈 以 无 穷 远 直线 为 特征 ) 
(1) huy; 二 次 曲线 的 无 穷 远 直 线 所 对 应 的 级 已。 
(2) 直径 : 一 次 曲线 的 无 穷 远 点 所 对 应 的 极 线 . 
(3) HUR: 无 穷 远 直 钱 和 二 次 曲线 药 交 点 同 中 心 药 连 
线 ， 


( 4) WHAE: 
上 有心 二 次 曲线 [| 8 人 x2 y+ =0 
常态 | Asto {uma SWE x?+y -1=0 
二 次 曲线 As: 27.0) x2— yl] = 0 


P40 | b aki (As=0) 抛物 线 2 2x = 0 


3 —KHH>y BU E E HA 

(1) BASEA 

(i) Ba: RHAH. 

Gi ÆRE: FT ECE- a 39 [Bl Pa CLIA) 连接 
的 二 直线 ， 

《iii) 垂直 的 判别 条 件 ， 二 非 迷 向 直线 被 通过 它们 交点 药 
二 迷 向 直线 调和 分 障 ， 

(2) E, AANER. 

Ci) W: 态 态 一 个 、 准 线 一 条 ; 

(ii) Su — win RAD : Sma. ERN 3, 

Gii) 无 心 二 次 曲线 ， 上 焦 所 一个、 准 线 一 条 ， 
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第 三 部 分 “高 等 几何 
习题 解答 


第 一 革 ”几何 学 的 公理 方法 
概述 习题 解答 


1,， 解 12 3 $ 1. 

2, $ 见 第 一 章 $ 2. 

3, 解 概括 地 说 ， 公 理 法 的 结构 如 下 ， 

(1) 原始 概念 的 列举 ; 

(2) EXER, 

(3) AMHA, 

(4) 定理 的 叙述 和 和 证明， 

i. H 见 第 一 章 $ 1, 

5。 解 Mp 1. 

6. 解 建议 读者 根据 第 一 章 $ 2 提出 的 公理 法 的 结构 和 
源 理 自行 分 析 中 学 教材 ， 得 出 自己 的 看 法 ， 
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第 二 章 ”几何 学 中 的 逻辑 原则 
和 方法 习题 解答 


3 1 一 一 8 2 
1, 解 《1) 正方 形 是 局 概 礼 正 多 边 形 是 种 概 


(2) 等 式 是 种 掺 候 ， 方 可 是 属 概念 ， 

(3) 整数 是 属 概 念 ， 有 理 数 是 种 概念 。 

(4) KERAS, HEERES. 

2,。 解 ”平行 四 边 形 、 四 边 形 、 和 多边 形 都 是 莱 形 这 个 概念 
的 种 概念 ， 其 中 平行 四 边 形 是 最 邻近 的 种 概念 。 

3. Æ (1) 最 邻近 的 种 是 “ 弦 ”, 属 差 是 “通过 贺 
Ü. 
(2) 最 分 近 的 种 是 “线段 ?， 筷 差 是 “两 端点 在 圆周 上 ”， 
(3) 最 吉 近 的 种 是 “直角 上 的 点 的 集合 ?， 属 差 是 “ 介 
TN a 2187” . 

(4) 景 邻近 的 种 是 “梯形 ”， 属 差 是 “有 一 个 内 角 是 直 
H”. 
d. 解 《1) 一 动 点 到 两 定点 的 距离 之 和 每 于 定 长 前 尽 的 
Jh a m ERS, 

(2) 一 动 点 到 一 定点 与 到 一 定 直 线 的 距离 之 比 小 于 1 的 
巧 的 轨迹 浏 作 桶 回 、 

(3) MPD E p fg bix? + aty = atbh? (a> 0 ,b2>0) 

RJ A WRA HI TEJ Dl 
5, É (1) DEW. Who rb S A M) 1. FPR = 
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NATKI aE T bk SO K.A hE, IJin28)E yx 28 E 38 
3 BL. 
(2) 正确 。 理 由 是 : HXxf82R m Hs E B 3 2y B 35 PFETT 
以 得 到 这 个 四 按 形 的 四 条 边 都 是 相等 的 。 赦 可 知 这 个 四 这 形 是 
一 全 四边 都 相等 的 平行 四 边 形 即 菱形 。 
(3) 不 正确 。 这 种 定义 违反 了 定义 规则 11， 即 定义 概念 
的 外 延宕 于 被 定义 的 鬼 念 的 人 外延， 把 那 种 对 角 线 互相 乘 二 侣 不 
相等 的 平行 四 边 形 排除 在 素 形 的 范围 之 外 ， 而 这 种 平行 四 边 形 
的 四 条 边 是 相 锋 的 ( 即 属于 莱 形 范围 之 内 》， 
(4) 不 正确 。 这 种 定义 违反 了 定义 规则 1， 即 定义 鬼 念 
时 外 延 宽 于 被 定义 的 概念 的 和 外延. 
6， 解 ” 见 第 二 半 § 2. 
T. W BEM, HMAT, 
j duu, H 235 EE TMN G. 
否 命题 : 不 是 对 项 角 则 不 相等 ， 
首 否 命题 ， 不 相等 的 角 不 是 对 项 角 ， 
8， 解 知 三 条 线段 由， 任何 两 条 线段 之 和 大 于 第 三 条 线 
航 ， 册 它们 可 周三 三角形， 

9， 解 《17 在 一 图 中 ， 过 圆心 的 直线 必 是 汞 的 中 垂 线 。 
这 不 是 道 定理 ， 

(2) 在 一 问 中 ， 过 圆心 且 与 束 生 家 的 直线 以 平分 该 蓄 ， 
E a k BB [pj a E. 

《3 在 一 加 中 ， 过 圆心 有 平分 级 的 直线 必 重 由 于 该 终 ， 
这 是 原 定 理 的 道 定理 ， 

10。 证 明 (1) 说 开 不 在 直线 AB、BC、AC 之 一 上 , 不妨 
HHE A ABC RHA (HE A4BC 的 外 部 证 法 相同 》 并 设 直 
2 CH 5 ABZ J DA F, ZAFC=a, ZBFC=u' (H19, 

~” HA: `c AF? HF2-— 2AF. HF+*cosag 

BC? = BF? 4 CF? — IBE. CF. cosa” 


Ai Wd Wd Ab 


s déf +» 


= BF2+ CF2 + 2BF+CF+ cosa 
. HA: +BC:= AF? + HF2 + BF’ 
+ CF* + 2(BF+CF — AF+ HPF) 
cosa 1) 
w HB’ = BF’ + HF2+ 2BF + HF=+ cos a 
CA* = AF? +CF*- 2AF.CF'cosa 
+ HH + CA! -= AF? + BF? +CF +L HF? v 
+ 2(BF- HF - AF:CF)cosa (2) 图 1 
(1) - (2) # 
0 =2(BF:CF ~ AF-HFyceosa — 2 (BF-HF — AF'CF)cos a 
0 =2cosa(BF+CF — AF HF — BF+H F + AF+ CF) 
= 2çosa( BF (CF — HF) + AF (CF — HF)) 
= cosa {CF — HF) (BF + AF) 
~” CF-HF=0, BF+ AF = 0 


.. COS zm =Ü 
* £ = x 
m. > 
L CH1 AB 


同 理 可 证 BHAC, 
^ H> AABC 的 重心 ， 
(2) HHE AABC 顶点 A,B,C 之 一 重合 ,不妨 设 H 与 
AW (H 5j B K H Ej C f UE 38) 。 


— HA=0, HB= AB, HC = AC 

^ BŒ = AB: + AC? 

. _ 

ü = É A — 9 

XH A AJ ABC 两 高 AB 与 ACHE, 


< HA AABC 有 的 重心 。 
(3) 设 互 在 直线 AB, BC. CA 之 一 上 ， 且 又 不 与 A, 
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B.C 之 一 重合 ， 不妨 设 吉 在 直线 AB 上 不 与 A. BES HE 
情况 证 明 方 法 相间 2) 。 连 接 C.H, WZ AHC 为 o, 
Z BHC $ a, 


AC? = HA? + HC? 
- PHA HC'cosg ( 1) 
BC+ = HB:+ HC? + 2HB- HC'cosg A B 


H 
(2) 
(1) AARAM HB’, (2) AM 
SRE H H.A2 然后 两 式 相 减 得 
0 =2H A+HC+cosa + 2HB: HC. cos z 
- IHC (HA + HB)cosq 
HC = 0 HA -+ HB +Ù 


COS q- Ü 
T 


Fi 2 


> Ap rc BC? + AH? 
AB? = BC? -— CH? + AH? = BH?! + AH? 
这 是 不 可 能 的 ， 所 以 日 不 能 在 A ABC Ji E SEK: L CH Æ 
这 的 延长 线 上 证 法 同上 ) 。 
s EAE, HÆ A ABC HED, 
[ 注 ， 本 题 的 条 忻 也 是 必要 条 件 ， 读 省 试 证 之 。3 
$ 3—— Š 6 
11, 解 《1》 凡 在 所 含 的 文字 取 任 和 何 数 值 时 都 成 立 的 等 
式 是 恒等式 。 
这 个 等 式 中 的 文字 取 任 和 何 数 值 等 式 都 成 立 。 
这 个 等 式 是 恒等式 ， 
(2) 几 最 大 公约 数 为 1 的 两 个 数 瑟 质 ， 
这 两 个 数 的 最 大 公约 数 是 1, 
这 两 个 数 互 质 . 
(3) 贺 内 接 四 边 形 内 对 角 之 各 均 为 工 。 
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WW Tk BI qi J — HAARA, 

这 两 个 第 的 和 为 元 - . 

12. A ” 穷 举 法 和 罗 举 活 俯 形式 上 看 都 是 对 一 个 要 研究 的 
事理 就 各 种 可 能 情况 一 一 加 以 证 明 ， 但 是 它们 有 有 着 根本 的 区 
J|, 

穷 举 法 是 一 种 局 插 证 法 ， 它 是 将 否定 事项 的 各 种 情况 一 一 
了 驭 例 ， 从 而 确定 原来 题 扬 或 立 ， 

枚 淮 法 是 将 愿 命题 的 各 种 情 沉 一 一 证 明成 立 后 ， 归 纳 出 一 
般 性 结论 移 真 实 性 . 

13, (1) 证 明 A, B. 三 点 的 位 置 关系 有 有 下面 宇 种 情 
W: 1) AQB; 2) ABQ; 3) BAQ. 

1) É AQB。 过 也 作 直径 PA’ PB’ (H3), WAQ, 


B' jk+Ë (HZA QP = Z B' QP = 3-) . 


图 3 图 4 
RAGJA 重合 ， 风 BB 必 与 3 重合， 显然 原 题 结论 成 立 。 
现在 假设 ABH AB 不 重合 。 
ZA= ZA, ZB= ZB 
— LOPO = 下- (AI + Z! y=x— CZA+ ZB) 
- Z APB 


2) W ABO. i PHEHRPA , PR (ËJ 4) , WAQ 
B' 共 线 ， 


." 学 和 站 


' ZA = ZA,ZB = Z ABP 
/OPO =-x- (ZA'+ ZB')y=x-—(ZA+ Z ABP; 
= ZAPB 
3) B BAQ, t PEB PA PB (图 5). 则 A , Q, 
B' Ros. 
* ZB = ZB, ZA = ZBAP 
/OPO’ -x— (ZA' + B'xi LBAP + Z B) 
= ZAPB 
由 1》、2) 、3》 可 知 原 题 结论 成 立 ， 


=. 5 图 6 
¿2 ) 证 明 出 于 忆 卫 可 分 为 三 种 情况 , 1) 日 = 了 1; 
Æ At — 
2) 0 B<) 3 ) 5 CABS ya 

1) Z B= (图 6)， 
w Z B= 

DD 与 BB 重合 
au ZB-2ZACH 
,, ZACB= T+ 
`. AB= BC 


` BM= |L BC 
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2) 说 O< ZB<->, ÈM AB 的 平行 线 交 AC FN, 
连结 DN (图 7) . HH 
ANMC= ZB=2ZC 且 MN= AB 


v ZADC= 7 
AN = NC. 
“. DN = NC 


ZNDC- /C- ,LNMC 
wO O ZNMC. ZNDC + ZDNM 
“ANDC. /DNM 
~". DM=MN= » AB 


3) 2 < Z B< n, IME AB 的 平行 线 交 AC FN, 

连结 ND (H8), H 
Z NMC = Z ABC = 2 Z Q 

B. MN = AB 

T NĄ AC 的 中 点 

>. DN = NC 

Z NDC = Z DCN = 1 ZNMC 

^o ZNDC =- Z DNM 

no DM =MN = AB 

出 上 还 所 证 ， 得 原 结论 成 立 。 
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(3) 证明 PLULSK H E B] 42 BU Pa 3 Er 2 A = 种 情 
H. FEA APIR — ppe, 


1) 有 一 条 直线 与 连 心 线 重合 〈 不 仿 设 AB 就 是 这 样 的 直 
线 ) (图 9) 
ACP= /BDP = 5 
AC # BD 
2) 设 同 江上 的 交点 在 连 心 线 同 删 ,作出 过 切 点 了 的 公共 切 
线 MN (HIO. 
CAB= ZCPM = ZDPN = LDBP 
AC # BD 
| 3) 设 同 加 上 的 交点 在 连 心 线 的 两 制 ， 作 出 过 切 点 卫 的 公 
HEH MN (5411) ， 
Z ACP = Z APM = ZBPN = Z BDP 
AC Í BD 
综 上 上 斯 述 就 证 得 了 命题 的 成 立 ， 
l4. (1) 证 明 设 对 角 线 条 数 为 工 ;:，n 为 凸 多 边 形 的 边 


Bn24, 


P 12 
1 


Hn = AT, L. = 4(4 3) = ZEE, 
wn = 5BJ, L= 2 .5(5 一 2) =5=Letr3 (图 12) , 
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> t = 6ft, L é=393 = L.,+ 1, 


"Wq =k-1BF, Li, = 5k- 2) (k-5)+ (k-1-2). 
假设 有 R= 下 时 成 并 ， 妈 
Li = k(k-3) = 1) (k-4)+ tk- 2) 


2 
下 p<-k+1 Hf, 
Li. =L, + (k+ 1-2) 
= k(k- 3) + (k— 1) 
= + (2 = 3k) + (k-1) 
=. » kè- 3k + 2k — 2) 
1 


本 (+ 1)[((k+ 1) -— 3] 


IX n= k+l EHE., HbA 
L. = zn 3) 
(2) 证明 1) 当 内 部 凸 多 过 形 为 三 角形 时 ， 人 和 命题 三 
立 。 现 证 如 下 ， 
已 项 P.P... P. 为 一 站 其 边 形 ， 而 
入 PPsP, 的 顶点 P; 在 + 边 形 内 部 (图 13)， 
延长 PP, É S r n Mi E 的 边 
P,P. ZPAP 〈 也 可 以 与 某 一 顶点 重 T 
合 ) , W 
PPa 上 + + P, PSPP, 1 P.P É í 
P.P+PP,. ++. +P, P, > P.P, 图 13 
上 面 两 式 两 端 分 别 相 加 得 
P,P., 上 卫 :Pa + +P P+ PP, tee +P. - Pa >P IP U, + P.P, 
. n OMHKP P: P, 的 周 长 污 和 八 P1P;P, 的 周 长 
末 见 1) R, 


"#10 ， 


2) FARAS HEHA kihk, M ARG E AE 
边 数 为 所 + 1 时 本 命题 也 成 立 ， 现 证 明 如 下 : 

已 知 PIP ,P Pae Ph HERG n JE PPro P. ÆR AN 
TERIER hk + 1AE. ES PPr’ RS n MIES P.P. 3 
TPA, Ef PPro (图 14) 。 

P,P Ph, 为 无边 形 
PP; + P aP i +. t P,P+PP,,, PaP, + P.P, +" 
+ P,P 

Me PP, +P, P,a, tee +P,P TPP, , +P, P. 

P.P. +... F P,P+PP,., tj. + PP, > PaP, +: + 
+ PP ,+P Pi, B20 的 情形 成 立 。 
由 1》、2) 可 知 命题 成 立 ， 


Prei P H 


N" 
Py kT 
Fa s. r: 
_ ` | z 
Fy T'a 
图 14 图 15 


15. (1) W (15) EE E JË ABCD šJ CD 的 中 
Ao FE CE 线路 的 中 点 。 

用 分 析 法 证 明 ， 

IE ZBAF 的 平分 线 4G， 人 很 设 LDAB= 忆 人 BAF， 只 须 
有 DAE= / BAC, A mR A H A ADELA ABG. 因为 
ZD= ZB, AD= AB, ME Æ AADEZAABG, HAA 
BG = DB, BG» BC 的 中 点 ， 

延长 AG 与 DC RRETH a. 

车 局 为 BERPA, RIA AABGZAHCG 但 这 两 个 三 
角形 中 己 有 两 个 角 对 应 相等 ， 故 只 须 有 AB=CH Bl, 


+ d7 >» 


ZFAH= / FHA 


CH = FH - FC = SAB 一 AB = AB 


这 就 保证 了 等 式 ZDAE= , /BAFRY. 
下 面 用 综合 法 证 明 ， 
作 和 人 BAF 的 平分 绕 交 直线 BC. DC Jy) F G, H W h, 
ZFAH= /BAH= FHA 
= FH=FA 


Ge wp 


CH= FH-FC= TAB J AB= AB 
ACHG= A BAG 
C= BG PGA BC 的 中 点 。 
` AADEZAABG 
>. /DAE= Z BAG = " /BAF 
(此 是 还 可 用 另外 方法 证 明 ， 建 议 读者 自己 试 证 一 下 。》 
(2) 证 明 (图 16)、BE,CF 分 别 
AE X ABC 中 ZABC, -ACB 的 平分 线 ， 
AE | BE, AF | CF., 
用 分 析 法 证 有 明 ， 
延长 AE, AF BC FG,H. 
# EEF f BC, R j 8 ZAFE = 
Z AHC 或 EF 是 入 4GH 的 中 位 线 ， 
由 于 从 Z AFE= / AHC 来 考虑 和 条件 不 好 找 ， 所 以 从 BF 是 
六 4HCG 的 中 位 线 出 发 来 考虑 ， 
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Él 16 


2 


车 司 BF 是 入 AHG Hpi, Ri E, F 分 别 是 AG. AH 
的 中 成， 所 以 只 须 BE. CF 分别 是 A ABG 和 AACH 的 一 条 
中 线 即 可 ， 
事实 上 ， 由 于 AEL BE 日 BE 是 4BG 的 平分 线 ， 所 以 
BE AABG Hp ik. 
HHE CF AACH WPR, PTDL E,F ¿y| JE AG. AHE 
中 点 。 这 就 保证 了 EF / EC , 
HSE ES AH; 
延长 AE. AF % BC +. G. H. 
BE 是 Z ABG HEHH BEL AG 
A ABG ESR AE, E? AG 中 点 
辣 理 可 得 了 为 AH 的 中 点 ， 
EF ÆAAHG 的 中 位 线 即 EF / BC 
(3) 证 明 (HIE, F, G. HEN 
HJE ABCD 各 边 中 点 , 工 J 是 四 边 形 ABCDD 
MHAR AC. BD 中 点 ， 
用 分 析 法 证 明 ， 
连 姑 成 四 边 形 FFGH. EJGI 
假设 EG、FH、i1T 三线 共 点 
应 有 EG 和 FH 的 交点 与 上 8G TH L BJ 图 17 
交点 重合 , 这 内 人 须 有 由 边 形 EFGH 和 四 边 
形 EJGI 都 是 平行 四边 形 ， 即 EF GH, Ez GI, 
由 已 知 E.F,G.H 是 边 4B、BC、CD、DA 的 中 点 ， 则 有 


EF = 3 AC, EF | AC. GH = > AC, GH f AC WEF LGH. 


同 理 可 得 E.A GI, 
这 就 保证 了 EG,FH, LJ 都 过 EG 的 中 点 O , 
用 综合 法 证 明 ， 
连结 四 边 形 EFGH, 
. d7ĵj » 


E.F.G.H rJ AB.BC.CD,.DA 的 中 点 ， 


EF = AC HEF J AC 


GH = $ AC E. GH | AC 
EFGH 是 平行 四 边 形 ， 风 EG 与 FH 互相 平分 于 点 癌 ， 
再 连结 四 边 形 EJGI， 同 理 可 得 EJGI 也 是 平行 四 过 JE, W 
EG 与 17 也 互相 平分 ， 

由 于 线段 EG 的 中 点 唯一 ， 所 以 霜 通 过 EG 的 中 点 OQ B 

EG FH. 三 线 共 点 ， 
16. (1) 证 明 (用 及 证 法 〉( 图 18) 
E, 斑 是 四 边 形 ABCD 的 边 AD. BC 的 中 


K, EF = 5( AB + cp). 
假设 ABXCD, 


连结 4C 并 取 AC 的 中 点 安 , ES EG. 
FG， 则 有 图 18 


GE CD B GE= 了 CD 


GFÏ AB 日 GF =., AB 


WEBM E. G. F 不 能 共 线 ， 于 是 有 
EF<GF + GE= 7 (AB+ CD) 


这 于 已 知 矛 盾 ， 所 以 假设 不 成 立 故 AB f CD. 
(2) 证 明 〈iy) 设 三 个 贺 
的 圆心 共 钱 《图 19)》 ， 这 时 它们 
HAHI AB. CD.EF 都 垂直 于 
连 心 钱 00:0; MEUS 
AB} CD EF | 
(ii》 设 三 个 圆 的 图 心 不 共 19 
线 〈 图 20) , B] CD D EF#&3E PUT J12 RJ E D 38 003,0102, 
所 以 CDP 与 EF 必 相 兖 于 一 点 口 。 
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连结 AO, it AOZ OO, @O; 
于 点 B MB, WA 
D4.0B87 = OE- OF = OC. OD 
=OA:OB” 
OB’ = OB” 
B’ = H” 
EJ 4ODB7B RE 5O,; | O0 BJ A H 
EZ, BE B.B, Br 是 一 个 点 即 AB 
也 通过 OO 点 ， = z 
(3) WEA (用 反 证 法 ) 假设 四 边 形 ABCD 设 有 外 接 M, 
那么 过 有 ,BC 三 戌 必 可 作 一 加 不 过 DD JX, fH JE BH 5 AD B£ 
在 直线 除 4 外 一 般 必 有 第 二 个 变 点 了 《了 "不 与 也 重合 ) . 
由 于 D 在 AD 直线 上 之 位 置 不 外 有 下 列 四 种 ， 
Ci) D 在 线段 DA 的 延长 线 上 
(图 21) ， 
连结 D C, MA 
ZCD' D= Z ABC 
Z ABC + Z“ ADC = x= 
CD D+ Z ADC -x 
ji j= fi Jo 4 fi fl3F-F rF, 
m (i) 这 种 情况 不 成 立 ， 
GD 了 与 4 重合 ， 即 AD 与 圆 相 切 于 4 (图 22) ， 
连结 4C， 则 有 
Z DAC = Z ABC 
Z ABC e Z ADC = T 
A DAC + — ADC = z 
WE p= JfgJE PJ fi z FA. Wk Gi 
不 成 立 . 
Gi DV 在 线段 AD 之 间 (图 23) , 图 22 
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EDC, WA 
ZAD' C+ Z ABC = x 
Z ADC + ¿Z ABC = = 
ZAD C - Z ADC 
Ww: = JE eh WEB n. WW 
Gid 这 种 情况 世 不 成 立 。 


GV) D ERB AD 的 延长 线 上 图 23 
(图 24) , 
连结 D'C， 则 有 ~ 
ZAD' C+ ZABC = x Ë 


ZADC+ Z ABC = x 
ZADC = LAD C 
ita p = Ji E AERA, MLA “ a 
WOABAS DVR r, 
综 上 可 以 得 出 过 四 边 形 ABCD 四 项 点 E 24 
PE B, 
CE: MSFN, GOB E WE EW) TAA M 
W., LEJES <i). di) WARE K, 这 样 就 
不 周到 了 ] 。 
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第 三 章 ”用 公理 法 建立 几何 学 
结构 的 范例 习题 解 管 


Š 1 
1, 4 见 第 三 章 &8 1， 
2. Æ 匈 第 三 章 $ 1 
3， 证 明 PPA PE A4BC 的 
内 扣 ， 直 线 工 通过 项 点 4 和 点 王 〈 图 
25). 
延长 DB4， 在 其 延长 线 上 任 取 一 
点 DD， 连 结 CD， 则 直线 1 与 和 BDC 
的 一 条 边 BD 相交 了 ,现在 我 们 来 
证 明 直 缆 1 不 与 入 BDC 的 边 CD 相 
E., 
在 半 线 AP 的 延 线 上 任 取 一 点 型 〈 这 样 取 主 要 是 为 了 叙述 
方便) 
以 线段 AC 所 在 的 直线 为 界线 ， 把 平面 分 为 两 个 区 域 ， 则 
DD 、P 位 于 不 同 的 区 域 ，A 与 C 在 界线 上 ， 但 由 于 A、 忆 是 不 
同 的 两 个 点 ， 所 以 半 强 AP 与 线段 CD 不 相交 ， 
再 以 线段 AB 所 在 的 直线 为 界线 ， 拒 平面 分 为 两 个 区 域 ， 
则 本、 己 位 于 不 隔 的 区 域 ， 和 与 了 在 界线 上 ， 但 由 的 取 法 可 
知 4&、 呈 是 不 同 的 两 个 点 ， 所 以 半 线 4M 与 线段 CD 也 不 相交 。 
综 上 可 知 直线 1 与 线段 CD 不 相交 。 由 帕 士 命题 知 直线 1 
必 与 入 BPDC 的 过 BC 相交 ， 
4。 证 明 对 于 此 题 的 一 种 证 明 方 法 可 以 仿照 第 三 章 定 理 
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1.2 的 证 处， 现在 我 们 给 出 画 一 种 证 


BBF. Ei 

在 已 知 四 点 所 在 的 直线 外 取 一 点 Z Ñ 
5， 连结 EB, {EBR h ERER- = 
EF, PEB2EFO, EAE, DE (H 
26) ,我 们 可 以 看 到 直线 FC 不 与 线段 
BE 相交 《假设 FC 与 线段 BE 相交 ， 则 FC 与 FB 这 两 第 直线 除了 
点 下 和 外， 还 有 男 一 个 公共 点 ， 刚 FC 与 FE 重合 ， 从 而 有 点 8B 重 
ATAC, HE S3PIR) 。 我 们 还 可 以 看 到 FC 不 与 线段 AB 
相交 假设 FC 与 线段 43B 相 交 ， 则 应 该 有 AC 卫 ， 这 与 已 知 矛 
8) ， 央 而 可 以 断定 直线 FC 与 线段 AE 不 相交 ， 不 然 将 与 用 帕 
土 命题 于 八 ABE 及 直线 FC 所 得 出 的 结果 矛盾 . 

把 帆 士 命题 用 于 和 信 BED 及 直线 FC 上 ,可 以 得 到 直线 FC 和 线 
BED 交 于 内 点 玉 ， 就 是 DE， 再 把 帖 士 命题 用 于 和 仿 AED 及 
直 级 FC 上 ,由 DHE 以 及 FC 与 线段 4E 不 相交 ,得 到 直 线 FC G 
线段 AD #2E3 C Pa Cp, 

由 4BC 和 ACGD， 再 用 第 三 章 定理 1.2 便 可 得 到 ABD， 
于 是 命题 得 证 ， 

[ 注 ， 上 面 的 证 法 用 到 了 帕 士 命题 ， 这 个 命题 用 处 是 很 
广 的 。 对 于 这 个 命题 读者 应 很 好 掌握 ， 为 此 ， 请 读者 仿 上 面 的 
证 法 把 第 三 章 定 理 1,2 F] 

5. 人 证明 为 了 证 明了 时 叙述 方 恒 ， 把 诛 命 题 用 符 导 来 表 
m: EACB, MSHC 不 相同 且 有 AMB， 则 必 有 AMC 或 
C MB. 

假设 结论 不 成 立 ， 就 是 AMC 及 CMB 都 不 成 立 。 那么 对 
FTA., M., CZA, HERENT ERE: 1) ACM; 2) 
M AC. 

若是 1) ACM, 将 ACM5 AMB 合并 就 会 得 到 CM B 
这 与 假设 忆 MB 不 成 立 予 于， 


. d7% ` 


图 26 


r+ 


ka. 
= 


LUG 


F2) MAC， 和 将 MAC 与 ACB 侣 并 就 会 得 到 M AB， 
这 与 已 知 AMBT. 

综 上 记述 就 证 有 明了 原 命 题 结 论 成 立 ， 

6. 证明 WORE, PREDS, Ehk. k LAR 
HA, BEOA-O0B (027) 。 连结 
AB, MR ABES RA AMB 
和 外) REZ, WARES, 

RELBABH P A E, Efi OE, 
则 射线 OE 属 于 人 (k, h) 的 内 部 ， 即 
射线 OBEB 介 于 大 与 六 之 间 。 

xF A AEFOEJABEO, 

OA = OB, AE= BE, OE = OE 
#AFO= A BEGO 
Z AOE = Z BOE 

REOR Zk, WFH. FERRE. 

ROE ERAR R, AE, 3 ERB AB E pA Ei R. 
OA =OB, OE, =0E,, Z AOF, = Z BOE, 
AAOE EZE ABOE, 

AF! = BE, 

因此 El 是 线段 AB Rr a, < eo Ez rh sa EET. W 
ARFOR E, 

7. E 见 第 三 章 8$ 1, 

8. WEI izt EHR, CC 是 1 外 的 一 点 从 点 局 
1 HERCA, AJ 3 E (图 28) ， 
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KAARE, fl 上 而 右 ( 疝 左 也 是 问 样 BJ) R H sh Ez 
AB， 使 AB = AC. 
EH BC, HAM BARA BARRARE, EBB = BC, Ë 
结 BC, HRR BBa {E BID = BC, EI Baze， 依 次 作 下 
E., Be 2]fñ Bs PF31 
Bu, Bs, By, `, B, (B, = Z AB,.C) 
考察 各 以 a (如 图 所 示 ) , B B. u B. t REA FEB) 
三 角形 CAB，CBB1，C818;，…，CB,_,B8,.… 根 据 三 角形 外 骨 
定理 1.41， 则 有 下 列 不 等 式 : 
d=28, BE2B, P28, V, Be- > 2B, 
于 是 每 出 
B.< d 
由 此 再 见 ， 当 六 一 > + ok}, 8, —>0, BARA K Ë n 
开始 ， 一 切 的 8 都 可 充分 小 ， 设 e 为 已 知 钞 角 ， 则 uce W 
到 充分 大 的 号 玛 k ， 使 B13, 过 se 成 立 。 则 当 也 沿线 段 AB... 移 
动 时 ， 而 CD4 从 什 G>8s 到 值 B <e 连续 地 变动 ， 所 以 会 达 
到 一 有 瞬间， 使 这 时 想 的 “CDA 等 于 已 乞 的 任意 锐角 ， 这 就 
是 所 要 证 明 的 、 
9。 解 ”在 绝对 平 而 也 何 中 凸 四 边 形 内 和 角 和 不 火 于 四 直 
角 ， 而 外 角 和 和 不 小 于 四 直角 ， 
因为 同 四边形 可 以 分 成 两 个 三 角形 ， 册 于 三 角形 内 角 和 不 
大 于 二 直角 ， 所 以 两 个 三 角形 内 角 和 (有 即 四 边 形 内 角 各 ) 不 天 
FHH. XAA m HWE hA 
为 入 直角 ， 故 外 角 和 不 小 于 四 直角 ， 
10, 证明 RAO k: GO 的 中 
心 ，P 是 品 O 内 部 一 个 点 ，a 是 过 所 a 
P 的 一 条 直线 ， 现 在 来 证 明 & HOO O 
HETA, 


* düDÜ * 


由 中 心口 向 直线 a #E3E2k S |a E A ‘图 29，〉， 则 有 
OAEOP<r (r AAKER) 

所 以 所 4 在 已 口 的 内 部 . 

和 在 直线 na LIERE AB =r (B 在 A 的 右 籼 ， 当 然 在 其 左 侧 
也 可 以 ) 。 因 为 OB>AB=r, MUA BEOOR hR, 

在 线段 4B53 上 了 上 作 如 下 的 分 割 ; 

(1) 线段 4 的 任何 一 个 点 Mi， 如 果 OOMI<r， 则 属于 第 
— 2, 

(2) 线段 4B 上 其 余 的 点 用 于 第 二 类 ， 

现在 来 验证 这 样 的 分 割 法 符合 戴 德 金 分 割 原理 ， 

° 这 样 的 分 割 方法 显然 是 肯定 的 ， 而 且 蚌 互 斥 的 ， 所 以 
线段 AB 上 的 点 一 定 的 属于 某 一 类 而 县 只 上 晟 于 基 一 类 ， 两 类 都 
不 是 空 集 ， 因 为 第 一 类 里 有 点 4&， 第 二 类 里 有 点 B. 

2” 如 果 所 Mi 属于 第 一 类 ， 点 Ms 属于 第 二 类 好 OM OM， 
FEH AM < AM;， 束 是 说 ML 在 M; 的 前 而 在 此 我 们 不 妨 设 
前 后 顺序 为 4 到 吾 的 方 庙 ) ， 

根据 戴 德 金 原理 ， 交 钱 e 上 存在 着 分 割 点 C, MÆ iE 
OC =r. 

(i) Ri OC< 则 点 已 属于 第 一 类 ， 也 就 是 第 一 类 中 
ma HEA. F C in] B EZ EECM,, 1ECM,<r- OC, WMM: 是 
第 二 类 中 的 点 。 但 是 由 AOCM, 立刻 就 有 OM:<OC + CM, 
OC+r-Oc-r， 邯 OM2<<r， 则 M2 应 属于 第 一 类 ， 这 与 M; 属 
FHATH., WOC- 不成立， 

GD 假设 OC.>r， 则 后 CC 属于 第 二 类 ， 也 就 是 第 二 类 中 
HIRAI EAA. Hí CAIFE CM, BECM,<OC - r, M M, 
是 第 -- 类 中 的 点 。 但 是 由 和 CCM 有 OM,>-OC — CM2>OC —- 
(OC —r) =r, 即 OMIr 这 与 MI 属于 第 一 区 矛盾 ， 扩 以 OC >r 
EAR. HRA OC =r， 即 点 忆 在 中 OO L, ERER a 
与 图 有 交 成 ， 邦 交点 的 存在 性 证 明 完 了 . 
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由 于 圈 形 的 对 称 性 ， 在 OA 直线 的 另 一 侧 还 存在 第 二 个 交 
点 CC ， 故 直线 4 与 中 OQ 一 共有 两 个 交点 ， 

现在 证 明 变 点 不 能 多 于 两 个 ， 

BIB S a 与 局 口 除了 忆 和 5 两 个 变 扎 外 ， 还 有 第 三 个 
交点 C”， 显 然 人 入 0cC' TR AOC'C” 都 是 等 腰 三 角形 ， 并 且 符 以 
<C“ 和 CC 为 底 边 。 设 下 和 了 是 两 个 底 边 的 中 点 ， 风 OE, OF 
是 过 号 口 关 于 直线 a 的 两 条 不 同 的 垂 线 ,这 是 不 可 能 的 ,于 是 直 
线 交 圆 命题 就 完全 证 毕 ， 

[ 注 ; 这 个 命题 证 起 来 是 比较 复杂 的 ， 纵 出 这 个 题目 是 使 
读者 了 解 和 人 掌 提 运 用 戴 德 金 分 割 原 理 的 方法 。 戴 德 金 分 割 原理 
是 非常 重要 的 命题 ， 而 讲义 中 没有 讽 子 ， 故 通过 此 题 予以 补 
Æ. J 

$ 2 

11. Æ NAZE}? 

12, MEA RAB 和 CD 分 别 是 坦 线 AC HERR, 


-7 AE m T 
=g fE- BRE 8< (EBD , 


因为 e+ B<T， 根 据 欧 几 里 得 第 五 公 
设 知 直线 AB 一 定 和 CD 相交 ， 
假设 射线 CD 和 直线 AC MEWA 


PoS WATER AC 的 另 一 人 出 〈 下 半 


PED HARUTEE MUE R AC 


A F3KR TH B, AE#8ICD MRAR EE. 

13, 证明 设 A、B,，C 是 不 共 级 的 三 点 ,连结 48，BC， 
JBE AB, BC HPR m, n, Wm 5 n pg 33 J — 8 O 
(图 31) 。《 如 果 m | n (图 32) ,根据 平行 公理 ,直线 ABHA 
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图 $1 图 32 


相 痰 且 AB | n, KF, PAX B BJ BM 2RABE BARET”, 
RE ERKE- HEMA, B. CZAD, ASCA, 
Br blm n WHE) 

因为 0A=0B-0C, WA, B, CZREHUO H B] oÙ, 
OAR 3646 UB] (D. 

下 面 证 明 三 点 所 决定 的 图 是 唯一 的 ， 

假设 过 不 基线 三 点 克 、B， 世 决定 两 个 图 ， 图 心 分 别 为 0 
MO, MORO 必 同 时 在 m 和 x 上， 这 样 直线 和 有 两 个 
AE] 32, WC mj n 重合， 于 是 4 、B 、C 三 点 必 共 线 ， 这 
与 已 知 4 、B、 必 不 共 线 这 盾 ， 所 以 过 不 其 织 的 三 点 可 决定 唯 
一 的 回 ， 

14, 证明 KARIES MENAK., ME nai 


成 立 ， c 
我 们 现在 采取 间接 证 法 {我们 知道 第 


五 公设 与 平行 公理 了 等 价 ， 平 行 公理 了 与 
“任意 三 角形 内 第 和 等 于 二 直 闻 ”等 价 )， 
假如 瓦 里 斯 命题 成 立 ， 我 们 证 明 “ 三 角形 q 
内 前 和 等 于 二 直角 ”， < gr 

设 AABC-o2 A ABC (339), 
ABZ A'B” ME E33 

a=, B: B', y= y 
EA ABCEDBE AA B CHI, TEADS A RAHE AB, ACH 
+ 48j3 » 


KREA $B 、A'C ， 出 于 有 = 有 8 ， 在 新 位置 B.C, 的 直线 BC 与 
直线 BC 不 相 变 。 所 以 四 过 有 形 BB2 CC 的 内 和 和 Ga = 8' + y! + 
x+ y= dAd, (A x- /B' BC I < 2d-8=24-B , y= ZC'C B = 
2d 一 y=24d 一 y*》 从 而 可 以 得 到 三 角形 内 前 和 等 于 二 直 É, X 
就 证 得 第 五 公设 咸 守 ， 

其 次 证 明 若 第 五 公设 成 立 ， 则 瓦 里 斯 命题 成 立 ， 

因为 第 五 公设 成 立 ， 所 以 平行 公理 了 成立 。 通 过 AA B 
C' 的 边 A'8 的 点 BL 引 B’C’ 的 平行 线 B.C, HOO EIB IC: 
在 点 C 交 于 边 A CGC ， 由 于 =，y=y ， 所 以 A.ABC<o AA 
BC, B/AABC5j A ABC 43328 (CA ABB, M ABZ 
A'B). 

15. WEA HERRAD MRA, WFA 
『 成立。 我 们 用 间接 证 法 证 明 ， 即 车 勒 让 德 第 二 命题 成 立 ， 则 
平行 公理 了 的 等 价 命题 “三 角形 内 角 和 为 24” 成 空 。 

因为 我 们 已 经 知道 三 角形 内 第 和 不 超过 二 直 第 ， 所 以 我 们 
只 要 证 明 假 役 三 角形 内 划 和 小 于 二 直角 就 会 出 现 矛 盾 即 可 ， 

设 信 ABC 的 一 个 角 是 4， 把 AB、AC 两 条 边 延 其 (图 341)。 


Se 
— ` l 
Cr = .> 2 
c .— `, =” x | 
- 一 已 - ` —— 
_— — `. —_ 
B 一 —_ = =a 
A F z FA ” 
图 34 


HAABCHAHAH E aiso =CG+B+y=m-e, (€>0)D B 
为 顶点 在 8 的 外 前 部 分 ,以 BC 为 -: 边 作 角 7Y 。 因 为 B+?y<T ,所 
以 这 个 角 的 另 一边 … 定 落 在 AB 边 合 有 点 蕊 的 一 侧 ， 且 必 不 与 
ACHIA, REAY BD, WBD HE Z CAB 的 内 部 。 今 截取 
BD 使 BD = AC， 连 结 CD, MA /AABCSSABCD, [BJP SR D - 
定 在 CAB 的 内 襄 ， 由 于 券 让 德 第 二 命题 成 立 ， 则 过 DD 可 和 作 利 


. A434 。 


AB 边 及 AC 边 相交 的 直线 ， 设 这 两 个 交点 为 B. 和 Ci, WJ 
AABRC 内 第 和 为 ; 

Lu anico6 Tear t Aasep t Eracpry + 

+ Lagna T Ən 

由 于 AABCU ABCD, MU E. aso = 三 Apc 四 王充 一 2。 又 因 一 
#J= #JE P 30 B F r [DE coca m Eapsno <a, TIE 

Fiance (r—8)+ iw- eltart- 3 =m— Ze 

仿照 上 上面 的 作法 ， 芒 点 甩 为 顶点 ，BiC: 为 一 边 在 二 ABC， 

的 外 第 部 分 作 ZC BD: = AC1B1， 就 可 以 得 到 射线 BiD:， 截 
WB D= AC, 4C Di, MIF 

DABCO A RCD 
且 Di 在 ZC4B 内 部 ， 由 于 勘 让 德 第 二 命题 成 立 ， 因 此 过 D. fE 
一 直线 与 4B、AC 分 别 交 于 Bz 和 Cz， 不 难 计 算 ，ZDissasco< YX- 
2e, 

MEHE n ak, WLSAAB,C., A 

Kasama CATZ e 
由 阿 基 米 德 公理 知 ， 不论 8 多么 小 ， 总 可 以 找到 7 ,使 得 2"E ~ 
T>0， 即 xw-2"e 为 傣 数 ， 这 样 球 得 到 三 角形 内 角 和 是 负数 ， 
这 显然 是 不 成 立 的 。 所 以 三 角 彩 内 第 和 小 于 二 直 第 的 假设 不 成 
立 。 从 而 证 得 若 勒 让 德 第 二 命题 成 立 ， 则 三 角形 内 角 和 一 定 等 
TZE, MEFA VY 成立 。 

EREHE FETAR ViR, ME 
让 德 第 二 命题 成 立 。 

让 于 平行 公理 站 成立 ， 所 以 第 五 公 
HRY. BR DE “<C 4B 内 部 任意 的 
点 ， 通 过 呈 作 一 直线 使 之 与 4B 边 作成 
ha, HÄ ZCAB+a<xr (E35), 
根据 第 五 公设 知 此 直线 一 定 与 ACHE. WAEREA 
立 ， 到 紫 勒 让 德 第 二 命题 与 平行 公理 站 的 等 价 性 证 尖 完 毕 ， 


' df > 


图 35 


16. 解 提示 ， 证 明 三 角形 中 位 线 定理 与 平行 公理 了 和 党 
价 。 即 说 明 三 角形 中 位 线 定理 是 真正 的 欣 几 里 得 命题 ， 
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17。 证 明 ”假设 三 角形 的 内 角 
和 是 一 常数 在 入 ABC 的 两 边 AB， Cr 


AC 了 分别 可 中 MC, E BC 
(E36). MXE- BEAR C, 


+ B: F: 
H E UA : 
图 36 
PAANCI = Kua A b'en 
Z AJIA Tk: W 


ZABC + Z¿ACB- ZAB'C' + ZAC B'O 
ZAB C + Z BB'C' =x 

ZAC'B' + /CC'B' =x 

/ ABC + Z ACB’ + ZBB'C + ZCC B! = 9z 
ZABC+ ZACB- /BB'C’ + ALCC7 Br = 2 


BHV J BCC 8” 的 内 角 和 为 四 直角 ， 履 欧 友 平行 公理 成 立 ， 
这 与 罗氏 公理 矛 振 ， 则 假设 不 成 立 ， 所 以 在 罗氏 几何 中 三 角形 
内 角 和 不 是 -个 固定 不 变 的 常数 。 

18。 证 明 假设 过 不 共 线 的 三 点 必定 能 作 圆 ， 那 么 根据 第 
三 章 定理 2,26 可 知 欣 氏 平 行 公理 必定 成 立 ， 这 样 就 与 罗 氏 平 行 
公理 陡 午 ， 所 以 假设 不 成 立 ， 从 而 证 得 了 原 命 题 成 立 ; 

19, 证 明 设 /ACB 是 广 于 学 上 
圆 上 的 角 ， 连 结 OC (OO 为 圆心 ) (图 
37) , 
AAOC 和 ABOC RESE 


Z OAC = Z“ ACO 
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“CBO = /BCO 
ZA+ B+ ZACB<KZ 
2 ACO + 2 Z BCO— = 


Z ACB = Z ACO + Z BCO< s: 


[ 注 ， 从 上 面 三 个 习题 ， 以 及 第 三 章 定理 3.6、 定 理 3,.7 的 
证 明 中 ， 我 们 可 以 看 到 ， 在 证 明 与 罗氏 平行 公理 有 关 的 命题 
时 ,一般 地 都 采用 归 雇 法 ,最 后 可 出 与 罗 氏 平行 公理 矛盾 的 结 
R. 第 三 曹 定理 3,1 一 一 定理 3,7 在 讲义 中 都 称 作为 罗氏 平行 公 
理 的 推论 ， 其 实 这 些 命题 都 是 与 罗氏 平行 公理 等 价 的 ， 请 读者 
自己 证 明 一 下 它们 的 等 价 性 ， 从 而 加 深 对 罗氏 几何 的 了 解 。) 

20, 证 明 HAA’, CC'H BBH' A y 
的 异 人 出， 所 以 A4’，CC' 都 和 BB 没 — 
有 公共 点 ， 2 

在 直线 AA’, CC 上 名 取 一 点 A、 | l 
C, B+ AA’, CC EBB RRA, — 
则 线段 AC 与 直线 88’ 必 交 于 一 点 B 
{图 38) ， 

在 直线 44 上 取 点 4'， EA ERARAS 与 CC’ 平行 方 
向 的 一 侧 ， 

因为 447 fCC, 所 以 LCAA' HEE- SRAC D ee 
交 于 一 点 C7. 

在 仿 ACC' 中 ,直线 BB' 与 4C 交 于 内 点 8, 与 CC' 术 相交 ， 
祖 据 帕 士 命 王 知 直 线 BB' 与 边 4C' 必 相交 于 一 点 3B 。 这 就 是 说 
了 BAA 内 的 任何 射线 AC 必 与 直线 B88’ 家 交 ， 于 是 证 明了 了 
AA’ | BB’, FFFA AS 的 方向 ， 剩 用 平行 传递 性 可 知 
CC F BB’, 

21. 和解 ” 凡 第 三 草 3。 

22， 解 设 D、E 为 人 ABC 的 边 4C、BC 的 中 点 ,DE 为 中 
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x. p! 


点 连 线 〈 图 39) ., 

HA. C, BIJEDEDE3E R AF, 
CH. BG, fE nj F. H. G, 
I 2 AAFD, ACDH, ACEH, 
人 BBC 都 是 喜 和 三 角形 。 

T CD=AD 

ZCDH = Z ADF 图 39 
AADF ACDH 
FD=DH AF=CH (1) 
CE=BE /CEH= /GEB 
ACEH 2 ABEG 
. HE EG CH -=BG (2) 
H (1) +< C2) #Hl 
AF = BG 
上 四边 形 4BGF 为 胖 开 里 站 过 形 。 

WFG, ABH AQ. P, HASHEEM, 3 PO AE AB, 

FG 的 公 垂 线 ， 所 以 4B 与 FRG 是 超 平 行 的 ， 即 DBE 与 4B 超 平行 ， 


对 于 半边 形 APOF, Z APO = ZFQP = ZAFQ =, 则 


人 FAP 必 小 于 二 ， 即 AFO AFAP， 所 以 FQ 过 AP， 同 理 可 


车 GQ BP, M FG = 2DE 央 而 有 


DE = = FG = y FQ r GO) < AB 


HERRA: 三 角形 的 两 边 中 点 
连 线 与 第 三 边 是 契 平 行 的 并 且 小 于 第 
ZARF. 

23, 证 明 1) HDD K. EE Jë 
AB 和 BC HWRE, H TA O 
(E40) , WOSA, B. CZA 


. {hA a 


电离 相 等 ， 故 口 也 在 4C AR ER FF' 上 ， 所 以 如 果 人 入 A8C 
有 两 条 这 的 中 垂 线 是 会 本 钱 ， 则 第 三 边 的 中 重 线 也 和 前 两 条 是 
会 聚 的 ， 并 且 有 一 个 公共 的 点 ， 

20 Dr 32k DD 与 EE' 为 离散 
线 (图 41)》 我 们 来 证 明 BE 也 与 它们 
B. 

HADD 与 EE HABRA, ME 
们 有 有一 条 公共 E RA DE, H 
AABC BJ TS TR A ET DE ERR 
Wk, W tE A, B, C, XP 图 41 
HÉ AA BB, DD' 是 AB. A'B' WREE, E AD, 
BD”, Ji A ADD” 3 ABDD” 都 是 直角 三 前 形 且 它 们 是 合同 的 ， 
B AD = B”, ZAD'D = ZBD'D, AmA ZAD A = 
ZBD' B’, H3 AAA D: A BB'D' pk t =E, HA 
LLB S K, I KAAA D 与 入 BB’D' AHER AA = BB, 
MR BB = CC, 

对 于 四 边 形 447C7C， 国 为 AA' =CC AA LD E ,CC’ 
工人 FE ， 所 以 四 边 形 44“ CC 是 萨 开 里 四 过 形 。 

A TEF 为 4C 的 中 垂 线 ， 所 以 FF 一举 与 DEEH, W 
而 DD’, EE’, FFRES. 

3) DD J EE 7, #$EüuEFF” f DD” J EE’, 

首先 由 1)》 和 2) 的 证 明知 FF: Hg DD: 或 EE? 三 条 线 中 人 尾 
意 两 条 即 不 能 是 缘 集 的 也 不 能 是 离 
散 的 , WRZ PERDEI. 

其 次 证 明 它 们 在 相同 的 方 同 上 
平行 . 

假设 AB 是 六 4BC 最 大 的 边 ， 
.为 CB 和 AC 的 中 起 , pA ABOC 
的 项 点 作 EF 的 王强 (图 42) 由 于 四 
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边 形 AAB B 为 萨 开 里 四 边 形 ， 因 此 AB Bh SR£B D, s: H T 
A'B’' 于 其 中 一 点 D*，EE、F 和 位 于 PD* 的 两 人 出 (其 原因 留 给 读 
AAE), 

由 所 设 EE” f DD', Tü ZED"D=5, 所 以 ZD'EE' 或 
Z D'BE" HPT YED” EBE XF B3F +f. 因为 ZD'EB" >a 
LD’EE’ <, KZD EE EP A, BEE fh D”2 D Bl 
J lal E DD E +. 

因为 FF’ f DD, 而 ZD FE < 所 以 FF/! 对 DD” 的 平 


行 方向 与 EE' 对 DD' 的 平行 方向 一 致 ， 故 FE, DD, BE 在 
同一 方向 上 上 平行， 

24。 解 ”在 展 氏 平面 上 的 任意 三 角形 总 存在 内 心 。 这 只 要 
根据 第 三 章 定 理 1.10 和 和 角 平分 线性 质 邑 责 证 贞 ， 它 和 平行 公理 
Xx. 

不 总 存在 外 心 ， 原 因 是 外 心 是 三 角形 三 边 中 垂 组 的 变 点 ， 
由 上 题 已 知 这 三 条 中 算 线 不 一 定 以 交 于 一 点 ， 

不 总 存在 惟 心 ， 因 为 疏 心 是 三 角形 三 条 高 的 痰 成 ， 而 在 罗 
氏 平 面 上 三 角形 三 条 高 不 一 定 总 交 于 一 点 ， 故 重心 不 总 存在 ， 
但 如 果 有 二 条 高 交 于 一 点 ， 那 么 第 三 条 高 也 必 通 过 此 交点 即 此 
HA HED, 

25。 解 ”请 参照 第 22 题 的 方法 ， 讯 者 自己 求 完 成 ， 

26. Ñ WETE: 

x 内 第 得 x 内 心 | 外 心 | 重心 x = b 中 位 线 面积 
u RA. g 


第 四 章 ” 正 交 、 相 似 、 仿 射 变换 群 与 
欧 氏 、 仿 射 几 何 习 题解 窒 


Š 1 
]. R (1) 不 是 RAE: 

OG (x, y) = (x$, y?) 

6G( —x,y) = [( — x), y] = (x2, yT) 

g(-—x, -y) = [(— x)2, ( — y)2] = (xt, yT) 
ARERR ç pE BJ, B ç DERE (CPE x, y 4 Z 23 
=), 

(20) 是， 
(3) 是 ， 
(4) 不 是 。 MAE: 

G (x, y) = (sinx, cosx) 

G (2Km + x,y) = [sin(2k= + xy, cos (DKA + x) 

= {Sinx, cosx) (k= 0,+1,:::) 
A LIRA 5 不 是 一 一 的 ， 喜 5 不 是 变换 . 
2。 证 明 5 (aß) (Ba = aipa Do! 
=q lsg 

(aB)(eBy"-l =e 

(aB = p lg"! 

(E: WA., AAA C UEBH 

(RST) -t= T-1lS-1R-1 
HER, S. T. WETH., 


a 491 + 


3。 证 明 BS MARAEA 
x" — y? =g? 


将 反 演 变质 式 


代入 双 则 线 方 程 中 得 
Rex’ 3 _ Riy’ 2 
i) Uno) = 


3 PE 4 
RA(xf2—- yt) eat ža yt)? 
这 是 双 纽 线 方 程 ， 
4、 解 ”ff = 两， WECM 
m=m mEM (mEM’) 
PR) = g'im ) = 
X mEM' 
e POERA, Mole UNEEN 
APEMH, Mp iloim)] =m =ølp t m)], 
5, 证明” 设 直 线 上 的 所 有 形 如 
O (X) -:ax+b 
的 变换 的 集合 为 忆 ， 
(109 对 于 VYayez CG, ox) sawt bi Gr (x) = a;x 
th O20 (x) = G;(G X + bi) 
= laix + Dr) + b; 
= (d) + Cob + ba) 
HI oc EG, tsi ATG h IESE us Biasi hoi. 
(2) gf (x) =a 1X 一 40- 二 就 是 COORD, BA o’ €C G, 


= 4597 » 


Br G E E. 
AA Fo (x), mO 有 
UO) = O(aax + b;) 
= aiia + ba — b. 
= (m0) X+ (G b; + b 
=o; (x) (一 般 情 涡 下 不 等 》 
所 以 安 不 是 交换 群 ， 
Š 2 
85, E 设 正 交 变换 式 为 


{ x° = + May + A 


y” = (1212 + G>5Y + t 


CL) 把 对 应 点 坐标 代入 所 设 变换 式 ， 以 及 由 正 交 变换 式 
的 系数 关系 有 ; 


"i= (i; + ai 
l D- 二 
Q~ 20 -f 

2 20 +daz 
' Gi + Oi = 1 


` a3 + G: = 1 
解 此 方程 组 得 : 


: Au = — ün 


| (1: = Zú l 


l a= 1-— Ez 


aq = — 28 


' GQ: — 1 
Hantar aan = 0 可 得 a), = 0, alt= 二 故 所 求 的 正 交 变换 式 


. {9J = 


x! -- —y | 
= , 3. A4 4 
y = x | = 
C2》 把 对 应 点 的 坐标 代入 所 设 变 换 式 ， 以 及 由 正 交 变换 
的 系数 关系 有 : 


a= +a 
Ü= üa +a 

| 1 三 人 LT 站 2 十 息 1 
| Ü = Q> + dt 
| an + aa- l 


| ,3; > 
. i + (Q, = 1 


解 此 方程 组 得 : 
az 二 tt， G= -l 
Quta 2 
üa + aF Ü 
ai + a; l 


H Anli Td zi = Ü, 可 得 du = 0.añ = 1. 故 所 求 的 正 交 变换 式 


pa 
W = -y+2 P wa —y+2 
y =x-1 yY = —x+1 
7。 解 ” 设 旋转 变换 式 为 
XN” + + (aZ + 如! 
Y = aux+ dy + Aa + G> 
z" = da% + (32 + Qs35Z + (3 


aitan tail (1) 
= 1 (2) 


2 z 2 
iz + EEE + TEF, — 
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Gy + fn + Gs = 1 ( 3) 


Gyi t G T GQ3ida; = Ü ( 4) 
HT T Qxl + Gazdag; = Ü (5) 
diaii + O23021 T dala = Ü ( 6 ) 


将 所 给 备 对 对 应 点 坐标 代入 所 设 变换 式 中 ， 有 
qi= a: = as =Ü 
(2 = G = G23 = Gas = Ü 
ta2 = (3 = 1 

H LERRA (4) . (5) 、(6) 式 中 得 
qui = a3 = Ü 


特 上 面 的 值 代入 { C ORA an= +1， 所 以 所 求 旋转 变换 式 为 


X Z 人 x' - z 
Be 或 iy = —- x 


2 = y | z =y 
8, 解 ” 设 所 求 的 平移 谈 换 为 
Aa 
y = yb 
将 已 知 对 应 点 的 坐标 代入 上 式 有 
人 
- 1 = j +b 
得 
a= —2, b= -4 
所 以 所 求 的 平移 变换 为 ， 
x" =x-—?2 区 一 区 +2 
(人 
y =y-4 y=y +4 
yj ik le H TA 26 WDH RE: 
(y +A (w 2)— BRE + 4) + 1B = Ú 
R| 


y 2 — x" -- Ü 
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9. E PLEMA, USHAK, 263820 3 ü 2 BU fi 
图 方程 为 ， 


2 2 
Tt] (1) 


将 x 轴 绕 原点 旋转 ， 使 其 与 直线 x 一 2y =0 重 合 ， 设 旋转 角 
3 8 Gar), MA 


所 以 


| x’ = xcos0 — ysin 0 = <2 (2x — y) 


y! — xsin + ycos 8 = y3 (x+ 2y) 


也 可 写成 


EPERRA (1) AB: 


~ F: Ee z 
LE w ayo | +> |C + 2) | =1 


整理 得 
Sx t dx + 8y”2— 36 = 0 
10。 解 ” 设 空间 任意 一 点 Ptx, yz， 关于 平面 
Ax+ By+ Cz+ D = 0 
的 反射 对 应 点 为 2 py s, MA 
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Ax+ By+Cz+D _ Ax + By +CZ +D 


V A+B? C: V A+B+C? 
x=x yoy 

2 “2 (1) 
x-x zT 

À C 


HE (1) 得: 


yt- BC? At)x— 2ABy- 2ACz—- 2AD 
A: + BC? 
= C 2ABx r (A B + Cy 2BCz - 2BD_ 
Az + B: + C2 
e 一 2ACx — 2BCy+ (A? + B2—- C2yz— 2CD 
A2 + B3 + C2 


11, iE FÉT H- 
HA, A 确定 ， 以 垂直 于 向 量 AAS x, 


的 任意 直线 s 作为 一 个 反 射 轴 (图 K 

43) ， 用 Ai 表 示 在 反射 St: 下 点 丰 的 对 。 “ ' 

应 点 。 , x 
BRAR AA 的 中 垂 线 s, 作为 

第 二 个 反射 轴 ， 这 时 反射 $ AR A 图 43 


HA, WR AS; RA 变 为 4 ， 并 且 点 4 与 4 的 距离 等 于 两 
AAB ER XY 的 一 倍 ， 
AA = AA, + ALA =2XY 
因为 平面 上 上 每 个 点 与 在 变换 S;S, F BJ APA a Ap 44 A< FF BJ FE 
质 ， 所 以 两 个 反射 的 积 SxS: EEATT: 
T =S; = Š, 
12, 证明 het V Hh b O BRIHA, A 确定 ， 
取 通 过 中 心 O 的 任意 一 条 直线 s, 和 作为 第 一 个 反射 轴 (图 44) , 
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用 4 表示 在 反射 下 点 4 的 对 
应 点 ， 上 青 取 线段 AA 的 中 垂 线 s; 
作为 第 二 个 反射 铀 ， 

HAAA 是 等 策 三 角形 ， 
所 以 直线 s; 通过 成 O， 这 时 5S) 把 点 
ATHA, MEH S: WRA 变 为 
A, FHELAOA YFA g 图 44 
[BJ J Z (si, s.) ËJ fE: 

Z AOA = DT Z AiOA7 
= 2 Z (Shi, $2) 

因为 乎 而 上 的 每 个 点 与 在 变换 S251 下 的 对 应 点 都 有 这 种 性 
质 ， 所 了 以 两 个 反射 的 积 $sS 是 已 各 旋转， 

V =Š; * S, 

13, WEBA ” 设 任 意 运 动 都 
由 两 个 三 角形 ABC HA BC 
确定 的 (图 45) 。 

用 si 表示 线段 44' 的 中 下 
i, ERTAS 的 反射 sS， 出 
平面 上 的 点 A. B, C 变 为 
Aa Hi, Cl. 

设 s, ERE BB PRE 


H, AHA B z AB= A! B' , 图 45 
所 以 A 点 在 直线 s. L. 

作 关 于 轴 sz 的 反射 S?， 则 平面 上 的 点 4 、Bl、C1 变 为 4 人 、 
B'.C,. 


HTAA BC 与 AA'B'CO. 有 两 个 点 重合 ， 所 以 如 果 后 
CHC 不 重合 ， 那 么 由 下 面 的 条 御 
A B! - A! B! 
A'Ci = A Ci = AC = AC? 
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B'C,= B,C, = BC = B: C” 

JC. F M KAT B 与 C 对 称 。 

用 5 表示 直线 A'B'， 作 关于 轴 s3 的 及 射 $3， 则 平 向 上 的 点 
A., p'. CHAA, B. C, 

由 此 可 知 ， 反 射 积 33，32 SEK A. B.C 3ENA B, 
C ， 报 据 运动 的 性 质 ， 它 把 半 面 止 每 个 后 变 为 它 网 对 应 尽 。 

因此 适 动 可 以 表示 为 三 次 反射 的 积 。 在 特殊 情况 下 ， 讽 如 
点 C 与 C2 重合 ， 则 少 于 三 人 次， 于 是 命题 得 证 。 

14. 解 Epi ABCD 


Jt Br ok J. H. AB- a,.BC: b. i 

CD=c, AD=d, AFD - ata, d |. ë 

b.c .dd 为 已 知 四 边 ) (46), Z `< s `S. 
W ih CD 平移 到 BE 的 位 置 4 Ly 

FE, AZ ABE =, 于 是 八 ABE 

ERAH. BUEZ AJET MEH, 图 46 


而 AAED DRM., WELEH, AmA TAREE: 
AABE, 使 AB=a, BE=c, ZABE= m, 
AEH HE AABE IRB ESAAED, IAD = d, ED = b, 
过 B 作 ED 的 平行 线 ， 从 BB 出 发 在 ED 的 平行 线 上 截取 BC， 
EBC =b HI C5 Dir FABRE NJ. 
HAE ABCD 为 所 求 作 (图 46) ， 
显然 只 训 a 、b 、¢ 、d 任 三 者 之 和 大 于 第 四 者 有 一 人 解 ， 
15. 解 ”如果 口 点 已 作出 
(图 47) ， 试 取 点 B 关 于 XY 的 
对 称 点 了 ， 并 延长 4O 至 4 , NM 
£ A OY = /AOX 
=2 / BOY 
=2 / BOY 
四 而 DB 是 “42OY 的 平分 线 ， 图 47 
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这 样 便 知 8 与 4A’、XY 每 距 ， 蕉 以 B 为 心 可 以 作 图 切 于 AA’ 
和 XY. 由 于 B87 为 定点 ,于 是 中 B' 一 定 ， 此 圆 顽 定 后 ， 就 可 以 确 
定 口 点 ， 故 有 下 面 的 作法 ， 

先 作 点 BB 关于 XY 的 对 称 点 B*， 以 8 为 心 作 与 XY 相 切 的 
EB., 

HM AB PEERAA J UJT'OB BazXY FO, SX., BWA 
分 别 在 AA& KRM, Wo 是 所 求 的 点 (Fj47) 。 

由 于 4 、 闻 位 于 XY 药 异 删 ， 政 447 ARE XY, MAO 
— EFE., OBR 的 切线 虽然 有 两 条 通过 点 A. HBH RX. 
好 两 点 分 开 在 两 侧 的 慰 一 条 合用 ， 因 此 本 题 忆 有 一 解 . 

CE: B ANSIA 昌 B” 的 另 一 条 切线 44* 适 用 于 久 与 Y 
TË br WB (图 48) , 

16, Æ FG YS Š 2 例 3 的 方法 ， 请 读者 将 此 题 
TR. 


17, B (E4 希望 K L.M. N, PP， 依 次 是 五 进 形 


图 48 图 49 


ABCDE AB. BC. CD. DE, EA 的 人 中 上 氮 ， 无 异 了 于 求 一 点 
态 ， 接 六 以 K、IL ,M,N .PP 为 反 射 中 心 施行 五 次 点 反射 后 ， 癸 
AREIA, HI3GTTSDBE RK A 2 BIP hk A 3, Y fE üt 
反射 中 ， 只 有 反射 中 心 是 不 变 点 ， 那 么 4 点 非 是 这 个 成 反射 的 
中 必 和 不 可 本 。 于 是 本 题 变 为 震 样 去 求 这 个 所 反 期 的 中 心 的 问 
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题 ， 要 求 一 个 点 反射 的 中 心 ， 只 要 能 求 得 随便 一双 ' 对 应 Ka Bi 
可 。 因 此 可 以 随便 取 一 点 4 ， 接 连 施行 上 述 五 次 点 反射 ， 和 将 
Aa ÆR As, H AA: 线 外 的 中 点 就 可 取 为 上， 长 有 下 面 的 作 
法 : 

ER AA, EIER AAAA AAs, F K. L.M.N.P 
W aKAA A... AA, AAs, AA AAR P t, WAA, 的 中 
RHA, HMC2RABCDE, ŒK, L.M NIK AB BC. CD. 
DE 的 中 点 ， 连 结 BE4， 则 五 边 形 ABCDE 为 所 求 的 五 边 形 (图 
49) , 

HERE 3 K L M.NDESHKWPAB. BC. CD. DEH 
HA» ARE PEA BH A: 

AA f AB} AC # AD f A.E 

H 


A; A= -ÅA 
AsA= -AE H AA AE 
HERRALA, HAE 必然 互相 平分 ， 由 于 PP 了 是 AA 的 中 
Ao WU PEE AE 的 中 点 ，。 
一 般 地 ， 本 题 有 一 解 ， 但 在 某 些 情 次 下 ， 所 得 五 边 形 可 能 
有 些 顶 点 要 共 线 . 
QE: 上 述 作 图 法 内 能 用 于 
奇数 边 的 多 边 形 ) . :一 一 
18。 解 ”如 条 点 于 已 作出 
《图 50) ， 则 PQ =a (a 为 定 
K), 
PLQ, 作 PM 的 平行 钱 交 过 己 
而 与 s 平行 的 直 缓 ?于 天 ， 则 有 
PK= P, Q = a 
EK.H.Q. QHH (HAs E 
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已 知 较 的 交点 ) 。 即 是 说 在 由 KK、 五 、 旬 所 确定 的 图 上 ， 从 
而 得 双 如 下 必 图 ; 

过 P 作 直线 sr, 使 5 ps, P s' BERKS- TERN 
H, 

# PHI HA K, [#4 PK =a, 

必 出 由 天、 玉 、 避 三 点 所 确定 的 图 ， 设 此 图 与 的 一 个 交 
点 为 Q. H0., Q 作 直 线 ， 设 与 已 知 贺 的 另 一 个 变 点 为 对 ， 
则 M 就 是 所 求 的 点 (图 50) . 

由 于 久 、 玉 、@ 所 确定 的 图 与 直线 s 有 三 种 位 置 关 杀 : W 
变 、 相 切 、 相 离 ， 所 以 此 题 的 解 的 铺 训 为 ， 二 个 解 、 一 个 解 和 
无 解 。 

19。 解 ”此 题 比 较 简 单 ， 留 给 恋 者 自己 完成 。 

20。 解 ”假定 直径 CD 已 经 作出 〈 图 51) , ELE O X, 
把 入 BDO 绕 O 旋转 180"， 则 B 与 , 
了 重合 ,D C Br, DM CB - 
BD。 故 己 必 在 线段 AB” BU rH $ 
线 上 。 从 而 有 如 下 作 图 ， 

连结 了 OD， 证 长 BO 到 吾 " ， 使 | 
OB’ = 了 BOD。 连 绍 AB', fF AB: M 
APER OO T C, jphC s| 图 51 
直径 CD, W| CD 就 是 所 求 的 Hi., 

出 于 AB BJrFE 38 R ECO O 
的 位 置 关 系 f = Ph 相交 、 相 
W. +H. EEn, AR 
或 无 解 . 

Š 3 

21. 证明 根据 相似 轴 定 
JE, AB H A B ai OPLA 
O) , A'B’ Lj A” B" CP- 图 52 


k 
|` 
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3⁄4O;, O, O) , MAB” H ABM CHODA HO, O: 
Ds 共 线 ， 

FA" B" = 及 B 则 是 平移 《 即 0s 为 0..) (图 51) 

22， 证 明 设 口 Or WOO (y!) 是 任意 两 个 半径 不 等 的 
m. 

fO O 中 作 一 半径 OA4， 
i fE OO 中 作 半 径 O” A., 
{0 4 与 0D4 辐 向平 行 . 在 
OO 中 再 作 半 径 O! A,, #ËE 
C'A, HOA 反 向 平行 〈 图 
53) , 

因为 + 二 r"， 所 以 直线 六 A 、44， 都 与 两 圆 的 连 心 线 OO- 
HZ, RZA SHS, mS ERRO 的 外 分 成，S' 是 OD 


HARR, H 
SO OA_r’ SO OAL O r 
SO OA r° SO OA F 


这 说 明了 S 、S' 两 点 的 位 置 不 因 有 点 的 选择 而 变动 . 

如 果 以 5 为 相似 中 心 ，k= 为 相似 比 作 位 似 变 换 于 
QOH, WAC 是 对 应 于 O 的 点 ，A, 是 对 应 于 4 的 点 ， 故 在 
此 变换 下 ， 吕 O00) 将 被 变 成 OO* (r), 

AR, AS HAEG, k = 一 一 为 相似 比 施行 位 似 变 
H, LTR OO m) AF3) OO: (r), 

S mhaitb, S'm| 3811, AEB ERTEN 
圆 有 两 个 相似 中 心 . 

若 两 圆 丰 切 ， 则 切 点 是 相似 中 心 之 一 ， 内 切 时 是 外 相似 中 
心 ; 外 切 时 是 内 相似 中 心 . 

若 两 图 闻 心 时 ， 它 们 的 两 个 相似 中 心 都 重合 于 公共 的 贺 
È. 
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,和解 ”很 设 图 已 作成 , HAABD, AACD GAT, 
人 即 AD 是 所 求 的 直线 ) ， 则 BI、CJ 的 交点 口 就 是 八 ABC 的 


内 心 。 把 4 、T 、J 过 成 三 角形 ， 显 然 ， LI1AT= SLBAC, 


边 亲 由 于 避 IT 和 7 相等 而 平行 于 BC (Oh OJA AHEAABDM 
AACD HAH 图) (图 54) , ; 
现在 的 难处 是 JJ ARA 
定 。 得 如 果 我 们 用 DO 司 相似 中 
È, irib, HAAN 放 
大 成 为 AA BC, EWULEK 
个 图 难 。 如 何 确 定 A 点 的 位 
置 ? 图 54 


由 LBA’'C = LBAC 知 A' 点 菏 在 以 BC 为 疆 的 一 个 弓形 


W L HYTEOAL, B AA BC 后 肯特 所 作 的 位 局 蛮 换 还 厌 使 可 
求 得 入 4JJ， 然 后 可 作 4D， 所 以 和 下面 的 作法 ， 


作 入 4BC 的 内 心 O 和 外 接轨 的 B4C， 以 这 弧 的 中 点 允 为 
Bb, MB = MO) 为 半径 画 玫 ， 设 此 绝 与 半 线 OA TTA, BJ 
O 为 相似 中 心 ， 作 出 入 4 BC 的 位 似 图 形 和 信 A1J， 作 妨 B 关 于 AI 
的 对 欧 线 AD ( 交 BC 于 DD}， 则 AD 便 是 所 求 作 的 直线 (图 54))， 

本 题 永 有 一 和 解 ， 著 不 限制 自已 知 三 角形 的 哪个 顶点 作 走 

24, 解 ” 由 于 同时 确定 DD ， 
是 很 难 的 ， 需 设法 把 其 中 一 点 
换 为 定点 ， 然 后 考 虚 男 一 点 与 设 
定 条 件 的 关系 . 出 如 看 五 点 ， 
BD 是 所 求 图 形 的 一 部 分 ， 现 把 
孔 换 为 固定 点 起 ,使 BD 变 为 定 
长 线段 B4 ， 这 样 有 可 能 运用 位 图 55 
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似 变 换 来 解决 问题 ， 

现 设 图 已 作出 (图 55) 

以 B 3 Í biH 48, QD EN A A MIY 
Mb E E % H F a, CREIG., 

BD = DE = EC 

BA -= AF = FG 
HAF, FG 均 有 定 长 ， 从 而 若 能 确定 下 点 ， 则 王 点 可 得 ， 因 而 
D Ari, MEHE FA: AF AEE, FARALAR 
心 醒 半径 等 于 这 个 定 长 的 圆 上 ， 又 GF 有 定 长 和 定向 (平行 于 
C4), 则 忆 点 又 必 落 在 平行 于 BC 的 一 条 直线 上 ， 而 这 条 直线 是 
可 以 求 得 的 。 一 个 圆 一 条 直 钱 足够 确定 F 点 ， 故 有 下 面 作 法 : 

在 半 线 CA 截取 一 钱 自 CH = BA。 过 吾 引 直线 1,， 使 i 
BC, 

AA Ù, ABH MI, REME TAF, 连结 BF， 
BEBFESAC3AE TER E, 2 E 3IEDEATFFAHXBAFD, 18 
的 D、E 就 是 所 求 的 点 (图 55) 

当 2AC> AB, 2AB AC 时， 本 局 有 一 解 ， 否 则 无 解 ， 

25。 解 ”假设 记 求 的 图 已 作弄 (图 56》， 令 a 、b 的 交点 
为 S， 则 上 S 与 所 作 的 图 的 中 心 0 的 连 线 应 是 a 、68 交角 之 一 的 
平分 线 。 问 题 是 0 如 何 确 定 . 


以 5 为 相似 中 心 施行 位 似 变 宰 ， 设 局 O WOO, HPP, 
是 了 P 的 对 应 点 PERCRE 由 于 相似 比 可 以 随意 选取 ， 所 以 
实际 上 吕 ! 万 是 在 直线 SO 上 任意 取 息 的 异 于 83 的 点 ， 取 定 Di 后 ， 
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j) O, 即 可 作出 ， 从 而 Pl 将 由 心 01 与 SP 确定 ， 故 有 下 面 的 作 
法 : 

HTE ERa MoR, PRAEH EZA 
部 ， 作 出 这 个 负 的 平分 线 。 在 此 平分 线 上 任 取 一 点 品 / 为 图 心 作 
一 图 与 6 、4 相 切 ， 连 结 a l. b ha s S IESS P, SPH 
Di 交 于 点 Pi。 从 卫 引 直线 平行 于 PiO 且 与 胡平 分 线 奖 于 口 ， 
MUROD, ROP 为 学 径 作 的 图 驶 是 所 求 的 〈 图 56)》 . 

车 已 知 成 了 不 与 4 、b 迹 眠 重合 ， 此 题 有 二 解 。 消 尸 与 0 
b 交 成 重合 ， 则 无 解 ， 

(T, 车 已 知 点 了 恰好 位 于 9 、 日 灾 角 之 一 的 平分 线 上 ， 

或 在 4 或 b 上 时 。 特有 新 的 必 图 法 ， 留 给 读者 作为 练习 ) ， 

26, 和解” 此 题 留 给 读者 作 练 习 (可 参考 其 它 几 何 书 ) 希望 
读者 能 用 多 种 方法 作 。 在 下 仪 以 图 形 的 形式 给 予 提 示 {图 57) 
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27. 解 ka., BBW SB, a+h) M RA B 
f. (LIFE AAB 便 ZRB =a, ZC = 有 
作出 BC 边 上 的 高 AD 并 延长 到 D”,， E AD7”=4a4+h 
MD” EHRE C OP IE AB MAC HERTE” 
C”, 
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C., 


以 B*C* 为 边 作 正方 形 B”C' Pe 
H:G', 


连结 4G/ g£ B”C”4: G, “Ns 
EG EGB 1B'CUR ABB, s V l Ne 
过 B 作 BC BC 交 AC 于 | /| 
AN 
WAABCH ERIE (E58). | / V! 
事实 上 : M V 
' BG B'G' pa _ Y. 
BG:B7G! = AB: AB 
`° BC BC 图 58 


BCIB'C”= AB: AB” = BG: B”G 即 
BO: BG = B”C”: B”G* 

BEC” 一 BO 

BC = BG = DD” 


AD" = AD + DD” = AD - BC =a +h 


Z ABC = Z AB"C” =- Z AB'C' =a 
Z ACB = / AC" B"= Z AC'B' = B 
A ABCH JE B ps 38 E 


ol Re hs 就 有 一 和 解 . 
. 解 设 人 A0B 为 已 知 角 ， d 


SMARAM A (ED. x 


在 04 边 上 人 尾 取 一 点 X' ,过 D， oel JW " 


M 引 一 直线 . 过 X’ 点 作 OB 的 三 w 
E, BEYN, DL X 为 心 ， 以 线 — 
眉 XN' 为 半径 画 缴 交 OM FM’, 69 


过 M 作 XM 的 平行 线 交 OA 


FX, WA XARIRLA. 


KAALA X IEOBHERXN., N JEER S HES _E m BU4E 
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HFA Ab, U XN 为 半径 面 弧 与 OM 直线 有 两 个 交 
点 ， 所 以 对 于 OA 边 来 说 此 题 可 有 两 解 ， 同 理 对 于 08 边 也 有 两 
H, AERA DTE. 
29。 解 ”此 题 作法 容易 ， 留 给 读者 去 完成 ， 
Š 4 
30。 解 
x= (xX—y) +2(x+ 2) + 3 
ooz; | y - 
y = 2(x— y) t D(X+2)-—1 
BB 
Í x" = x — y + 7 
y” = 7x — 2 + 9 
x” = (x+ 2y+ 3) — (2x+ 5y — 1) 
C01; Í P 
| y" = (X+2y+ 3) + 2 
pij 
| x” = —x-— 3y+ À 
y” =x + 2y + 5 


FOR oc! 和 0; ， 只 须 从 al 和 oz PREX., y RA, H 
有 : 
x= 5x' -2y — 17 
091 : | 一 SETI i 
y= —2x' +” + 7 
g-i | x= x -2 
` ` l y= -x +y =2 
31. Æ AO., 9, B(3,6), C(-2, —4), A'C-1, 
-1) , B'(0,0), C’ (2, 2). 
HHA, B. CHR, A'. B', C' 也 共 线 ， 计 算 它 们 的 
简单 比 ， 则 


AC -2-1 3 


(ABC). BE -22375 


» 5Ü8 + 


(A B'E) = AC _2+1_3 
BC 2-0 2 

IH (ABOA BC) ， 因 此 这 样 的 仿 射 变换 不 存 
£. 

《 注 ， 下 题 也 可 用 仿 射 变换 公式 验证 ， 这 个 方法 请 读者 作 
— F) 

32, # (2) 、(3)》 是 仿 射 性 质 ， 

(1), (4) 术 是 仿 射 性 质 . 

33。 解 只 有 当 了 P 是 三 角形 三 条 中 线 的 交点 时 ，P 了 的 将 是 
/ANABC 的 象 AA B'O 三 条 中 线 的 交点 ， 而 其 它 儿 种 销 OE UM 
T, 

例如 等 边 三 角形 ABC， 设 P 了 是 其 三 边 中 垂 线 的 交点 ， 显 然 
P 也 是 人 入 4BC 的 三 条 高 及 三 条 角 分 线 的 交点 。 由 于 等 边 三 角形 
与 任 一 三 前 形 仿 射 等 价 ， 不 仿 设 一 非 等 边 信 A B C 与 入 4BC 
仿 射 等 价 ， 由 于 仿 射 变 搞 不 保 角 ， 故 王 的 象 一 般 不 是 AA B 
C ”的 三 条 中 垂 线 变 点 。 

对 于 其 它 两 种 情 癌 ， 读 者 可 仿 此 举 反 例 。 

34。 证 明 URI 18 723 

| x Tas lay + a la, , |30) (1) 
Y = dX +d:rY + ü; 

WE E, Rime (1) 式 中 的 参数 aa, avas 
(yi, 224 Gia G, 

设 Aa i), A (x, )s Ba YDB (x,, y.) C (xs, 
yi), C'(x,, y) 为 不 共 线 的 三 对 对 应 点 。 将 上 面 三 对 对 应 点 
上 坐标 代入 (1) 式 ， 有 


“X, =auxi+ fiy + (à 
X, = Xs äi: F G| (29) 


k 


: x, = GiiX3y + Qi 23 + di 


. 5Ü9 .“ 


y  G24X4 T+ Ony + Ga 
i y>. = ax + A27: t dz (3) 


Ya = AnKa + (33 + dz 


从 前 面 三 个 方程 看 x, X X 不 全 为 0， 否 则 A7. B, CH 
线 ， 同 理 后 三 个 方程 中 y ya 、3?s 也 不 全 为 0 . 
X x x 1l 
X Ya | #0 
lxs Xs 1 
所 以 方程 组 (2) 可 决定 唯一 一 组 aw，G4,zs， 吕 的 解 ， 辐 样 方程 
组 《3) 可 天 定 礁 一 一 组 Ga, G; Q; 的 解 ， 所 以 不 共 线 的 三 
对 对 应 点 ， 唯 一 地 决定 一 个 仿 射 变换 ， 
35, WEI HOAZ A (Xi yi)s A Xa Ys As(X3, Ya) 
在 一 条 直线 上 ， 且 (AA Ap =r， BER 
{ X =a + Aay + @1 
yf AX t Gy + dz 
得 AY), AY), 4A3(xza yi)， 由 于 优 射 变换 保持 
点 与 直线 之 间 的 结合 性 ， 所 以 A, 、4，.A4: 共 线 。 
A A, X; 一 区 Xi 


A A;A,.) = 
( :成 ,) = ALA, X, 
— Xs 二 Y3 T ai~ (auX + tayi T+ 0) (1) 
qunxa+ Giya + Q) — (aux T a12y2 +01) 
= Qu (Xs — X) + alya- 12 
Gu (XI — X) + dial ya — Ya) 
= “2 一 1 一 ( A: A; As) 
X P 
故 简 单 比 是 仿 射 不 变量 ， 


36。 解 ” 设 对 应 点 的 华 标 为 x*，x ， 风 由 于 优 射 变换 不 改 
变 简 单 比 ， 所 以 有 
(12x)=( — 1 —2x” ) 
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化 简 得 


x+ x =0 
s MCOLR3E OD = 0 
Ë 37. 解 ” 设 仿 射 变换 为 
x” = Aat + ay +A 
l y = aax + aa + G; 
则 有 
x' 十 和 = lantaa + (Gi r G22 + a+ G 
= 对 应 x+ = 0 
S izt n= (I) 
aq i+ a, = Ü (2) 
又 有 
x -y = (Gu x+ (Gi aay A Q) — G; 
“y=0 对 这 Xx/ -y = 0 
| S Gn an=0 (39 
air gp 0 ( 4) 
再 有 
x!" + 2y! -E= (au +2an)x+ (au 202)Y + a1+ 242— 1 
Xt2y 一 1=0 Wx 42y 一 1 = Q 
e221 二 ( 5) 
qat 2ax = 24 | CE) 
g a+ 20:7 1=-4 (7). 
ËH (1) — (7) 组 成 的 方程 组 得 
qi= a:= 0 
A=1 
1 
Qu qas 3 
> Gi 二 一 032= —2 


所 以 所 求 的 变换 为 


» 5P] °. 


—- x k 2 
gX E ay 


38, 8 BEDRES ERA 


{ 入 ”一 站 1 十 要 12 有 十 站 | 


3” -: QX t AnaY + 32 


在 直线 x+27 -1=0 上 任 取 两 点 《10 《一 1,1》 则 所 求 的 变 
换 特 三 点 (1,0) ，《 一 1 1 ，(1, 一 1) APJ (1,00), C-l, 
1), (-1,2) 三 点 ， 将 这 三 对 对 应 点 坐标 分 别 代 入 变换 式 
中 ， 有 

IT- al 

Q=- 21 十 总 3 

| —1= -QaQitajulal 

| I= — ün tata: 

Wik 


y2 = (ai — (22 T Q 


解 上 面 方程 组 得 ; 
a= A = G= —1 
11 一 - 六， 0) = — 25 m= -5 
H] Ik Br s BJ REHA 
X = 2x+2y-1 
y” -- -xX 2y -| > 


39。 解 ” 设 所 求 的 不 变 家 线 为 ， 
Ax+By+C=0 (A.B 不 同时 为 00) 
即 在 所 给 的 变换 下 ，AxXT+ By+tC=0 对 应 Ax’ + By +C = 0 
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— Ax +BY +C=AG(7x—y+1)+B(ix+2y+4)+C 
=(7A+4B)x+ (—A+2B)y+ CA 


+4B-+ C) 
. TA+4B= A) (1) 
- A+2B = BÀ ( 2) 
A+4B+C=CA (3) 
WA (1) , (2), (3) BA B,C 得 ， 
7-1 4 O | 
| -1 2-4 0 | = 0 
1 4 1-1 
展开 化 简 得 : 
¿1-A 一 HIf2 一 4 二 全 一 二 站 
Mi 
1=1.3.5 


由 于 当 4= 1 时 ，4= 互 =0, 因 此 不 对 度 不 变 直 线 , 分 别 以 4= 3, 
6, A (C1), (2), (3) 中 得 ， 


3 
A=-B, C=—B 
2 


各 

A= -4B, C=0 
所 以 不 变 直 线 为 ， 

2x—2y— 3= Ü 
各 

4x— y= 人 0 


40。 证 明 设 站 使 二 向 量 内 积 不 变 的 食 射 变换 下 ， 点 妇 变 
RAA, ABAE ARB, UH 
-人 — J — 
ËA’, B ) = A'B = A! B' + A B” 
—— —— —s 
-AB.:AB=AB 
-dA, B) 


. Siie 


H dA’, B) = d(A, B (dO SR IPA BJA) 由 于 这 个 变 
T PA Fe Bj pa IB EBPS 42, Pl EE F 2 eh, 

41, ç JA ETRE, A ARAR PA tE XT I AH 
等 性 在 仿 射 变换 下 保持 不 变 ; 邻 边 相等 性 、 对 角 线 互相 垂直 性 
和 对 角 线 平分 萎 形 对 顶 角 的 性 质 都 被 破坏 ， 

42。 解 ” 设 所 求 的 仿 射 变换 为 

| x'=aux tany +t i 
Y = qaxX + ty+ G; 
HER (0, 0) 变 成 点 (2, D, Wla = a,= 2, 

因为 它 把 抛物 线 y= xs B r. W 


2 
x = any t (d 523 + z 
. f y? 
| y “Gu t Gay T 2 


应 满足 多 :=2x ， 于 是 
| y? y? 

Car, targy +2) = Eem F Muy + 2) 
EJI 


4 
ai + Gadz + (ay, + Zany + 40: + 4 


= any? + 2 如 12 和 + 4 
对 比方 程 两 端的 系数 ， 得 
(xz ~: O), til = (i di: 二 få 
现 令 À = Uis Milen = 42, dir 二 ZA, [E iz, 所 有 水 的 仿 射 变 换 为 ; 
I x!" = )'2x + 241 + 2 


y = )y+2 
尼 恢 赖 于 参数 六、 
43。 证 明 ” 设 仿 射 变换 式 为 
j x" = A+ay ia Mit Mla 
ly ax gy +a; | al üz 7 


è $ig + 


没入 4BC 三 顶点 坐标 分 别 为 (xu y), (X; 2), (Xs, ya), 
其 对 应 点 的 坐标 分 别 为 CX y, ), O. y,), XVa) 

对 于 三 角形 的 面积 ， 仍 然 在 向 氏 直 角 上 化 标 系 中 计算 E 
对 应 于 主 方向 的 一 对 直线 取 作 坐标 轴 ) , 


六 4BC 的 面积 为 ， 
Xi Vi 1 | 
Faase s x: Yı 1 | 
Xy Ya l; 
经 过 仿 射 变换 后 ; 
x yi 1 | 
Dad a ci = x, y, 1 | 
X3 y: 1l. 


Cua tayi t i ankd gayi tga Í | 
1 LI 
2] Miiat R21 t ai Gna T dy tA 1 


| GiiXa T 2 yy ta G3X3 +t Oy3 + 8z 1 


| GXi Az 1 | y nX, Í 
= 5 QIIX2 Gya l + i a12y2 Gx 1 
. Gus faya 1 | | ays aX; 1 
i | Xi y: 1 | [x y 1 | 
-了 diid | Xs Ya 1| -Œu | 2 y, Í | 
| [xa ya 1! | xa ya 1 | 
一 (aita T Ga SA ABC 
- Saa n c iän diz 
SAARC ün G> 


由 于 仿 射 变换 确定 后 ,其 系数 行列 式 是 一 常 值 , 故 三 角形 面积 比 
是 仿 射 变换 下 的 不 变量 ， 
dd, W 设 在 仿 射 变换 下 ， 点 态 、B 的 对 应 瓜分 别 为 
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4 .3 .在 直线 4B 上 任 取 一 点 王 ， 设 瑟 的 对 应 点 为 X ， 由 于 题 
设 知 4 SA, BpB'=BEIH 3 SPE A. B. X. X 共 线 
(ABX) = (ABX!’) 
X 7 三 其 

HERAB 上 每 个 点 都 是 不 变 点 、 

15。 解 ” 设 入 ABC Lj AAA BC 是 透视 以 射 对 应 三 角形 ， 
k 和 天 是 两 已 知 直 线 《图 60) , 

HT k 和 六 并 不 一 定 是 
仿 射 对 应 的 ， 因 而 首先 作出 
在 已 给 出 的 仿 射 对 应 下 的 
HMHR, BR Gk 
AA P, WA P' 的 原 象 点 
PP 一定 在 关上 ， 则 问题 得 到 
解决 ， 故 有 下 面 作法 ; 

在 直线 hh 上 性 取 二 点 
M. N, 连结 BM. BN 与 
4C 分 别 变 于 Mo 和 No (车 不 与 4C 边 次 可 与 男 一 顶点 连 缚 ， 使 其 
PEZ JX) 。 过 对 o、Ne 作 与 透视 方向 平行 的 直线 灾 A C 
于 M$ 、N。， 作 直线 8 M MBEN, 

过 对 、 六 作 与 透视 方向 平行 的 直线 MiM 和 NN’, i MM 
与 B' M IATM , NN SBN TN’, M., NH Ë h, 
Mik 就 是 六 的 对 应 直线 。 

h yk 2 P pP” EBRR RA AFTAR RTP, 
网 P. P 辟 是 与 六 EL 的 一 对 对 应 氮 ， 显 然 这 个 作 图 是 合理 的 ， 

AF h? 与 5 有 三 种 位 置 关 系 : W, FAEG AHAA 
对 可 分 咽 作 出 一 对 ， 设 有 对 应 点 对 和 无 穷 多 对 。 

A6, E BAB., CD ARAI- HRR, M 是 
一 已 知 点 (图 61) 为 了 作出 过 点 M AREH, RIIE 2 
CREAR FEE- BRAGS SF r EE, WA M 的 三 图 的 切 


= j] * 


| | 


r= 


缓 一 定 基 圆 的 某 一 条 切线 的 
对 应 直线 ， 因 此 我 们 能 作出 
这 条 椭圆 的 切线 的 原 象 米 问 
时 就 可 以 得 到 解决 ， 所 以 有 
下 面 的 作 图 ， 

G A'B’ 为 直径 作 一 图 
与 以 4 B 2 B 4 BJ WB J 
射 等 图 61 

SHM C 与 A B 交 于 和 ， 引 直线 XC， 过 Mr 作 CC 的 
平行 线 交 XC 于 M， 则 对 就 是 于 的 对 应 点、 

过 对 作 图 的 切线 YM 交 AB) 于 Y， 引 直线 YM ， 由 直线 
Y M” 就 是 所 求 的 切线 

FWE, BSI AR E REAA RMY 对 应 椭圆 的 
WM Y, EMY AM, WM YOM, HM Y 为 扬 求 的 
切线 . 

4. R PIRO E, O' F3JB8 IB BJ — HRES, CD 7 8 
圆 的 长 轴 AD. 

B5EO E, O F. C! D 
三 直线 都 相交 的 直线 s 不 
与 0C'D’ RD. D s 与 
OE, OF, CD ial 28 
E. F. M, 5i O” m 
BC Ap A g T 
N, 

以 MN、EF 分 别 为 直径 
ER, EZRA, UOK 图 62 
:的 对 应 点 ， 以 直线 NE 为 透 祝 轴 则 调 定 了 透视 仿 射 变 换 。 过 
D” HO 的 平行 线 交 OM 于 DD， 则 了 DD 就 是 D' 的 对 应 点 。 以 口 为 
心 以 OD 为 半径 作 癌 ， 则 此 图 与 椭 辆 坊 射 等 价 , .过 N、0 引 直 


* T 


SCORTA., BHA, SIA., B3[B #28O7 ORFI R 
KONETTA, B', WRB A/B’ WE WA BI g SH. 

Fkb, H-T'OOBJBE I AB bi T: OM 上 的 OO WARE 
BR, m AB’, CD 分别 是 它们 的 对 应 直线 ， 所 忆 AB, 
C'D' ERBAK. HTF NO'M J BI AAAA, 
AUAA B'IC'D, WUA B ATERA H. 

48。 解 ” 设 直线 XY 为 焉 视 优 射 轴 ，A、A 为 一 对 对 应 点 ， 
B 为 平面 上 任意 一 点 。 

首先 将 B 视 为 原音 点 ， 

连结 AB Eh PA. QE 
可 以 与 轴 不 交 ) EA P, A 
了 人 必 44 BF yE R AT PTE, 
HJ EZ B! p E: B A S C B163)., 

其 次 将 了 视 为 铺 点 ,连结 图 63 
A'B 交 XY 于 Q@ (也 可 以 与 轴 不 交 ) ， 连 结 40， ii BiAA I 
平行 线 交 AQ 于 C， 则 CC 就 是 B 的 原音 点 ， 

WEE, ABA 为 对 应 点 ，P 为 二 重点 ， 所 以 48B 与 AB’ 
为 一 对 对 应 直线 且 AA' BB'， 所 以 B' 为 BB 的 对 应 点 ， 同 理 可 


IC EL. B BU U Sa 5, 

49, 证明 2 H d3B3E 2 ERATARA A B, CD, 
ENO, PATAI AB 为 e 
直径 作 一 个 避 O， 作 直径 CD È 
W TAB, EWA BP AER " ¿N 
Mb. CC 为 透视 方向 的 透视 仿 ° 
HEF, QOLSA. B. > 


C 、 记 变 为 精 到 上 的 点 4 与 和 m s 

TA) F (5 B HtAy)C'. D, 

BIO O BJ3t Sp PL 16 3 22 Ra B) Pj i 3 B 6, BAA B SC! D 也 
+ (P164) , 
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50 解 WESIBDUC O, AB, CD OO OB — St $u W 
径 ， 任 取 与 43.CD 所 在 直线 和 相交 的 直 钱 s ， 其 变 点 为 真 、 工 ， 
以 线段 KL 为 直径 作 一 圆 《〈 显 然 此 加 过 圆心 D) ， 在 此 加 上 任 
取 一 点 OQ ， 以 直线 :为 透视 坊 射 办， 以 口 与 D7 为 一 对 对 应 点 ， 
则 确定 了 一 个 透视 仿 射 对 应 ， 

在 此 伪 射 对 应 下 ，OL 对 应 OL、OK 对 应 O'k。 A,B, 
C, D S| E šROO” FITER, PAZO K OLTA, B’, C’, 
D'、 则 A'B’ ,C' D W Ei 
图 的 轴 《图 65) 。 

EOO0OEŁÆBR—ÄM, 
. EE OMX s FP, E4 
O'P, 

bJ M 5] Ë oo 的 平行 
BRZO PFM N) MRE M 
HNA, H TMJ GOO 上 
的 点 ， 所 以 M 是 椭圆 上 的 
点 ,由 于 放 的 任意 性 , 故 可 以 图 65 
仿 此 法 作出 椭圆 上 的 任意 多 个 点 。 
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第 五 党 ”射影 变换 群 与 射影 
几何 习题 解答 


§1 
1 证明 iA, B. C, D, ERAS s 上 的 五 个 点 ,点 六 
和 点 日 把 直角 s 上 的 点 集合 分 为 两 组 ，1] 组 是 不 含有 无 究 远 点 
的 线段 4B 上 的 点 ，1 了 组 是 售 有 无 鹤 远 点 的 线段 APB 上 的 点 
A. B+C, D 
C. DAPA I # W £H IJ 
TARCE I RP. D: IHA., XAA, A. B+C, E 
因 两 C、 互 世 分别 在 不 同 的 组 内 ， 由 于 己 已 在 工 组 肉 ， 改 三 必 
在 工 组 内 ， 
RHAD., ERME ILHA, MEHA, BHD, E, 
2, 解 ”仿照 上 题 的 证 明 ， 请 读者 自己 完 
3，、(1) 解 出 于 所 给 诸 点 都 不 是 无 穷 远 后， 所 以 对 各 
点 的 齐 次 学 标 中 的 x, 取 作 工 ， 由 各 所 的 齐 次 坐标 为 : 


(0,0,1), (1,0,1), (0,1, TI) 2, = > 1) 


(2) 解 IHTEyix = x;1xi 为 方 问 的 一 条 直线 上 的 无 
穷 远 点 的 齐 次 坐标 为 (xu xz, 0)， 因 此 由 已 知 条 件 可 知 以 1 为 
Jr WJ G BE a PPK Eka U (4,3,0) , 

(3) 解 HT USER EE y= - 3x， 可 知 其 方 


向 为 -3， 由 《2) 知 此 直线 上 的 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 为 G, 
-3,0), 


(4) R IH x 3hJy362y= 0, MA x 88 E BJ X39756 5 
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JFK AR (a, 0,0, Hinas 0, 
由 于 y 轴 方 程 为 x=0， 所 以 ?了 轴 上 的 无 穷 远 点 购 齐 次 坐标 
汶 (0,b,0) , 其 dbs<0。 


Lg 
as _ Xi .. Xa 
x= ys 
各 点 的 非 齐 次 党 标 为 : 
_ 5 10 - 8.) 
(- 2, =4), (2 ，-Y6 


(0, 1 0) 没有 非 齐 次 坐标 ，(0, j) 
5. CD f 原 方 程 厢 作为: y= -x+ 4, 所 以 这 让 
“2) E BEDENK: y=- Zx, 所 以 此 直线 上 


的 无 穷 远 点 为 (2, -1,0)， 
(3) 解 ” 原 方程 可 化 为 ，x= -5， 所 以 此 直线 上 WJ 5; 
穷 远 点 为 0,1,0) 


e R WX. r = 1 的 章 次 坐标 方程 , 应 该 是 用 交 。 


天- 分 别 去 代 埋 原 方程 中 的 x f y 后 所 得 到 的 方程 


一 
EH 
a ix 
HEETTE. MAR. MRR rik EE 
方程 分 别 为 : 
xL, x: + Xi= 人 0 
a: D 
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Xi- 2pxX ix, = Ü 
F UK X PU P Bl 2938 X: 3 Pu PL RHE PA. 
由 于 刀 的 方程 为 xs =0， 风 椭圆 与 !- 的 交点 是 方程 组 


X4 一 Ü 
的 和解 ， 解 上 面 的 方程 组 得 
x = P IX; x=- Fixa x, = Ü 
故 交 点 坐标 为 (a, — bi, 0), (a,bi,0) 


同 理 可 以 求 得 虚 李 图 与 1- 的 交点 同上 ， 
求 双 曲线 与 1.. 的 交点 : 解 方程 组 


X. _ X; oyl 
a P A O 
Xa. = Ü 
[j ü iF cI 
x, = —x X = — ZX, 区 4 三 必 


所 以 交点 坐标 为 (了 ，1, o) (- Z, 1, 0) 


求 抛物 线 上 二 的 交点 ， 解 方 程 组 
全 一 2PXIX3 = Ü 
xs = Ü 
得 
x=%=0，xi= 非 零 的 任意 数 
所 以 兖 点 坐标 为 (xu 0 0)， 其 中 zx 和 0。 
7。 解 ” 册 于 三 角形 顶点 是 三 边 两 两 相交 的 三 个 变 点 ， 所 
以 项 点 坐标 分 旭 是 于 面 三 个 方 称 组 
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WASA ae (1) 
aX | AX + 2x4 = Ü 
人 ( 2) 
JXíi + Xç 3x0 
人 (3) 
ixi + Xa SX = Ü 
ETIR, 
R EHA (1) . (2) ., (3) 分 别 得 到 下 面 的 三 组 
解 ， 


= 一 一 一 10 
J. 115 ñ 23 N T% 
Xa i Kgs X25 ~ DN X: = 1 gx 


所 以 三 珍 形 项 总 刻 杯 分 别 为 : 
(—6, 1,11), (2, —5, 1), 《10 17, 195 。 
8, 88 x Or PE7Jy= 0, tH, n] Lim 5 Rë 
Orxi +X + Qs X I = Ü 
PrE x 轴 的 线 坐 标 为 (0, 1, 0) 。 
y 轴 方 程 为 x=0， 也 可 以 改写 成 
Xi + Üx j+ Ü+X3 = Ü 
Er y 轴 的 线 举 标 为 《1, 0, 0) 。 
无 穷 远 直线 方程 为 x3 = D8， 也 可 以 改 瑟 成 
Ü. Xi + D Xz+ Xa = Ü 
所 以 无 穷 远 直 线 的 线 坐 标 为 《0,0, 1) 。 
过 原点 全 率 为 4 的 直线 方程 为 y= 4x， 也 可 以 改写 成 
Axi- xX; + 0x = Û 
所 以 过 原点 斜率 为 4 HARRERA U-10 
9, &8 MW ERMAR 2 $A 5 PL S BJ A SA PR 77 EP x, Cí = 
1,2,3) KRA, Br DL G BJ 820 532 35 P 39 25 BJ É 222 BJ pa 3 $r Jy 
FE: 
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X + Xy = Q 
Xi tX- X, = Ü 
Xi + Xs = Q 
X í — X, = Ü 
10. 1) $ EA x 38 EñJ K 3 pu X E ba 2 Gi, 0, 
0), 所 以 此 成 的 线 坐 标 方程 为 
tt = 0 
(2) 解 ” 因 为 y 轴 上 的 无 穷 远 点 坐标 为 《0, 1,0)〉 ,所 以 
此 点 的 线 坐 标 方程 为 
W= Ü 
COE ”因为 以 - -为 方向 的 无 穷 远 点 坐标 为 《2，- 1, 
0) ， 所 以 此 点 的 线 坐 标 方程 为 
Zi — H= 0 
(4) 2 点 (2,4, -3) 的 钱 坐 标 方 程 为 
2Ha + ity 3ta À 
ll. (1) 和 解 ” 解法 一 ) 设 实 直线 方程 为 Ax Bx;+ 
Cxs = 和 此 直线 通过 点 (1, -已 2)， 那 各 此 直线 必 过 点 (1,i,2) 
将 这 两 个 尽 坐 标 代 入 所 设 的 直线 方程 中 得 
[^ —iB+2C=0 
及 十 iB+2C=0 
N Z IS 
A= -20, B=0 
所 以 所 求 的 直线 方程 为 
2X1— X3 = Ü 
GER- REN, ORRI EEN PS 2 
Hi — iH: + 28 = Q 
过 这 点 的 实 直线 堂 标 为 (2,0, - 1) ， 北 成 点 举 标 方程 为 
人 — X3 = Ü 
解法 三 ) 因为 过 点 (1，- 也 2 的 实 直 钱 必 通过 点 《1, 2) 
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故此 实 直线 方程 为 


X X Xi 
|l -E 2 |=0 
| 1 i 2 


WE 2x1 一 X3= 0. 
(2) Ñ (解法 一 ) 根据 线 坐 标的 定义 ， 这 一 直线 的 
FPA ME Pa ge 
ixi + 2X;+ tl — ix = Ü 
EREA (Gi, G: 0)， 则 它 满足 上 面 方程 ， Us 


lG + Zaa + (1 ~ i)aGs = Ô 


Bi 

Ža + a; + (a — as)i= Ü 
因此 

[a 

gı- ü= Ü 
B t 

a =a m= - La; 

] 3 z 5 k. 


所 以 实 点 为 ， (2, — 1, 2 ) * 

GRED HAHA (i,2,1 一 让 上 的 实 点 是 此 直 强 与 其 
WHARA 《一 i,2,; 1+ 认 的 次 点， 而 这 二 直线 的 点 坐标 方程 分 
p|; 


Ix + 2X L (1 — DX = 0 (1) 

— IX, + 2x, 4. (3 + ix ( 2) 
H (1). (2) 构成 的 方程 组 得 

xt 二 Aa x= - 3 3 


PTPLSE A j; (2, — 1, 2) 
12。 证 明 ARAA y, 所 确定 的 复 直 线 为 1 x. yB 
Jus KX. 、? ， 则 由 第 五 章 定 理 5.2 知 
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xEl, yl 
pTI URREA, WA. yB aE BU) B so JE 1 Aik 
HRA. 
13. 证 明 “证 法 一 》 求 出 过 (1 +i 2 1+i), (1, i+i) 
的 直线 方程 ; 


x-1 ,yy-Q+D _ 
]J+i-1 (-1+í)- (1+1) 


Bf 
łx+iy-i—-]=¢0 
因为 点 G, —-1- i) BJ WARMA EIB E, HU REA 


《证 法 本 .》 

+ 1-i 1| 
i-1+i+(-1-i 
ti 1 

—(—1+ i) 
= 0 
s. Br 18, 
44。 BL 解 方程 组 
xX: X= HX Ci} 
ee -axta xi = Bx ( 2) 


h (1) #x;=5x i x A (2) 中 得 
(x 一 NN) 5 X 3 —- X) = x3 
整理 得 ; 
Xy(Xs Xi) = Ü 
Xs=0, XXI 
Wx, =0 代 入 《1) 得 
x= iX, := -ÍX 
将 xs = x NA (1) 得 
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X, = IX XV = —2X. 
(1,i,0), (1, -—i,0) 
(1, 2.1), Cl, — 2, 1) 
15. E RBE Ca); 在 同一 平面 上 四 点 &.B.C、D (无 
= JES) 其 中 两 两 相连 ， 得 六 条 直线 。 
IHRE E (a y, 在 同一 平面 上 四 条 直线 @、B、c、d4 《无 三 
条 共 点 ) 其 中 两 两 相交 得 六 个 点 〈 图 66(a)) , 
El (b); = J EABCE A XEL E — A D BJ EE pu, 
IBRI b), 三 线形 abc 此 4 与 过 对 顶点 直线 dd 交点 
(图 66 Œ) }， 


图 66 
16. W “ 设 一 个 变动 的 三 线形 ， 它 的 两 顶点 各 在 一 定 
豆 线 上 ， 面 三 边 始 终 通 过 共 线 的 三 个 定点 ， 那 么 第 三 个 顶点 也 
TE— E PER L... ” 
š 2 
17, 解 洲 ，(ABM) = -2, WE 


AM _ _ _ 
BM 二 2, AM = -2BM 


只 要 把 线段 4AB3 三 等 分 ， 则 第 二 个 分 点 就 是 所 求 的 点 对 (Ben, 
#r, (ABM) = -1, WẸ 


AM _ _ 
Sar b AM= 一 BM 


FOB SR ELAB LS A, M|rR SA Et JS POK AAA M (ÉH65) , 
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# (4BM) = --, WA 
AM 1 


BM = 2 2AM = 一 BM: 
只 要 把 线段 48 二 等 分 ， 则 第 一 个 分 点 就 是 所 求 的 点 MM( 图 69)， 
A Af B A M Ë — n 
图 67 图 68 图 69 
£, (ABM) = 0, WA 
AM = 0 
为 此 点 好 与 4 点 重合 〈 图 70 
$ (ABM) = 则 有 有 
AM 1 _ 
py 3> 2AM- BM 
只 要 把 线 绒 BA 延长 至 M， 使 BA= AM, 出 点 邓 就 是 所 求 的 点 
(图 717 ， 
A — —.... 
a Af -t m” 
图 70 图 ?1 
EARM) =1, WA 
AM _ _ 
parl AM= BM 


因此 好 为 无 穷 远 点 〈 摘 73) , 
若 (ABM) =2， 则 有 


AM 
-3 2, AM = 2BM 
BM ° 


JABO ABP M, fEBM= 43， 则 点 邮 就 是 所 求 的 由 
{图 73) 。 


— = _ eh 
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18 证 明 (AB,POQ)CAB, QR) 


(ABP) (ABQ) 
(ABO) ` (ABR) 


(ABR) 
19 解 i, AB=BC=CD, (AB, CD) = À, WA 
- ACBD 
(AB,CD) = BEAD 
-2X2 
1x3 
- 4. 
= = À 
_ 1 3 
(AB.DC) = > = 下 


(AC,BD)=1—4= -部 


1 
DBE} = = — 
(4C.DB) =— - -3 
= o| _ 
(AD,CB) =1-- =4 
_ 4-1 工 
(AD, BC) = —— = 4 
20, EE Pi, Pa, Ps 的 非 齐 次 坐标 为 : 《1 1) ， C, 
-= 1) " (1, 0) 
iz P IJ 35 ERA (Xa, ya) 


~ (PiP,, P Pa) = š 


a (PPa, PaPa) = = Ty = 3 


ATP Pa, Pa, Peik, MPi P;, PRE *=1 这 条 直 
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线 上 ， 所 以 P EB EBE PE, MAA x = 1. WP e EPRA 
d 1 
(1.5) 


2l. 解 iD ABRA Xd 


E — AC: BD 

7 (AB,CD) =- CAD 
-22r Garh) 

{-3)* (X | — Ü) 
= 2 (x4— 1) = 一 5 
JX 
+ 2 
>+ Xá — 11 


22, 证 明 根据 交 比 的 性 质 知 A. B. C. DIA H. Pr 


(AB,CD) =}, (4B,DC) = » 
(AC,BD)=1-y, CAC,DB)- im 


(AD, BC) t, (AD,CB) t 


" (AB,CD)= —1=y 


-me — —TVU — 


23 证 明 De Cida, Aio = K, wj 
A3 — A -ke ÄTA 


iÂ 


Ay — Àa Ai- À: 


Ri 
(j a -AD CAa— AD = kta — A2) CAa = Ad - 
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(ja A CCA Om À + CAL Az) 
= kilha- ADL Aa— An + (Ài 一 用 
(1—k)(Ààa— i) (À = À) + Ca À) (M U À) 
=k (Aa Ai (A: — Aa) 
等 式 两 边 问 用 (和 一 44 一 4 人 (一 外 去除， 得 
doka l L k. 
A= jr MSh Aai: 


k= -16 CBB044:.4 44) = -1),# 


2 >a l 4 
As—Al Ahi Aa- 
24. 证明 
.. _ ACBD 
(AB,CD) - BC-AD 


_ (40 +O0C)(BO+0D) 
¿BO + OC) CAO + OD) 


_ AO: BO + OC: OD + BO:OC + AQ: OD 
AO: BO + OC OD + BO+OD + AGO. OC 


XS OC = -0D，00C2= AO*BO 
-OC - OC + BO:OC + AO: OD 
AB,CD) = OC- OC: L BO. OD + AO.OC 


BO: OC + AG. OD 


 — (BO.OC + AO. OD) 


= -1 
25, WEI 必要 狂 。 设 Xi、x#a 为 方程 anx? + auX + G= 0 
EMAR, xn 、%， 为 方程 bux? t 2bux + b; = 0 ARATIR., H 
(XiX x x)= -1 有 
X= X, XD Xia] 
KaT x, rs 一 x, 


整理 得 
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2x iX: — (X T X:) (X, +X.) + 2X X, = Ü C1) 


由 韦 达 定理 知 ; 


xi = n yx -e 
1 dit 
D. 2b1; 
= — T+ X, 二 一 -一 一 
wia bu X i bii 
RA (1) AÑ: 
282 _ (í — zu) ( - bu) + 222 = 0 
PEE TERI bu bi 


hD 
20b — ja Di: + 2011022 = Ü 
Giba — 2a42bi; + G22b11 = Ü 

充分 福 具 须 把 如 上 证 明 结 果 首 推 即 可 ， 

26. (1) 证 明 (图 74) 

考察 完全 四 点 形 AC PB, 
m BRIA C EXI HA, AR A 
EELA SARE — A 
边 与 对 角 线 BC HAA, MA 
B. C. Ai A 是 一 组 调 利 
H, IA (BC, AA) = - 1, 图 74 

AEAEE BC PA, a CAAA, Ban B 
是 通过 第 三 个 对 边 点 的 一 对 对 边 与 对 角 钱 CA 的 交点 ， 所 以 C，、 
A. B i. B'JE— #B WR. WCA, BB ')= -1. 

考察 完全 四 点 形 A4'CB’P， 点 丰 和 点 卫 是 对 边 点 ，C1 Me 
是 通过 第 三 个 对 边 点 的 一 对 对 边 与 对 角 线 AB 的 交 后 ,所 以 A，、 
B. Ci, C E-HARS, ACAB, CC) = -1. 

(2) 证明 对 于 AAABC 与 AAA BC, A5 A 对 应 ， 

B5 B' 对 应 ，C 与 C0 对 应 ， 显 然 对 应 顶点 的 连 线 变 于 点 了， 
所 以 对 应 边 4B 5 A'B’, BC 与 BO CA CA PRRI 
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解 车 Z(a,m)_ _ 1 pj3Z(a,m)= 
Z (b, m) 3 一 Z (b, m) 


Z (a,b) = 120° 
Z (a,m) = 30°, Z“ (b,m)> = -90° 


(abm) = sin (a,m) = — l 
sin (b m ) 2 

Z (a,m) _ _ i 

~ (b, m) 


Z la, b) =120° 
Z a,m) = Z (b,m) = -60° 


a 
sin (a,m) _ 


(abm) = N l 
sin (b, m ) 
Z (am) _ _ 
Z (b.m) Ü, BM] (an. = 0 
Z (a,b) = 120° 
Z (b,n) = —120° 
(abm) = 0 
Z tam) _ 1 _ 
Tib m) 4 Wt Z (a, m) = Z (b,m) 


Z (a,b) = 120° 
Z a,m) = —40°, Z (b,m)= —1850° 


(abm) = Pin td 人) 二 1.8794 
sin (b, m > 


< (Ga, m) _ _ 
Z (b, my 一 5, N] Z (a.m) — Z (b, m) 


Z (a, b)}= 120" 
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| Z (Ga,m)y=150 °, /{b,m) = 30" 
(abm) = in Um) -1 
sin (b, m) 

28, WEB 设 PA=a,PB b, 
PC= c, PD= dt 图 75). 4 OO 的 
ERA 2r. BMS 

(PAPB,PCPD) 
= (ab ,cd) 


_ (abc) 
(abd) 


_ sin(a,c) .sin(b,d) 
sin(b,c)+sin(a,d) 
过 4 作品 CD 的 直径 AM, WEB AC, MC, WA 
Z (a,cy= Z AMGC 


>= 
A Ssin(a,c)y=sin ZAM C = — = 


ii p EOOHIBN, EBD, ND, WE 
Z (b,dy= BND 


. 个 ， BD BD 
š d = = — = —  — 
<. Sin(b.,d)=sin Z BND N "2, 
同 理 可 得 

. 1 ` BC 

sin(b,c) =: oy 


ia 
sin(a, d) = AD 
Ar 


^ “(ab,cd) = sin (a,c)sin(b,d) 


sin(b,c)sin(a,d) 
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由 于 QO 与 4、B、C、PD 都 己 确 定 ， 所 以 AC, BD. BC, 
ADRE, HCPA PB, PC PORAH, 
29 解 由 于 四 直线 都 过 不 点 ， 峙 已 知 四 直线 属于 同一 线 
wW., 首先 可 以 把 ?af 的 方程 收 写 为 : 
la; Ax+ 2y= 0 
la: TE P= 0 
因此 t;、14 的 方程 分 别 表 示 为 : 


(x—y)+ 3(x+ y= 人 0 
(x-y) +y x+y)=0 


(hta lala) =1- (i, ta) 
-1=---Ž-=- 
=1--] 5 


2 
30, q W l. b3 B 23 BU D 33k A P 2k, BTh, L E 
此 线束 中 的 直线 ， 故 可 设 1; 的 方程 为 ， 


(2X + X; Ks) + Ail X; + X3) = Ü 


而 的 方程 可 以 写成 
xit X; Na) + Lr (xi — X; + Xs) = O 
Chla, lala) = - 
(h la nid =1-(-4)=# 
A _ š h = 5 
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HLTH: 
2x1 + x= xs + S(x xat) = 0 
BB 
llx;: — 22; + 2xXs = 0 
31 解 ” 在 直线 1 外 任 
RAS 
A S FH fa, b.c. 
d WFE iT a, b'. C, 
d, a, boc, d 5l 
AHT AA, B, C. D. 
则 此 四 点 就 是 所 求 作 的 点 (图 76) ， 
HEE, a fa, b' ib, ce’ je, d fad, Wa's Do, 
中 所 确定 的 无 穷 远 点 分 别 为 Aas B.. Con Dos 
(AB,CD) = (a'b, d! ) 
(a'b, c d) - (A. B.,C. D.) 
CAB,CD) = (A.B.,C.D.) 
32， 解 “解法 一 ) 用 完全 四 点 形 来 作 : 
过 A. B 任意 引 二 直线 ， 设 它们 相 奖 于 点 D， 过 MM 引 一 直 
线 与 4D、BD 分 别 相 交 于 E、F， 
连结 4F 和 BE， 设 AF 与 BE 交 于 后 忆 。 
VERKDGI SEAB3 T A C. MA CAER K BJ AA (图 77)， 
EE, E, G. F. DE: 63 W AE BJ IL ATRA. A, BE 
两 个 对 边 点 ， M、 忆 是 过 第 三 个 对 边 护 的 一 对 对 边 与 Xi f iR 
4 如 的 交点 ， 所 以 A. B. M, C 是 一 组 调和 点 , 即 (AB, MC) 
= 一 1 
(解法 二 ) 用 相似 三 角形 来 作 ， 
过 .8 引 直线 AP 与 BP1, HEAP BP, 再 过 诸 任意 引 一 直 
RKAP, BP oy SF T P. Pi. 
延长 PB Æ Ps; 使 P,B = BP, 
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图 7? 


AAPM ABPM 


《解法 三 )》 用 圆 来 作 : 

以 AB 为 荡 任 意 作 一 个 
oO ， 取 较 小 的 粥 的 中 点 为 
DP， 以 MD 为 直径 再 作 一 个 
ROO, O, OORA 
口外 的 交点 为 E EDER 


图 ?8 
连结 PPa, i PP, 与 4B 交 于 虑 Cy 则 CC 为 所 求 的 点 (图 78) 


与 4B8 交 于 忆 点 ， 则 CC 就 是 所 求 的 点 (图 79) , 


FKE, EEB, AE, ME, 
MELCE, ZAEC = /CEB 


CE 是 Z AEB 的 平分 线 ，ME 是 ZAEB Wgh (ER 


A AEEBJ3F48) 平分 线 ， 则 四 直线 AE, 


HE CE. MB F — 


+ 537 +è 


RIN IPL, BP 
(EA EB,EC EM)= —1 
(AB,MC) = (EA EB,EM EC) 
^ (AB,MC) = —1 
33, 解 任 作 一 直线 1 使 之 与 4、b、c 分 别 交 于 及、B、 
C。 作 与 点 CC 调和 共 辊 点 Dt 方法 如 上 题 )， | 
连结 钱 东 中 心 S AMD, MWER SD 就 是 所 求 的 第 四 条 直线 
(图 80) ， 
` (ab,cd)= (AB,CD) 
(AB.CD) = -1 
` (ab,cd> =- 
AER sp) 为 所 求 的 直线 
34。 ËR R AABC = a. b, c 上 的 无 穷 远 点 分 别 为 
A.. Ba, C. (图 81) , 


F Ch 
EEA SŽ c Ua 
ON T 
OON 
C b'g SA 
| N `A 
g d b £ ! =" 
[fis 1 
H80 图 81 


ER A Ea 的 平行 线 g' ， 仿 照 上 题 作 线 康 Al ,b,c…) 
中 三 条 直线 a 、b、c 的 第 四 调和 直线 了 ， 则 直线 由 所 确定 的 无 
ISPA D. SA JE: P R J A. 
mW kila fa, Wiha BAEAN MA.. 
(A.B..C.D.) = (a b, cd) 
而 (a'b, cd)=-—1 
(A.B.C.D.)= -1 
MADARAI. 
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35。 证 明 “图 82) 首先 考察 完全 四 点 形 ABCD, AmA 
ACER MERA, C, Y, LE- HRAMA. PR CAC, YL) = -1, 

再 考察 完全 四 点 形 YBZIL， 设 LB 与 YZ 次 于 N，MN 次 YLF 
C (APAC 未 西 出 ) ， 量 然 在 过 YL 上 的 四 点 Y、LIL,C 有 在 是 
一 组 调和 点 ， 即 ， (YL,AC')= -1, B> (YL,AC)= -1 W 
C =C, 所 以 YZ、 BL. CMK, 

36. EH 设 太 ，B、C 是 完全 四 线形 的 三 个 共 线 顶点 ,P、 
全 、R 是 对 顶 三 线形 的 三 个 顶点 (图 83) 。 则 


8182 图 83 
(RP,AE)= -1 
设 RD 次 AC 于 M ORMEA PREH) ， 则 
(AB,CM’)= -1, 
HFA (AB,CM)= ~]， 所 以 M&M, WME RD 上 
《其 中 民 是 过 克 、B 的 对 顶 线 的 次 上 成 。D 是 顶点 C 的 对 顶点 )， 
从 而 证 明了 原 题 的 结论 正确 。 
对 偶 命 题 ， 
设 6、b、<c 古 完全 四 点 形 的 三 条 共 点 的 边 ,m.2 与 65、 调和 
共 力 。 则 a、b 上 的 对 边 点 的 连 线 通过 mm 与 6 的 对 边 的 交点 ， 
§3 
37。 证 明 HAFKA, B,C, D, e ORECA, BC, D o) 
LA AHE- ER, En EIER ASIU A,B,C,D ,...) 异同 
HAF blAr Bi, C Deo #HER 4 与 4 重合 ， 则 7) 
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LICA Bi,C De DBEA, B,C, D, O RARE 84 )， 即 点 
Ph lA BC Di OMAIN CA B,C, C D eO) 
H-A KA, B,CD, o ARPM. LCA Bi, C D...) 51 
(4, B,C,D,…) 是 透视 的 原因 是 ， 因 为 1 (A,B,C,D, e9) A 
U A’ ,BC D TQ F A BR C D y Si (Aí, Bi, CO, Di 
…) 是 恒 同 的 .所 以 区 ABCDP O ACAB CDi e AAA 
ALADA HHM BAKA, B,CD, 9 AhlA, B,C, Die) 
38。 A 可 仿照 上 题 的 方法 来 证 ， 请 读者 目 己 来 完成 。 
39, 征明 $ s(A.B.,C... A SCa b,c), BABO, 
Za DRAHE: EUBA, Z (b,c)33 BLS fa B Bl. 
这 两 个 圆 除 交 点 外 ， 还 有 一 个 交点 S*。 现 在 把 线束 5S ab, 
c,…) 的 中 心 移 到 5 点， 使 直线 a 重 台 于 3 4 线 。 那 必 ， 经 过 
这 种 移动 ， 直 线 b HA F S'B, WK c 重合 于 S$S'C。 现在 证 明 
这 种 移动 使 得 点 列 上 其 它 备 点 全 在 线束 中 所 对 应 的 直线 上 ， 世 
BERRE AAA EE 01 Au E REAT AM L 85), 


A pP CC ç 
x (m=) Ü Ë ; € 4 
TIPTE ° N 
É Bd 图 8p 


EA X JF A 3 ERRA, B. CU PRP E KASU A, x 是 线束 
中 和 羡 对 应 的 直线 ,经 过 上 上 述 办 法 后 ， 我 们 来 证 明 点 区 在 直线 
x E. BRI BLS X PAPATA X. ,我 们 只 于 能 证 明 X == x 
WIR T. 

由 假 投 
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(A,B,C,X, e) A (a,b,c, X,t) 
移动 之 后 
(a, b,c, X) A(S A,S’ B,S’C,S’ X, 0) 
(S'A,S B, S’ CS X'e) A (A,B,C, X e) 
所 以 
CA, B,C, KE, yACA,B,C,X ,.::) 
H T'A=A, B=B, C=C, W| X==X' 。 
40, $ MES Ga bicrdi =) AS:n bcd), 38 
视 轴 为 3 。 
以 S15; 为 直径 作 一 图 ， 设 此 图 与 s 的 交点 为 时 ,连结 SM、 
SM, MSM, S,Myb E Pr s B BN 28 R. (图 86) 
事实 上 ZS MS;RE B ie Bro fg, WHA SIM15S,M3E RI, 
讨论 : 设 圆心 O 3) X84938 s HERA R, HAERA. 
当 r>j 时 ， 有 商 对 互相 垂直 的 对 应 射线 ; 
当 r = 有时， 有 一 对 互相 自 直 的 对 应 射线 ; 
当 r< 有 nn 时， 没有 互相 垂直 的 对 应 射线 . 
ål, IEB iS, bitdi O A Saabad EG: 
Z Cada) = Z (b.,B;) = Z (ci,cs) ch, d; 为 尾 意 一 对 对 应 站 线 
(图 87) , 


PI 86 图 387 
Sia, bi, e dh...) A Sor, Da Cada e) 
(aibi, CQ) = Cab a, Cala) 
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Bp 


M ~ Aw 人 
sinCal de) vsin(o h) _ sin(an es sialon) 


sin(a d) *sin(b, el sin (aada) *sin(b;,c2) 
SO Zao = Z (bi,b;) = Z (Ci, 02) 
a Z (Gri bi) = Z (a;,,b,;) , Z {Bic} = Z ba, Ca) 
Z (a 0) = Z a C2) 
. sin(bi,d) _ sin (basda) 
sin(a, d) sin(a da) 
BH 
(bhad) = (bad) 

H Z (a, ,bi) = ea, ba) BE H BJ NE — AER Nt: 

Z (bdi) = Z (b; ,d;) » Z (b: ,b;y = Z (d, ,d;) 

. Z íta) = Z (bi,b;) = Z CEC) = Z (d, ,d;) 

42 Ñ A,B,C, AU (A7.B C.) 

过 A, A WAR, EHEER S #ll S;, 

连结 SIB. SB, S.C, S,C' 1 S,B-3;S,B7 T Bop S,C 5 
SC Z T Co 过 Bo、Co 作 一 直线 io， Hha AA 28 -F Ao, 

过 点 S, EIF, U bET AL, HEt $2Lo， 
WS,L SU ETL., WL AEA AAAA m a LER — T 
点 列 的 对 应 二 《图 88) . _ 

事实 工 ， ICA, B,C, Lap) No Ao, Bo, Co, Lost) (透视 
中 心 是 51) , 

lal Ao, Bo, Ca, Lo). (A,B,C, L,e) 
(透视 中 心 是 $2) + 

1A,B,C, Lee) NL (A,B,C, L,e) 
EEL 为 所 求 。 

作 其 逆 就 是 作出 1 中 的 无 穷 远 点 在 1 中 的 对 应 点 。 可 仿照 
上 面 的 作法 请 读者 日 已 完成 . 
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43, 解 A,B,C AU CA, B,C), LHX 
两 个 品 列 的 公共 点 ， 

WA, A 作 一 直线 ,在 其 上 取 点 SA Sa EH S B, SB, 
SC. SC  ， 设 $1B 与 $287 ETF, SCH SC EF Co。 过 Bo、 
CFH., H 如 与 447 ET Ao, 

HSL, B SILSILE La, E SsLo， 设 SzIw 与 UEF 
L*， 则 LIL’ 为 所 求 的 点 (89. 


BI gg Ë 85 
FXE, VICA, B,C L,e) Alel Ao, Bo, Ca, Loe) 
GARP bi Si2 , _ 
ol Ao, Bo, Co, Lop) AI CA B,C, L U.) 
《透视 中 心 是 $S2) " 
A,B,C, Lye) AE (A,B,C UL...) 
因此 工 ” 为 所 求 的 点 ， 
作 其 逆 就 是 作出 工 在 1 中 的 对 应 点 ， 可 人 起 照 上 击 的 作法 请 
读者 自己 完成 ， 
44 解 设 x 和 x’ 是 直线 1 和 上 任 一 对 对 应 点 的 党 标 ， 
MU B K I EANA y 上 对 应 的 四 点 的 交 比 相等 ， 即 
0 , x-1 -2+1, x ~0 
2—1 xXx-0 -2-0 x + 
整理 得 
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DK J LEE X) py hF KABAR K, ARIS H REKI 
AA 
(a =a aar 
DX, = — 3X1 + 4X3 
1 上 的 无 穷 远 点 在 萎 革 的 对 耕 点 为 (4 — 3) ERAR 
感人 在 1 上 的 对 应 点 为 (4,3) 。 
435。 解 ” 设 所 求 的 射影 对 应 为 
PX, = Gi + X 
bx = aX + (zX; Ci? 
REIER MARRIT KES, WA 0,1, d, 1), (O, 0x} 
)(1,1),(1,0),00,1), RA C1) 可 求 出 
Gu = Ü, d= Pis an= pis, du57 
于 是 所 求 的 射影 对 应 为: 
PX > Xa 
OX, = — X +X 
或 写成 非 齐 次 坐标 形式 为 ， 
l = 
46, 解 由 变换 式 
x = 2 —1 


— —  —O. 


X + j 


求 坐 标 原 点 的 对 应 点 ， 可 将 *=0 代 入 变换 式 中 ， 得 
1 


x" = =- 


Meor EBRAR AERE C( - -+). 
为 求 无 穷 远 点 的 对 应 点 ， 把 所 给 的 变换 式 写成 齐 次 坐标 形 


AX) = 2xX1 — X: 
DX, = X. + 3x; 
H FG RATRE (1.0). f A F 45 
px, = 2, px, =1 
所 以 ox ERARA DG A BJA a k (2, 1) , BHEE p(2), 
47. 和解 De R ABU 3PPA X, Mariman, XJ 
y sa Be bal x, MURER F: 


得 
xi = -1+2i, x;= -上 一 2 
即 二 重点 为 两 个 典 点 ， 故 此 变换 是 椭 问 型 。 
48， 解 ” 设 所 求 的 射影 对 应 为 


px, = iX + iX: + Qia 


PX, = (134 T dX: t Q 323 (1) 


pX = (ait + aX r (3323 


W EMB XXP Ka 8 a a. MA O, 0, 19, (1, 0, D, 
1 对 应 (0,0, i), (0,1,1), 《1,0;1) 代入 (TI) REA 


Ü = 8 Ü = ai + as pa = dit 013 
f = (3 p2 = äp + (3 f = ün t (5 
Pr = ü33 p: 二 Az + 034 Pa = (132 + (33 
解 之 得 
di 二 qis = Ü da= ün = Ü 
mi 一 月: ai= pa 
Cas M f3 + (33 = pa da: + G33 = 03 


由 于 直线 x ry+1= TffK 3 Du B #2BJ 2k PRE 2 Bi 31 
(1, 1, 1), (0,60, 1238 $X H šE k ERICA FIELD S k 射 
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OH: 一 Qtt, 十 Gnu, T daili, 
Gita = Ailt, + zgi, + daalts 


Tuz 一 Gali, + BETTIE 十 asiy 


di = fars Oi = az, Oi = da3 


.. (at = (32 = da3 


— dy = = EE = p. = 


.. D: Ds 
“所 求 的 对 应 式 为 
p X, = pX 
pD x, = MXi 
fla Pa 3 


F 
X, = —— x + — x+ — x 
ËP Xa 5 1 P 2 5 3 


令 p = 2p" / Di 
则 所 求 的 射影 对 应 式 为 
px, = 2x; 
px, = Zx 
DX, = Xi -- X; + X3 
49。 证 明 C 3px, 一 20X px, 
= 3(2X, — Xy+ XI) — 2 (XI + X; + Xa) 
— (dx; — 5x1 + X3) 
= Ü) 
. EHAPEL EAR PA 72 A 28 E 
3x, — 2x, — x, = Ü 
LE. 
解 方程 组 
ZX: — X; + Xs = Ü 
Xi + X> + X = Ü 


Axi 一 bX; + Xs = 0 
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得 
x= -2, Xi= 1, Xxa=3 
则 点 (一 2, -1,3) 在 所 给 的 对 应 式 下 没有 对 应 点 , 截 此 点 除外 ， 
50。 解 ” 设 变 换 式 为 
x = MaX + A% 
DX: = Qaka T aKa 


将 三 对 对 应 点 的 坐标 〈 齐 次 坐标 ) IC A E N, MA 


W 3011 + a1 全 — 2a + GQ 2 [na = S + Gia 


Ó = jga + ars p5 一 20 十 aaz lo; = üz + A22 
BJ 
Eau tana baa — Nr = 0 (1) 
3da 十 立 z2 = Ü ( 2) 
— 20 + Q iz = Ü (3) 
(1) 一 (3) 得 
Tü 一 (>) — Qs = Ü ( 41) 
(4) + (2) 得 
Zaa - 2GzG2 = Ü 
sa (ii =a 
Qa = — dün 
an= am 
. FRH 
p x. -= z (312321 r (3122 
pP x, = axa 3an: 
Rp o~ = xi + Àx; 
DX: = 7X1- 21%: 


51。 解 ” 阁 合 已 知 的 二 直线 平行 ， 则 已 知 二 直线 诡 于 无 女 
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远 点 ， 即 上 只 须 使 此 二 直线 与 无 穷 远 直线 共 点 即 凋 。 因 此 首先 求 
出 在 重心 坐标 系 下 的 无 穷 远 直线 方程 
取 重 心 坐 标 系 〈 图 90) ， ç 
设 直线 AA 上 的 无 穷 远 
BAP, mM x, = 0 
M = (P.E, , AsAs) 
— P<A; , P.As , E 
EA; ` EA 
PRERA: 《0, 1， 一 1) 
同样 设 直线 A1A3 上 的 无 穷 远 点 为 Po, MA 


x: = Ü 


t. 一 (PoE, AsA.) 
A 


_ PLA., P.A: EBA: _ 
FMAy EsAi EFA, 


P. 的 举 标 为 1,0, - 1) 

P.S P. 的 连 线 1 其 坐标 为 (| ITI | -1 

BP (1, 1, 1) ， 故 无 穷 远 直 线 的 点 坐标 方程 为 ， 
x T Xz+ Xs = Ü 

因此 已 知 二 直线 平行 《 即 已 知 二 直线 与 无 穷 远 直 线 共 点 ) 的 条 

件 是 下 面 方程 组 


axi + DX; + CxX3 = Ü 


diol 


a x, b x; + c! x0 


Xit X; + Xy = Ü 


有 非 零 解 ， 即 
a b c | 
a b ed | 0 
l 1 i 
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52, M HETH 
w = X, + X3 
px, = x: 
lo, = Xs 
的 不 变 点 应 满足 方程 组 


(1-p)xi + x, = Ü 
(1 — p)xy s: Ü C1) 
(1 — p)xs = Ü 


而 ( 1 ) 式 有 非 零 解 的 条 性 为 
l—p i Ü | 


WE HE 
(1 - pt = 0 
p= 1 = W a 
把 p= 8 A (1) Ria 0, Aa- 0 是 不 动 点 列 ， 
Q Á 
53。 证 明 《1) 证 明 一 直线 上 的 非 奇 射影 变换 的 全 体 构 
(i) 非 奇 射影 变换 的 积 仍 为 非 奇 射影 变换 ， 
对 于 任意 非 奇 射影 变换 
iX = Cri T Ciga 
| {ow -cX $ CX (€ = CilCz2 ™ Ciada #0} 


x bax, +b,x; 
r U š (b= bbz: baba Z= 0) 


px; = bx, + bz, 

则 
px, = (buci + Bia) + (Dicia T DiC) Xa 
w = (butu + Baca) t (Batiz T Dan) Xa 
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biati T Bica bierz +t bisa; 


bacin 十 日 3aC3L Batist BC 
| bi biz | 
Paj b2 


Cil CJ2 


|o 
Cal C22 

"两 个 非 奇 射影 变换 积 仍 为 非 奇 射影 变换 。 
Gi) 非 奇 射影 变换 的 道 变 换 仍 为 非 琳 射影 变 鸭 ， 


{ emre, (C= CCa Gta 7 Ü) 
其 逆 变 换 为 : 
[0% = ex, — X, 
OX = ~— CX + C1ixX 
(c° = Cutan C- ti). ( — c) = e= 02 
W PL 22 E BU Ea 31 3 38 Pk Ru ERR. 
(2) HEB, "es 0BJ38 Ru Epe P Et 
在 1) 的 起 础 上 ， 当 b= bib; —- bb, 2>0 和 c= cutz 
ccas tkt, WARA 
| bu bi | . 
bx b; 


CI Ci 
— 0 


Cal C2 


而 道 变换 的 变换 行列 式 显 然 也 大 于 零 ， 大 c> 0 的 变换 的 全 体 
构成 群 。 

(3) 证 明 ， 当 c<0 时 的 变换 的 全 体 不 能 构成 群 。 

在 1) 的 基础 上 ， 当 e= taita eead), b= bub- biba 
<0 Hf. 


bn bs | i Cl Ci2 —0 
ba Db; Cat C2 
这 就 表示 对 于 Cc 过 0 的 变换 对 变换 的 乘积 不 封 团 ， 所 以 不 能 


PDK W. 
54。 证 明 四 个 变换 ， 两 两 乘积 可 列表 如 下 : 
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AB PT AH En E 8 k 89 E Sra a p si 2 SL AE 
封 闲 的， 并 且 第 一 个 变换 是 重 等 变换 ， 从 而 得 到 I = I, 
I!=- [, RO =R, NO1= E R Dl 4 6106 3 IB T Hi E 
们 所 构成 的 集合 ,所 以 由 已 知 四 个 变换 可 构成 群 ， 而 此 群 成 员 
是 四 个 ， 故 为 有 限 群 ， 

由 已 知 四 个 变换 构成 的 有 限 群 的 所 有 子 群 为 ， 

LIREI, Iil, {I,W}:{I,I, E, F} 

55. Ñ WRKEJLAT, ILA SESLE ALA BS A 
AmE, £ FI b5 2 38; HELARI. E 
EEEE PTE EER ts ERRERA. 

56, Ñ ”对偶 原 理 在 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 里 不 成 立 ， 这 是 
因为 射影 几何 引进 了 无 穷 远 元 素 

例 妈 命题 “两 个 不 同 的 点 总 有 一 条 公共 的 直线 ”这 在 三 种 
儿 何 学 中 都 成 立 ， 然 而 “同一 平面 上 两 条 不 同 的 直线 总 有 一 个 
公共 扩 ” 在 射影 几何 中 成 立 而 在 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 里 却 不 成 
立 。 这 是 同 为 在 仿 射 几何 和 欧 氏 几何 时 大 在 着 两 条 直线 平行 
( 即 没 有 公共 点 ) 的 搬 念 ， 而 以 上 命题 是 对 偶 原 理 的 基础 。 所 
以 对 偶 原 理 在 伪 射 几何 与 欧 氏 几何 里 不 成 立 ， 
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第 六 章 ”二 次 曲线 的 射影 , 仿 射 ， 
度量 性 质 习 题解 管 


S 1 
1。 膛 明 ” 设 己 知 的 变动 三 角形 ABC 的 进 绕 三 个 不 动 总 
P、 怠 、 有 R 旋 转 ， 顶 点 各 和 了 3 分 别 在 定 直 线 a 和 5 上 滑动 ， 得 三 
fa A .B.C., ABC, e 《图 91) 。 
PCAC, AC ACn) A 
QAB, ABI. AsB;, ©) 
QAB, AB, ABa, -…) 
A RCBC, BIC, B,C:,.) 
PAC, AC AA DA 
RBC, DC, Ba) 图 91 
因此 对 应 直线 的 充 点 和 CCCx，… 也 就 是 第 三 个 顶点 的 轨迹 是 
通过 定点 已 、 尺 的 二 阶 曲 线 ， 
2, Æ 设 ~N4M=a。~NBM=B 分 别 线 顶点 A 和 8 族 
H, AM 与 BM 的 交点 M 沿 直线 机 滑 动 ,画册 点 Ml、M2、*… , 作 
LMAN = ZM;AN:= a, ZM IBN: = AM2BN;=B.…， 男 两 个 
WEZE NMEN, Ni (图 92) , 
` ZNAN: =a- ZM AN 
ZMAM =a- ZM AN 
ZN AN: = g—- AMAN 
ZM AM sa—- AMAN: 


NAN: 一 Z MAM 
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Z NAN: = ZM AM, 
J 5 ZNAÀÁN; = Z MAM; 
同 理 可 得 


Z NBN: = Æ MBM. 
Z NBN: =- MBM: 


所 以 ACAN, AN, ANa COBSACAM, AMi, AM3) 
是 恒 等 的 线束 ; B(BM, BM, BMa °) SB(BN, BN, 
BN:，…) 蚌 恒 笑 的 线束 ， 

由 作 图 ACAM, AM, AM -) 人 .BCBM, BMI, BM, =) 
WAACAN, AN, ANa )ABCBN, BN, BN:, 0) 

EDER M ERRAN, Ni, N:, ARO. BI 
N Bj i pr. 

3. A BA, B. O. D.E 为 五 个 已 知 点 ,连结 AC, AD. 
AE 及 BC、BD、BE, 4 i T W RRAC, AD, AE, +) 
KB(BO, BD, BE, -9 

FC 引 直 线 有 与 直线 太 D、AB 分 别 交 于 KE、L1 ARLS 
直线 BD, BEH AFK, Lo 

EK Kan Lh ie il 
FAAS. 

E S HL LABN3E ATi, 
W ST Sl 3 TT, Ei S 与， 
A ABBAT, BRST? 5h 
FTT. EH AT, BT, MAT, f ç 
BT, 就是 所 求 的 切线 (图 93) , 图 93 

事实 上 上，“C、D、E 和 在 二 阶 曲 线 上 ， 
A(AC, AD, AE, +), B(BC, BD, BE, +) 

— CEEE E AHD A 
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LC, Kaho T”, m) A llO, Kan La Ta +") s 
(3 是 透视 中 心 ) 。 
S(SC.SK, SL ST e) AA (AC, AD, AB, AB, =) 
S(SC, SKI, SLi, ST/, IAB(BC, BD, BE, 
BT, 9 
ALAC, AD, AE, AB, JAB(BO,BD,BE,BT,, ©) 
因此 BTs 是 AB 的 对 应 直线 。， 由 切 线 定 义 知 BT 是 二 阶 曲线 
在 点 8B 的 切线 
PIB AAT, EEA AHH, 
《 注 ， 当 学 完 巴 斯 加 定理 以 后 ， 本 题 可 以 很 容易 作出 ， 但 
按 村 题 的 要 求 ， 我 们 没有 利用 巴 斯 加 定理 来 作 ， 关 于 香 用 巴 斯 
加 定理 的 作法 和 将 在 下 面 
第 8 题 ) 
i. Æ Wa, b, 
c. d. e Imn 
直线 ，4 与 b 交 于 Xo 
c 与 4、b 人 分别 交 于 
A. Aí da, bh 
HTB, B; eja, 
br ETC. C. ÆA 
线 e EIER ZAS S2, 
连结 SB, S,.B', RA 
AHE, EHS, SC, 
D38652 D, 
连结 Xosi, Xosi) 
yg DERI3E T T:, Ti. 
连结 ST, 与 a MDET X, EH SA b RETA X, X’ 
Araha, b EREA i). 
事实 上 : 


=. J34” 


H 94 


“ SS, D.SE, SiS, SiT I AS,(S,D, S,E, S,;S,, 
STi, t) E 

SSD, SIE, S,S;, S,T;, =) Aa(C, B,A, Xo, +) 

S,(S,D, S,E,S,SU SZT, ADCC, BIA, X!) 
= al, B, A, Xn, oO AbC, B, A, Xt, © 
AMX 是 X (a. DEJAD E b FAgxiby sa, WURR 

sE VH X E: b kH. En aA E a EAHA. 

5, E 七 轴 的 方程 为 ?=0， 化 为 齐 次 坐标 为 : 

X; = Ü 


解 方程 组 x2=0 
> i) = Ü 


得 : 
RX + 2QisXiX3 + Qaya? = Ü 
= as 一 alias = Ü 
出 汪 阶 沽 线 与 x 轴 相 切 ， 故 所 求 条 件 为 ， 
Ga Guida :站 
6, CD # 设 二 阶 曲线 方程 为 ; 
MaX? + Aa + G3sX32 + 2012X X; 2GiyXixXs 
— 2023X2X3 = Ü 
将 已 知 五 点 坐标 代入 上 和 式 得 ， 
(ir an7 2Ga12 = Ü 
Agii + aa — 413 = Ü 
daz + das 一 423 = Ü 
| Gii + 168;; + 4G33 + Sars 4i | lbdaa = 0 
oa， + 9a: + Adz + 129412— B03 ~ 12923 = Ü 
解 方程 组 得 ; 


G 
üiz 11 232 +701 t= Qil 
i 


4 


0 
Q23= 2u Ga = Dan 
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AACR Eri So EN: 
XI + a + 5X32 + QN 3 + 2 xixa + Xa =Ó 
即 | 
2T + 2X:2 + 10x3 + AXi t 9X4X3 + xaxa = Ü 
对 于 《2) 、《3) 可 以 仿照 上 面 的 作法 来 求 ， 在 此 只 绽 
HER: 
( 2) 2x1- 3x + XiX;— 2x 3x3 = Ü 
C3) aai- Ap XX+ Gy(Gs — G1)XiX3 + G (G — 03) XA = Q 
T, E W je USA H SUN 25 Jy ELA TF Kb ba y F, 
ZERA (1,3,1), (-—-1,-5,1), , BU2R27482389 
dW + tt? = Zig? 
设 道 过 二 直线 (1,3,1) (21, 一 5,1) 的 交点 的 直线 为 
(1-—AÀ,3—54,1 + À) 
RER 8 So 8 T 2 22, MA 
4(1- 42 + (3— A): = 2(1 tA 


解 此 方程 ， 得 
À, = " À: = H 
HURE RA 4 4 2 28 20 
(sr 3 p S Op Ty 9) 
用 非 齐 次 坐标 表示 时 为 : 


1 LE I _ 7 
(3 1) -可 10: s) 
8, E WT TA ABCDE, 


WABE DEF T X, BCH EA FY, 7 ñ 

过 X TYT 作 直线 XY , 设 CD 与 XY 交 子 2， zs 

连结 AZ, 则 直线 Az 就 是 过 点 4 的 。 XC Á 

切线 (图 95) ， ,/ 
$E, TAERE ABCDE, NV 

AB 与 DE，BC 与 EA 是 两 对 不 相 邻 的 T 

W, ABXDE=X, BCxEA-=Y, H 图 55 
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DC x XY =Z， 则 由 巴 斯 加 定理 知 AZ A AAE BJ I 


同 理 可 作 过 B 点 的 切线 . 
关于 用 布 利安 桑 定理 来 完成 习 

题 4 的 作 图 贸 给 读者 作为 练习 . 
g、 证 明 (A90 考察 六 边 


形 AB' CA BC’, 


因 三 角形 ABC 与 4'B'C’ 是 透 
视 的 ， 所 以 三 对 对 应 点 连 线 共 点 ， H a 


ta 


HAA, BBE, CCH. 

由 于 ASA. B5B, C 与 
C! 正 是 六 边 形 的 三 对 对 顶点 ， 所 以 
有 连结 六 边 形 的 对 顶点 的 三 条 直线 
盘 过 一 个 点 ， 那 么 根据 布 利安 桑 定 
理 的 道 定理 可 知 这 个 六 边 形 的 六 条 
边 匠 在 的 直线 属于 同一 个 二 级 曲 
ER, 

10。 证 明 (H97) 由 已 郑 显 
RA: E AJE APM 与 三 点 形 BON 


属于 同一 二 阶 曲线 PT。 由 第 六 章 81 例 3 可 知 它们 的 六 条 过 
所 在 的 直线 属于 一 个 二 级 曲线 , 


考察 六 边 形 CPMDOQN， 
AP 与 CP 为 同一 直线 ， 
MA 与 MD 为 同一 直线 ， 
QB 与 QD 为 同一 直线 ， 
NC 与 NB 为 同一 直线 ， 


所 以 六 边 CP、PM、MD、DQ、QN、NC 属于 同一 个 二 级 


曲线 . 


由 布 利安 桑 定理 知 ， 三 对 对 顶点 的 连 线 CDP、P 名 、MN 共 所 


TE. 
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1t。 解 WEWZSZTANA. B. C, Bia, bD TEA AR 
点 B 的 切线 . 

连结 BC， 设 BCS a XTX, $X E 2k c , W c 5 
b 交 于 Y 了 ， 与 BA 交 于 2Z， 

连结 CZ、YA， 设 它们 的 交点 为 了 DD， 则 吕 就 是 二 阶 曲 线 上 
的 一 个 点 “图 98) , 

下 同样 的 方法 可 以 作出 二 阶 曲 
RRHH EA. 

事实 上 ， 考 察 四 点 形 ABCD, 
把 A、B 都 看 作 二 重点 ， 则 四 点 形 
就 成 为 六 点 形 AABBCD， 其 中 A4 
与 了 为 一 组 对 边 ，AB 5 CD 为 一 
组 对 边 ，BB 与 DA 为 一 组 对 边 ， 册 
作法 知 这 三 组 对 边 的 交点 、Z、Y 共 线 。 由 巴 斯 加 定理 的 道 定 
理 可 知 丰 、B、C、D 属 于 同一 个 二 阶 曲线 ， 即 DD 是 由 A、B., C 
及 直线 a、b 所 决定 的 二 阶 曲线 七 的 点 ， 

12, Æ 设 己 知 三 个 点 4、B、 C. 

Bia, cE A, C 点 的 切线 ， 

Wa5CBa TX, c SABAG TY, 

连结 XY、AC 设 它们 的 交点 为 Z， 

连结 BZ, 则 BZ 就 是 过 点 8 的 切线 
(E99) , 

事实 上 ， 由 巴 斯 加 定理 的 推论 可 其 
X. Y, Z 是 巴 斯 加 线 上 的 点 ， 因 此 BZ 是 二 阶 曲 线 在 点 BB 的 杞 
线 ， 

13, 解 ” 设 a、b、c、，、d 是 二 阶 曲 线 多 四 条 切线 ， 点 A 为 a 
上 的 切 点 。 

ca, bH ZTC, C, d 与 9. 分别 交 于 D、D'， 
a b3 FX, 
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Ha, bE P k — 8 RZ AJB P sa PBU Ja, AE ER 
A: A. D, C (在 直线 a L) ， 
X, D, C (在 直线 8B 上) 确定 
两 个 点 列 的 射影 对 应 ， 在 2 上 企 
取 一 点 放 , Œ b EHX AM” 
CM 点 的 作法 可 参看 第 五 章 习 


题 43 的 作法 ) ， 则 MM’ 是 所 求 的 。 / SS， 
切线 (100). 人 
利用 点 列 的 这 种 对 应 ， 可 作 
z 100 


册 二 级 项 线 任意 多 个 直线 ， 它 们 
都 是 二 阶 曲线 的 切线 . 

事实 上 ， 由 于 M，M” 是 射影 的 一 对 对 应 点 ， 所 以 直线 
MM 属于 a, b, c, d 构成 的 二 级 曲线 ， 故 MM“ 是 二 阶 曲 线 的 
切线 ， 

li. CO R 根据 公式 (6 、4)’， 极 线 方程 应 为 ; 

(qupi+ aip 十 Oiapa) XL + Caup + aap: + Aap X 
+ (aanp + gypat GaP) Xs = Ü 


由 已 知 条 件 知 ; 
p= 1 p: = -i pa = Ü) 
Qn 3 (tar = 5 đa = 1 


将 以 上 答 值 回 时 代入 极 线 方程 中 ， 则 有 


X + 3X:- X; =Ü 


这 就 是 所 求 的 极 线 方程 
(2) $ TARE (10) 的 方法 解 之 。 其 结果 为 ; 
X, =Ü 
C3) 解 | 1 -2 1 | 
Ds | 一 2? 3 -1 | = 0 
-1 0 | 


M DPLMIPA BI 35 bA 8 E 3 EA: 
(HXi d ia T isxa = Ü 


(I iX Oarz +t (igX3 = O) 


Qatt + (3325 + ays = Ü 
所 以 给 的 点 为 奇异 点 ， 故 不 存在 极 线 。 
15, (1) # 根据 公式 (6,5)' 来 求 极点 坐标 


| i -i 1 
D = — 1 l —3 
Tis e 

A Án= 9, Ax= -1, An =0 


A= Ansa —3, Ang Ay 382, Án 二 六 91 二 2 
从 而 有 
Opi = —9uƏ — 3Ha + 283 
Op: = — 38 i — Hat 2H3 


Upay = 214 + Aiz 
己 知 直线 的 线 举 标 为 C3， 一 1, 6) 代入 上 式 得 
gpi = ~ 12, oP;=d4, Opa3=4 
所 以 所 求 的 极 成 坐标 为 C12, 4, 4), 
(2). (3) HE 《1》 的 方法 ， 可 和 解 出 (2) 和 和 
(3) WAR, eia BRER.: 
( 2) (1, 3, O) 
(3) 直线 9x -x+9xs=0 上 的 点 都 是 极点 。 
16. Æ RERAB, CDER PH ER, 4 B,CD» 
EEH EP ARTH E A, 
连结 AD、BC、AC、BD， 构 成 一 个 完全 四 点 形 ， 
l Q= ACx BD 
R= AD x BC 
及 已 车 P=ABxCD 
连结 QR， 则 QR 就 是 所 求 竟 极 线 {图 101) , 
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I 101 BI 102 
kle HTP, Q, REPAR Er hT EIEN 
形 的 对 边 点 ， 所 以 两 个 对 边 点 连 线 QR 是 另 一 个 对 边 点 了 关于 
工 的 极 线 ， 
17. f 按 上 题 的 作法 作出 点 了 关于 二 阶 曲线 荆 的 极 线 


PFE a 
过 点 了 作 直 线 m 的 平行 线 设 与 二 阶 曲 线 T 诡 于 点 B、C， 则 
BC 就 是 所 求 的 强 (图 102) ， 
事实 上 ， 由 极 线 的 定义 ，w 应 该 是 二 阶 上 曲线 荆 的 某 个 完全 
四 点 形 ABCD 的 对 角 线 ， 
BC' m 
(BC, PM.) = (QR, NM.) = - 1 
(BCP) = -1 
故 卫 为 BC 的 中 点 。 
138。 解 ” 设 直线 g 、b 和 和 直线 c 、d 分 别 是 从 点 了 和 点 日 引 的 
二 阶 曲线 了 的 两 条 切线 。 
设 两 对 切 级 的 四 个 交点 为 M、 
N. L. K. 
EH ML, KN, RHEXSAR, Mi 
R sk ht PLS PO T: — Er RTA) 
点 《图 103) ， 
事实 上 ， 因 为 四 边 形 MNILK 是 
T PPF JE, PS XJ A #% Eq 103 


ML,KN 的 交点 尺 是 直线 PQ 关于 曲线 TT 的 极点 ， 

( 注 ， 上 面 的 论证 中 采用 了 下 面 的 一 个 事实 ， CATE 
线 T 上 的 四 个 点 苞 ，B、C、D， 有 曲线 Tr 在 这 些 点 的 切线 构成 一 个 
外 天 四 角形 ， 那 愉 外 若 四 角形 对 边 交 点 与 内 接 洒 角形 ABCD 
对 边 交 点 所 在 的 直线 是 这 两 个 四 角形 对 角 织 所 通过 的 点 的 极 
线 。 这 个 事实 可 利用 巴 斯 加 定理 和 布 利安 桑 定理 来 证 明 ， 这 个 
证 戎 留 给 读者 作为 练习 ) , 

19, 证明 (H10 É 人 030s89s 是 二 阶 曲线 了 的 外 
RRE, REKER Q.Q.. Q;Q.. Qa Rh 
Q: O, 三 直线 共 点 ， 

TO: On Os, QD As, QQ 
QQ: 的 切 点 分 别 为 Ri、 Ra Ra R. `! 
Rs, Re, WE 

R iR,RsR RsRi BR E BH Su r BJ 
内 接 六 点 形 . 0 

因为 RIR;: 与 RRs 的 交点 为 QQ s BJ 图 104 
HA, RRB RR h £ A Q Q BJA. RoR ReRi HJ3F Pa 
为 Q IQ 的 极点 ， 根 据 巴 斯 加 定理 这 三 个 交点 共 线 ， 部 Q Qa. 
Q.,Q:.. Q: Q I EA, 

20, 证 明 ” 设 内 按 完 全 四 点 形 的 对 
p 边 点 是 ， 

H X=PHXQR 
x Y=-QHXRP 
Z= RHx PQ 

(E105 ， 直 线 YZ 交 两 边 R、PH 于 


z 


R 
图 105 
G., G2 二 成 ， BE Z 
(QR, XG = 一 二 
(PH, XG) 一 — 1 
AEX ARERR CG, BYZ. AH, Y 点 的 极 线 是 XZ， 
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Z 点 的 极 钱 古 XY， 所 以 三 点 形 XYZ 是 目 极 三 点 形 。 
21。 证 明 由 上 题 可 钴 三 点 形 XYZ 是 和 月 极 三 点 形 。 
因为 B. C 处 的 切线 交点 是 BC 的 极点 ， 而 BC 通过 YZ 的 极 
点 六 ,所 以 YZ 必 通 过 BC 的 极点 ， 妇 BB、C AAJ UPK RASA TE YZ 
上 . 
同 理 可 顷 态 、 吕 处 的 切线 的 交点 也 在 YZ F, 
22。 证明 设 PC 与 由 线 的 男 一 个 交 后 为 N ‘图 108) 
QR. PN ÑC, 
PR 与 QN ZE CHI Sk. 
AB 上 
又 必 PR 通过 也 
QN 通过 也。 
因此 PQRN fE 2 — ET IH #& BJ UJ 
Pese P a, A B. C 是 其 两 个 


对 边 点 ， H 106 
PO E RNE. BC HIRA A 
POBILA. 
23。 解 ”可 以 仿 腿 讲义 的 方法 化 简 方 程 为 标准 方程 ， 在 此 
仅 给 出 答案 ， 


(1) x?`— x =Ü 

(2) x / +x1-— X =0 

24， 证 明 ”因为 常态 二 次 曲线 是 由 五 个 点 唯一 确定 的 ， 所 
以 不 同 的 两 个 常态 二 次 曲线 的 交点 不 能 多 于 四 个 ， 否 则 两 个 册 
组 重合 ;这 就 与 两 曲线 不 同 矛 层 . 

25, WEA 设 二 次 曲线 了 其 方程 为 : 


à 
s a, x; x, =Ü 
z r-l 


A、 日 连 线 上 任意 一 点 C 为: C = A+B, OARRA TE 
方程 中 得 
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3 
» a, (a; + Ab. (G, + Ab,) 


É, J =1 


= -区 a, a,a; +24 >: a ,人 了 ;二 入 


YT a, bib; 
h PAE T 86 ya, 所 以 有 : 


SO a, aa; -0 


f.l =l 


南 于 召 是 下 上 的 点 ， 所 以 有 ， 
p3 a; bb; =0 

由 于 任何 一 点 的 极 线 通过 奇异 点 4， 所 以 有 
y: di;a, b, =0 


pa a, (g; +åAb,) la; +Ab, y =Q . 
因此 及、B 连 缆 上 的 点 C 在 rE 上， 由 于 C 的 任意 性 可 知 A4、8 的 
连 钱 全 在 曲线 了 上， 
T 
26, @ KAEH EAT REIR PE: 


x? 十 3x7 ix + 2x% — 10x4 = Ü 


系数 行列 式 为 
3 | 
| 1 ° 1 
D = É 一 4 一 5 = Ü 
| 2 | 
x 1 -5 0 ' 
1 
As, Ax = 15, Ass = - 
26 


Jih 3 (- f, 15 -2 l4 _ 26 
By ir. C 3 ao 42 BI! (35> z5) . 
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根据 新 近 线 方程 〈6.8) ， 则 可 得 新 近 线 方程 为 : 
X + NY — 4Y2=0 
Bp 
(KX+-4Y)(X—Y)5=0 
其 中 X=x-š' Y=y+ 5 代入 上 式 得 ， 
DX -+ 203 + 18 = 0 
DDN 一 号 3 一 和 二 全 
27, WB PEHK2Z XS SG Ë RTX. 《图 107) 则 有 
(HK, P,X.) = “1 
所 以 P, X. 3: — K hRA 3t SB 
Ho BIXA P; 的 极 线 上 。 
因为 HK 与 Pi 的 极 线 有 公共 点 
Xes 所 以 HK 平行 于 Pl 的 极 线 . 
28， 证 明 (010 EPH 
双 尖 线 上 任意 一 点 ，PB8、P4 分 别 图 107 
与 渐 近 线 O4、OB 平 行 ， 设 过 卫 点 
4 的 双 上 曲线 的 切线 交 渐 近 线 于 C. D, 
由 P h RER CD 的 中 点 〈 此 处 的 结论 
应 当 有 详细 证 明 ， 这 个 证 明 请 看 下 面 
第 30 古 ， 故 在 此 不 给 出 证 明 》 ， 表 根 
据 第 六 章 8 2 的 2.2 例 2 知人 入 0CD 
的 面积 为 一 常数 a. 
m 108 令 平 行 四 边 形 OAPB 面积 为 Sgo4ps 


ZDA PB 一 S PAOED 一 S A 4 PC 一 Sagpp 


1 
s AAP =Š JPD =B AAPB 一 so apa 一 A HPD 


Spoaps 二 在 一 Spo dp 


好 f 
SOO 4 F B ari 


29, 证 明 KAREAHA EA 
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BI 


H 84658 S UË, Hemid., WaS BERTE 
y = Àx P =” x 
其 中 4、 和 岩 示 这 两 条 直径 的 斜率 ， 
车 这 两 条 直径 共 轮 ， 则 两 条 渐 近 线 调和 分 隔 这 两 条 直径 ， 
WA: 
(yuya Yt Y) =71 


用 其 斜 府 表示 为 : 
h B 
a Ca l, 
bl b Uy 
q d 
EH 
taper) a) 
(a atr) -Carr Aa 
z z 
+ A 
a ü 位 ü 
F- 
- = 


30。 证 明 ”( 图 109) 设 M 点 是 切 
线 P@ 上 的 切 点 ， 那 么 与 PO 平行 的 直径 
ON-—SE#TIOMJESD, AX VS 36 dt iu PL 5 
渐 近 线 OP、0O8 RAAHE, PDH M SA 
与 PQ 上 的 无 穷 远 点 关于 P、Q 两 点 成 调 
FEAE. BIM REPOR R 

31, 证 明 WAB Br BH S&T RJ HE 
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fz, OHR, Eska, bAa AWT TA, BAHIR. 

说 下 线 AB JIR A N P.. AA a AAR, b BEIR 
线 ， 且 P. 的 极 线 4B 通 过 a 的 极点 4， 所 以 4 的 航线 a 必 通 过 
站 8B 的 极点 P..， 同 理 可 证 BB 的 极 线 b 也 通过 AB 的 极点 P。， 所 以 
a Hj b 平行 。 

32。 证 明 2 C BrHH r, O db, Pp 为 的 一 条 直径 ， 
它 通 过 一 个 定点 工 ，4 为 了 的 共 恩 直径 ， 工 的 极 线 为 1， 

Pe BL fe p. q 的 和 极点 分 别 为 无 穷 远 点 Pas Qo HA p54 
AE., MEUPE E, Q-Erp t, HESAR PQ 是 中 心 
O PJ zh, | 

如 打工 与 直线 P OTR- MRAR ER r 必 通 过 点 工 ， 
又 ?是 了 的 直径 必 通 过 中 心 0， 就 是 说 R. 的 极 线 + 与 p 重 台 
(同时 通过 O, D 由 于 帮 的 极点 是 唯一 的 ， 内 此 P. 5 R. Hi 
#, MUIS EFP, PBI 与 9 平行 。 

33， 解 ” 设 无 穷 远 直线 I. 关于 常态 二 阶 曲 线 T 的 极点 为 了 ， 
有 上 且 P 在 rT 上， 根据 定理 68。10， 直 线 1., 一 定 在 点 了 与 T" 相 切 ， 就 
RE t 29 RER lo STA ~ATA CARE) ， 所 以 了 是 
抛物 型 的 二 阶 曲线 ， 

34, WIA je rH 2ETEJ h b p O, H EPE—3K635 AB, 
PA, BrE, bF AM. 

设 点 为 纺 4B 的 中 心 ， 忆 .为 4B 的 无穷 远 点 ， 则 

(AB,CP.)=-1 

所 以 忆 在 P BHRR pE, HAMARRA AB, H 4B 通 
过 P.。， 所 以 P. 的 极 线 pp DB PM, X phi ph C B TAB £, 
H AMETAB TAN- REBRE. 

35, HEWA (0110) WEPP'aE Q R PJ UJER Y , YX x= P? 
K PJU P B, X.PX. F 了 B 为 直径 端点 的 两 切线 ， 由 习题 31 知 
P” B 与 PX 平行 ， 

从 完全 四 点 形 PRQP $ 

* .567 。 


(NY , AB) = 一 L 
HFAB(X,Y, A, DAP (PF X,P P, 


P' R,P’ P.) 
mA 
(XP,RP.)= -1 
BI), 
(XPR)= -1 
B bJ R Je sk Er PX EP R. 
36, E DERES 2,2 的 例子 可 
得 出 化 简 后 的 曲线 方程 为 ， 
(1) x2— x2— xl = 0 
(2) X + x, + X, = 0 
Š 3 
37. WEB 设 商 条 直线 斜率 分 别 为 和 42， 交 贡 为 w ， 则 有 
tga = EFN “1) 
由 于 
ao ENEE 
则 
e= s: Ti te 


FU., a 不 定 的 条 忻 是 tge = igk tga= — 1, AODA: 
(i +D D =0BK(A, — DD (A 2 t y = 0 
nj h! # Jb 8 — 2& Yt #É BE XË Jp] É 22, 
38。 证 明 ”因为 已 知 直 线 方程 可 以 写成 


所 以 已 知 直线 为 迷 向 直线 当 且 羽 当 - +i, BH 
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a + G° = Ü 
39, 证 明 设 y=2;x+b EF — 2 Bë HAA, Pi, 3i), 
P IO X: y) k H. FEAR AARIA Pu A, 
HA: 
y: yi = À (x; — xX) 
所 以 | 
IP, P;] =V (x, — xy? + (yz — yi) 
VA Ga = xO 
因此 ， 车 |PiPs| =0， 则 1= ri, B A= ti, MPP] =0 
40, E 和 将 原 方 程 化 为 齐 次 坐标 方程 ， 
7X + Gx m N22 15x = 0 
由 主轴 方程 公式 (6.13) 可 得 所 给 二 次 曲线 的 主轴 为 ， 
Txit SX2 + ki(35(— X) = 0 
及 
TX, + 3x: + Ry(32X — X5) = Ü 
现在 来 确定 和 ;的 信 ， 解 特征 方程 
(7—À)(— 1 -At=0 


Aí = —2, À2 = 8 
由 an tank = 1 可 得 
ki = —3, k;= s 
A EMEEN: 
X í šX; = Ü 
六 
3X1 + X, = Ü 
RHA” HEPES HRA A PBH], 
Mh H: 
e a" 
TNL GXi xa — 16x32 = Ü 
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得 ; 


1 
ži = pa X= t TE’ Xa = l 
l 
一 组 顶点 为 ( 主 2... t-l 1) 
x MA Z 5 
解 方程 组 
人 
Tx i? + 6x,X, — X: — 16xx2? = Ü 


得 


2 由 -一 8 7 
xia +—⁄———[, X;= + — Í, X=1 


故 又 得 一 组 顶点 为 (二 于 sa 1) 


现在 来 求 焦 反 ， BRA PEH 的 一 组 平行 营 的 方程 为 : 
y=kx+ h 
代入 曲线 的 原 JES K 6 FnJr 248 
Txt + 6x(kx+ BR) — (kx-+h>?2- 16=0 
Ep 
(T+ 6k—k')x2+ 2h(3-—kyx-— (R22:]6)=0 (1) 
PFZ BHRR, Mie C) 有 等 很 ， 即 《1) 的 
AHAA TE. If: 
Ah’ (3k)? + A(h*°+16)(7+ 6k -ky = 0 
则 有 | 
R = T+, kt:—- 6k — 7 
BE BH Sk F. 913528 k AWERI PEJ 


— ee — —. — 


y =kx+. k:-— 6k — 7 
过 1、 的 切线 具有 斜率 为 了 或 -ti 所 以 迷 疝 直线 方程 分 
PA: 
P=ixiiv +6 
=ixt i(3- i) 


. 570 + 


y= -—ix +i 8—- 61 
= —Ix +i(3—i) 
解 下 面 四 个 方程 组 得 出 四 组 解 即 为 焦 上 成 坐标 ; 
1) MENDA 
y= —ix+ (3— i) 
a) 人 
y= ~ix-i(3-—i) 
3) paisan 
y= —¿iX+1(3-—i) 
4) poa D 
y= 一 这 一 (3 一 让 
其 解 为 ， 
1 一 1 
2) (—3,-1) 
3) (3.1) 
4) (i— 34) 
EH fE a 2: 
(3,1), (—3,-1), Œ,- 3i), (-—i,31) 
下 面 来 求 准 线 方程 ， 也 就 是 焦 扩 关于 明 线 的 极 线 ， 将 各 焦 
态 上 坐标 化 成 齐 次 坐标 ， 利 用 公式 (56. 4) ， 即 可 求 得 各 焦点 所 对 
的 极 钱 〈 即 准 线 ) ， 它 们 是 ， 
3X1 + X2 2x = 0 
3x + X, + 2X3 = Ü 
ix (= dix, + 8x; = Ü 
lX — gix — 8xXs = Ü 
非 齐 次 坐标 方程 为 : 
3xXx+y-—2 =0 
j+ y+2 =ü0 
Ix — 3àiy + 8 = Ü 


. 57] = 


ix- Hy- R = 0 
41。 证 明 i AABC HATH, X M04928 Ej JG 9 zs 
直线 相 切 ， 从 I, ; 引 揭 物 线 的 切线 ， 
WBS R B F, M ANF 也 
是 抛物 线 的 外 切 三 角形 (图 111) , 
由 第 六 童 $ 1 AE: AABE 与 
ANF 也 间 时 内 接 于 一 个 二 次 斯 线 ， > 
由 于 4.B.C. 了 .JI 共 圆 ， 而 五 点 决定 ° 
HE—— KH, EH PLS m F P E B; 图 111 
加 上 ， 即 八 ABC 的 外 接 贺 通过 抛物 线 的 
PE A» 


Pi 


` 
t 
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后 R 


AKA W KOK. CRER. Th42 3k 3 ju 9 T AN 3 g 
REFIJE ATEA T 2 2383 MA Y YE Sd 88 25 

本 书 在 编写 这 程 中 ， 和 振 到 了 东北 师范 太 学 数学 系 和 几何 获 
研 室 的 支持 ， 郭 卫 中 副教授 审阅 了 原稿 ， 王 家 座 副 教授 绘制 了 
全 部 插图 。 

承 芝 这 宁 大 学 数学 系 基 士 培 、 崔 玉 衡 副 考 授 审 阅 了 原稿 ， 
出 了 不 少 宝贵 意见 。 让 此 ， 并 到 谢 意 。 

队 于 编 省 水 平 有 限 ， 本 书 定 有 多 爱 其 至 错误 之 处 ， 吹 独 讯 
者 指正 。 
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1 
1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 LIL 1 1 
1 1 LIL 1 1 
1 1 LIL 1 1 
1 LIL 1 LIL 1 1 
1 1 1 s: 1 1 1 === 中 
LIL] LIL 1 LIL 1 1 1 LIL] 1 
LIL] DO 1 LIL 1 LIL] 1 LIL] 1 
1 1 a a Ad aAa A A 1 A A A A A 1 A A A 1 DDO 1 
A A A o d a d aA A A A A 1 A A A 户 ] A A ao a A A A A A A 1 A A A 1 
a A A A o d a ad A A A A A DIDIDIDICI . ðo A DD a a A aA A A a a Ad aAa A A 


a aA A A 1 o d a d aA A A A A d a d aoa d ad oa a aa a a a aA aA A ao a Ad aA A A a a Ad aAa A A 
ao aA A A 1 o ad a d aA A A A A da d aa d ad o aa aa aa aa aa aA A A a a Ad aA A A a a d aAa A A 
d ad ad ad ad ao d o o aa a A A A A A aagţqanngnraaţaa. aaa ad A a Ad aA A A a a Ad aAa A A 
a d d d o d o a a A A A aA A A AA a ao d aoa d ad a aA a a a aA aA A A A a Ad aA A A a a Ad aAa A A 
a ad ad d o a o a o a A A aA A A AA d a d aoa d ad o a aa a a A aA aA A a a Ad aA A A a a Ad aAa A A 
a d o d o Aa o a a a a A aA A A AA d aa d aoa d ad a aa a a a a aA A A A a A aA A A a a d aAa A A 
a ad d ad o a o a a a a A A A A AA d aa d aa d ad oa aa a a a a aA aA A a a Ad aAa A A A a Ad aAa A A 


A A 1 1 LIL 1 1 A a A aAa A A ao a Ad aAa A A 
OOA N GaN m =<=r rn (O r= Di Á r m = DT] L] — rN m = GOGaAaNnN m =* Di]— ra m =* F] JC] Ir] JJI] 
1 1 d a d aad ao d o d A A A aA A 
A A 1 1 LIL 1 1 DDIDIDIDIDIDIDICDIDD 户 ] 户 ] 亡 ] 
LIL 1 1 LIL] 1 1 dadada d ao d A d A A A 
A A 1 1 LIL] 1 1 dadada d ao d A d A A A 
1 1 1 == 

dadaa aod ao d A d A aA A 
1 1 dadau ad aod ao d A d A A A 
1 1 DO DO 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 


LIL 


